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講義ノー ト 森 ･撃 教授 最終講義*

｢ 相転移 と不可逆性からカオスの統計力学- ｣

(1990年 8月13日受 理 )

長い間九州大学でお世話になって しまいましたが､その間おもに統計力学を

研究 してまいりましたのでそれについて話を したいと思います｡

統計力学は非常に古い学問で､エントロピーSとミクロの状態の数W とのボ

ルツマンの関係 S- klogW (1877)か ら始めましても100年を越えます｡ し

か し､この40年間をとっても､熟平衡系および熱平衡から僅かに離れた非平衡

系について様々な発展があり､さらに､10年程前から､熱平衡か ら遥かに離れ

た非線形非平衡系について斬新な発展が始 まっています｡熟平衡系の統計力学

は､主に相転移現象とその臨界現象を中心 にして発展 してきました｡相転移現

象 は物性あるいは物質科学の非常に面白い現象ですので､それに使われると同

時に､新 しいタイプの一般論を次々と作 り出 しながら発展 してきたわけです｡

一番最初のファンデアワールスは､液体と気体との相転移を研究 して､ファン

デアワールスの状態方程式を発見 したわけですが､昔は高校の教科書にも載 っ

ていました｡その研究がなされたのは前tLrf己の終わりごろで､ノーベル賞をも

らったのは ●10年です｡その後こういう普通の熱力学的な釈扱 と違 った観点か

ら物質を規定するということで､スケー リング理論というのがカダノフによっ

て -66年にだされました｡その後､'71年にくりこみ群の理論をウイルソンがつ

くりあげて､定量的にいろんな臨界指数を実験と合わせるということをのぞけ

ば､相転移を理解する統計力学ができ上が ったと考えられております0

戦後､非平衡系の研究が始まりまして､標題では不可逆性 と書いてあります

が､粘性係数や熱伝導係数でエネルギーが散逸するプロセス､つまり､マクロ

*)この講演記録は､今年 2月20日に九州大学理学部物理学教室でおこなわ

れた 森 撃教授の退官記念最終講義のノー トをもとに､森教授みずから若干の
柄稿､削除､訂正を加えられたものです｡なお本講演に先だち､同時に退官 さ

れる間瀬教授の最終講義､並びに教室主任の高橋教授のほうか ら挨拶がありま
したので､本文中に御二人の御名前がでてきます｡

(記録 :九州共立大 ･工 森 信之 )
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の運動のエネルギーが ミクロの熟運動のエネルギーに変わってい くプロセスの

研究です｡ また､輸送係数の相反定理 とい ってオンサ⊥ガーが ●31年に出 した

ものですが､これに基づいて不可逆過程の熱力学 と言 うものがつ くられます｡

あまり面白 くはないんですが､いろいろと役にたっています｡ちょうど大学院

の学生だ った頃､日本で､そういう一般に線形応答の揺動理論 とい うものの研

究が始まっていまして､高橋秀俊先生の､古典的にですがいろいろな輸送係数

を熟平衡系の揺動 としてとらえるという理論がありました｡で､そのあと､久

保 ･富田の理論､久保理論という形でこれは完成 されたわけです｡ この頃日本

では､そのはかに､中嶋 貞雄 さんとか､中野 藤生 さん､橋爪 夏樹 さんとかが

こういう統計力学の研究に重要な寄与をな さいました｡日本で初めて国際会議

が1953年に開かれまして､それは私が大学院で統計力学の分野で勉強 しようと

や っていた頃ですが､オンサーガーとかカークウッドらがこの国際会議 にやっ

て きまして､その印象は今で も残 っています｡二人とも50歳位｡アンダーソン

は30前後｡それか らプ リゴジンも30代 と､我々はそういう人たちに大学院の墳

知 りえたと言 うのは非常に幸いで､それで国際交流は必要だと知 ったと同時に

研究というのは国際的 レベルの共同研究なんだという意識を持ちました｡その

あと､揺動散逸 ということをちゃんと捉えて､熱平衡系のゆらぎを使 って非平

衡のいろんな輸送係数を表す､というのに私 もある程度仕事を致 しま した｡ こ

の ころのことは久保先生が10年ほど前に退官 されて､そのころ詳 しく書かれて

お りますので ここで特にお話はしません｡

1965年に京大か ら九大に戻 りまして､九大でやった仕事はその後の仕事です

が､いろんな輸送係数 とか相転移点の近 くでの動的な現象などです｡相転移で

は､ゆらぎが非常に大 きくなり､それに伴 う異常性がいろんなェフェク トを生

み､たとえばスピンレゾナンスの幅に出て くるわけです｡そ う言 う事は､岡本

さんが具体的に展開 されたわけですが､まずそういうことをやりました｡ しか

し､ウイルソンの くりこみ群の理論がでてか ら私は平衡系では基本的なことは

済んだと思いまして､分野をもっと非平衡 に広げるということで王子国際セ ミ

2)
ナーなんか もオーガナイズして､ そのころか ら非平衡系で､特に熱平衡か ら

遥かに離れた非線形非平衡系の研究に関心 を持 っていったんです｡最近の統計
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力学 - 統計力学は熱平衡系で始められたわけですが､その枠組みと考え方

は非常に一般的であって､非線形非平衡系にも拡張 して使える.ただ大事なこ

とは､どんな物理量を観測 し､どんな物理量で特徴付けるか ということで､そ

こが熟平衡系 とは違 う｡ しか し枠組み自身 は､つまり､粗視化の法則は､我々

が最初考 えていたよりも遥かに一般的であることがだんだん分か ってきており

ます｡そのことをお話 したいと思います｡

間瀬先生のお話で､ ｢散逸構造が出て研究を放棄 した｣ とおっしゃったわけ

ですが､実はこの散逸構造の研究 というのが､今､非常に､実験的にも理論的

に もすすめ られております｡ 今の統計力学 の立場からいいます と､非常に新 し

い概念 とかいろんなものがでるのはむ しろこれか ら先､散逸構造の振動の研究

か らだと思われます｡散逸構造 という考え方は､グランス ドルフとプ リゴジン

が1960年の始めごろだ したのですが､プ リゴジンはそれで '77年にノーベル賞
(

を もらいました｡ しか し､そういう考え方 はいろんな人が持 っておりました｡

散逸構造 と言 うのは､一番典型的には例えば台風で､台風は南方海上で発生 し

て成長 し陸上にあがると消滅する｡ それは散逸構造のなかで も一番難 しいもの

と思われます｡ ここに雲の縞模様の写真 (図 1)があります｡ この縞はロール
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構造で､熱対流によると考えられていますが､これが散逸構造の典型です｡ し

か し､こういう熱平衡か ら遠 く離れた体系 と言 うのは､ もちろん､例えば大気

の分野では非常 に早 くか ら研究 されておりました｡乱流 - 大 きな渦､-

による拡散において､気象学の創始者である リチャー ドソンが､時間の 3乗則

(1926)というのを発見 しております｡また乱流は､大 きな渦が壊れて小 さな

渦 に崩壊 していって､段々小 さくなると粘性により熱エネルギーに変わ ってい

くわけですが､その時のカスケー ドで 5/3乗則 (1941)とい うのをコルモゴロ

フという数学者が出 している｡ 実は∴スケー リング理論とい うのは､物理では

カダノフのスケー リングが有名ですが､こういうのは皆スケー リング理論なわ

けで､カダノフ自身 も乱流に関心があって､そのスケー リング則か ら学んだと

のことです｡

非線形非平衡ですが､それは先はど高橋先生のいわれました ｢万物は流転 し､

森羅万象を示す｣､そういうものをどう理解 し予測するかという問題です｡物

理 は先はどの､いわゆる物質の科学ですが､静的な科学､それは半導体を作 り､

分子を設計 し､作る､というところまで到達 しております｡が､ しか し､では

太陽系の形成 はどうなのかとか､あるいは大気 ･海洋でのいろんな森羅万象を

捉 えることが出来るかというと､そういう問題は物理学ではさぼって きたと思

われます｡最近はしか し､いわゆるカオス (不安定な非周期運動) と言 うのが

発見されてか ら､そういう非線形非平衡系で統計的な扱いが必要になりまして､

そのカオスの統計力学を作るという意味で統計力学の新 しい転回期に入 ってき

た と思われます｡それで､そのことについて もう少 しお話 して､懐古よりむ し
1ンカレ･5Jシ､

ろ若い人たちを 鼓舞 しようと思います.

さて､こういう流転 し自己組織す る動的 自然 というのは何 も無生物 に限 られ

たわけではな くて､カオスのグループには物理の他にも工学部の電気 とか機械

とかだけでな く､生物 とかそういう方々もおられます｡物理では自然の構造 と

い うのを明 らかにしたいと言 うわけですが､その中身は二つ (物質の構成様式

-と運動形態)がありまして､物質の構成様式は素粒子 という学問が追求 してい

ったわけです｡1950年の始め頃は､何か ら出来ているかが分かれば､後はニュ

- トン方程式 とシュレーディンガー方程式があるか らそれを解けばいい､だか

らテクニカルな問題だとそういうことをおっしゃる先生 さえいたわけです｡ と
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ころが事情はそうではない､というのは､柑輯移現象に典型的に現れるわけで

す｡ ここでは熱平衡系の構造 として､結晶を考えます｡結晶では原子 ･分子が

規則正 しく並んでいるわけです｡一方は液体状態です.このあいだに転移が起

こりますが､こういう転移と言 うのはそれを構成する粒子 - 一般には1cc

あたり1028個 とかで､その粒子数無限大の極限で質的に新 しいものがでてくる､

そういう極限で相転移が理解できます｡ですから､我々が何か ら出来ているか

と知 っただけではどういう現象が起 こるか というのは分からないわけですoそ

の典型が図 2の相転移です｡こういう平衡系の構造は､統計力学では自由エネ

●● ● ●●
●●●●● ●
●● ●●●●
● ●●● ●

● ●● ●●

図 2 物質の3態

ルギーといいまして､エネルギーEとェン トロビーSと絶対温度 T､それらか

ら作 った自由エネルギー F-E-TS を最小にするという変分原理か ら出す

ことが出来ます｡熟平衡系の構造というのは ミクロなレベルでの原子 ･分子の

熟運動で決まるわけで､だからミクロでみ るとこれはもちろん止まっているわ

けではなくて しょっちゅうその周 りを動いているわけです｡それがマクロの極

限で､こういう構造を作る｡そういう基本思想です｡こういう考え方は熱平衡

に限 らないわけですが､非平衡系の構造 といえばまずマクロの構造-- 先は

どの散逸構造です｡物理では簡単な体系を作 りますが､直方体の容器に水をい

れて､下から暖めてATだけ温度差を作 ってやります｡そうすると､ATが0

の時には熱平衡にありますが､ATを上げていくと､伝導的に熟が上に伝わっ

ていくようになります｡ この時にはまだ流れが発生 していないわけですが､あ

るところで突然流れがでてきます｡そのとき水は､図3のようなロール ･パタ

ー ンをっ くり､ロール_に沿 って回っています｡ ATをさらに上げていきます と､
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図 3 1電 食胃的 (こ く根 号

あるところでこれが振動する､つまりロールがくね っていくわけで､その時に

はある一点での流速を測定 しますとそれは時間的に振動する｡ さらに上げると､

この振動は非周期的な振動をおこなうようになり､カオスという状態が生まれ

るわけです｡ こういう構造が散逸構造 と言 っている意味は､散逸が非常に大切

な役割を果た しているか らです｡

普通､物理の基本 としてよくハ ミル トン力学系をとりますが､ リュー ビルの

定理と言 うのが成立 していて､位相空間の体積は時間的には保存 される｡です

か ら散逸系に対 してそれを保存系といい､そこではエネルギーが保存 される｡

この保存系が作る保存構造 も随分おもしろ くて､これ も流体にあらわれてまい

ります｡それか らまたスケールの大 きいものになりますと､大気 ･海洋の大 き

な渦と言 うのは必ず小 さな渦をともなっていて､スケールのちがった運動が階

層構造を作 ってお ります｡ですか らそうい う階層的入れ子構造が非常に面白い｡

これは､実験室ではたぶん実現できないのではないかと思いますが､そういう

マクロの構造です｡こういう状態では､ ミクロには熱平衡が成立 していて､温

度 Tが定義できる､普通そう考えています｡ しか し､ ミクロのほうか ら完全に

定常状態をはずれていく場合があります｡するとそれは- ミル トン系の保存構

造を考え.なければならない｡- ミル トン系の構造の研究 も最近始まっています｡

例えば原子 ･分子の高励起状態 とかで､そのイオン化などを調べるわけですが､

レーザーのような非常に強い光の中に水素原子をおいておく.その時の水素原
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子の状態を､我々は理解できるか｡これについては新 しい実験がいろいろでて

きております｡また､水素原子でそういう問題があれば一般の原子でももちろ

んあるし､分子で もあるわけで､特に化学分野において､アメリカが中心にな

って､分子についての研究が実験的にも理論的にもおこなわれております｡で

すが､これは量子力学系ですので､まだ基本的にどういう考え方をするのかと

いうことも分か っておりません｡

実験がでてこないとなかなか新 しい概念を作 ることが出来ないのですが､そ

の実験的な研究はようやく1980年前後か ら始まりました｡それには実験技術の

進歩､それか らコンピュータ､それか ら数学の概念の発達 というのがあります｡

まず簡申なものか ら考えてみます｡そこで､要素系を考えますが､それは簡単

な場合には強制振子とか､あるいは sin波形ポテンシャル中での粒子の運動､

これらは同 じ運動方程式に従います｡また､ ジョセフソン接合のダイオー ドと

か､電気回路系､そして化学反応系 - それは一様に反応 させるため､一方

か ら試料を入れて他方から試料を引き抜いて､どれか特定の試料分子のポテン

シャルを測定する､こういう形で研究が行われている｡それから､流体では熱

対流とかテイラー渦流､こういうところか ら始めます｡

まず簡単なところでは振子があって､摩擦が無いと位相空間内で一定の角度

と一定の速度で円運動を起 こしているわけですが､もっとタイム ･スケールを

広げます と摩擦が効いて減衰が起 こり､エネルギーを失ってだんだん落ち込ん

で､中心で止まって しまう｡ これを強制的に振動数Wでふらせます と､同 じ振

動数Wで一定の振動をするリミットサイクルというものに落ち着 くようになり

ます｡非線形がいかにバラエティーに富んでいるかという例 としてよく挙げら

れるのに､ レスラー系

X = ~y-Z

●
y - x+0.2y

●
z - 0.2+xz-a7.

と言うのがあります. これは3変数で､x.y,Zの3つ.カオスが発生するた

めには3変数が必要で､この式の中には xz という非線形項があります｡ こ
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れがいろんな多彩な効果を生むわ廿 です｡いまパラメーター aを動か していき

ますと､ a-2.6の場合には､軌道はどこから出発 してもリミットサイクルに

落ち込んで､その上を動きます. これは周期Taで動いているわけですが､a-

3.5に上げますとこんどは周期 2T8の周期運動になります.厳密に周期は二倍

で 2TO.これを引き伸ばして折 り畳んだ様な軌道になります.図4のように､

(a)摺惜別専イセ
22rTo - eCOTo

≡

lO70)oAlOFA亡OUEHCTIHZJ

a :2･6 CL-3･5

(b) /ぐンド高虫合

一

〇
C一JtIOT

0.-1生･ユ

2CD+2㌣ bα托d.S

〇一070⊃○▲010FA仙⊂TIHZ)

a=4.･2.3 CL=年･30 0.-4,60

図4
: 乞m -bcmd,CkOS(a>cLc=4･20･･･)

さらにパ ラメーターaを上げますと､今度 はこれ自身が引き伸ば して折 り畳ま

れて 2の2乗の周期､その次に2の3乗と､周期倍化が無限に続いていきます｡

そ うして 2の無限大乗の無限周期の臨界軌道となり､これか ら上でカオス (不

安定な非周期運動)が発生 します｡その点 は､ここではac-4.20のところで

すが､これか ら先ではバンドになります｡つまり､軌道はあるところから出発

して くるくる回るわけですが､非周期軌道ですから絶対閉 じずに､ある一次元
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より次元の高い領域を覆 っていくわけで､ーそれをバン ドといいますo aを今度

は下げていきますと､先ほどとは逆の過程が起 こって､バン ドが二重巻 きにな

ります｡ さらにaを下げると､また二重巻 きになる｡ そういう現象が､ここに

x z という非線形項があるから起 こるというわけで､こんな簡単な系で も我

々がこれをどうとらえるかということが問題です｡一重の "帯"になったとこ

ろを実際に書いたのが図 5ですが､ある点から出発 して先ほどの微分方程式を

篭もqq5

1叶 面

ABの伸長･輯 (流 伝計

図 5 A

Ⅹ一丁汁1

Ⅹ 瓜
B AI

ト ーー__/I

､､､ヱ ノ ･･つラヴタ,レ増 進

数値積分 して求めてい った ものです｡ X nは一回 くるっと回ってⅩ ｡.1になり､

さらにくるくると回 っていきます｡ここでは何が起 こっているかと言います と､

いま ABという線を考 え､線上か ら一斉に軌道群をスター トさせます と､これ
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は伸びて折 り畳まれて､ABに戻される｡ このとき､長 さは次から次に伸びてい

くのと同時に､ここにシー トが次から次- と折 り畳まれてい く｡ これをフラク

タル構造 と言 っております｡そこでこうい うものを､どう理解 し､どう捉える

のかということです｡

例えば､熱対流の時にはこういう様子をどうして知るかといいますと､精密

な実験では水の代わりに水銀を用いて､磁場をかけてロールをきれいに揃えま

す.そ して､ATを上げていきますと､ロールがくねり運動で くねって､ある

waという振動数で振動するようになります｡そこに外から電流をかけて､w l

という強制振動を加えますと､waの振動 とwlの振動の二重周期運動になって､

図 6のように､ トーラスつまり ドーナツの表面を描 くと考え られます｡この ト

積や叶面

フヽ

ウ】
占
千八U0⊂J

図6 CR/LticQR･90はen も沌-

- ラスの横断面を得るには､まん中の底の温度をとびとびにwlの周期で測定 し

て､時系列Ti.( i-0,1■.2.･･･)を作ります.そして､任意の時刻 iで､測定

した温度の組 (Ti,Tj.1) をTiを横軸､Tい1を縦軸にとって 2次元面にプ

ロットします｡ i-0から始めて､ i- 1,2.3･- とプロットしていくと､

図のような トーラスの断面がかけていきます｡これはポアンカレ横断面といい

ます｡ トーラスの進行方向は面白くなくて､常に垂直面内でいろんな大切なこ

とが起 こりますので､そういう研究をやるというわけです｡その時に大切な量

としては､このW助とwlとの比で､これを回転数pと言います.軌道がポアン

カレ横断面を通過するとき､一周おきに角度が変わっていくわけですが､この
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｢相転移と不可逆性からカオスの統計力学へ｣

回転数と言 うのはその角度の平均の増加分のことです｡ここではそれを､ちょ

うど黄金比 p-(√7-1)/2にとります.黄金比 とい うのは､ 1をpとp2に分

けてたときのp のことで､約0.618です｡ また､黄金比は､連分数展開 します と

1

●
●

●

となって､一番収束が遅 くて､一番無理数 らしい無理数だと言われています.

い まの場合にはβの調節をやりますが､- ミル トン系では実は､自らこの黄金

比 を作っていきます｡

さていま､ちょうどカオスになる臨界点 をとると､その トーラスは臨界黄金

トーラスとよばれます｡ATをちょっとで も上げるとカオスになる､そういう

カオスの発生点です｡ ここで大切なのは､まず濃淡があります｡つまり臨界黄

金 トーラスに濃いと/ころと薄いところがある.この ト-ラスの性質を調べるの

に､小さなボックスをとってその中の点の個数を比べてい くということを しま

す.そ して､このボックスのサイ ズ を小さくしていったとき､ここにどんな密

度があるかと､その変化の形でこのような軌道を特徴づけるということをやり

3)
ますoこの理毒針ま､ シカゴグループによって1986年に展開 されました. 先は

どのような横断面の上のプロット､これは 2次元ですか らx oは2成分のベク ト

ルで､0.1.2,･- とプロットしてやる｡そ うして､さっきの箱の中に点が幾つ

はいるか調べてその個数をN(B)とし､それと全体の点の数Nとの比をN無限大

の極限で定義 してやる｡そうするとこれは確率になるわけです｡つまり､

m(B)- lim (N(B)/N)
N-o〇

は､軌道 X iがボックスBに兄いだされる確率です｡ ここでボ ックスサイズDは

小 さいとしています｡そ して､

T lH-
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m(B)～ Ral

で 定義 される指数αlで系を特徴づけることができます｡例えば点が一様な線

の上にあると､m(B)は長 さRに比例するわけですか ら､αl はいっ も1ですo

また､ 2次元的に一様です とαl - 2となり､そういう意味でαl はディメン

ジョンといいます｡ですが､先はどの臨界黄金 トーラスは濃淡がありましたの

で､場所によってa-1が違 っておりまして､ローカル ･デ ィメンジョンと呼ば

れております｡そこで､αl というのがどういう値を取 るか とい うのを見るた

めに､α一がaとa+dαの問にある確率 P(α;A)da というのを定義 して､

この確率密度 P(α;A)の指数を考えます｡ Aを小 さくす ると

p(a:A)～ Ra-i(a)

という形で Aによらないスケー リング ･エクスポーネン､トf(α)が定義でき､

これで確率分布の濃淡を特徴づけます｡ こういう物理量 f(α)を考えると､図

7のように､一般に f(α)というのは上に凸の単峰形を もっていて､左端が濃

∫(α)

図7 濃 :.tAi

い ところで右端が薄いところですoというのは､αが大 きいとRが小 さいわけ

ですか らその確率は小 さくなるわけで､確率が小 さくなるというのは点の数が

少 ないところですか ら､薄いところになっているわけです｡また､αが小 さい

とRが小 さいときに大 きくなり､こういう濃いところをあらわ します. そうい

う意味で f(α)は空間の点の分布を規定 して くれるわけです｡点 さえ数えれば
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｢相転移と不可逆性からカオスの統計力学へ｣

f(α)は出す ことが出来ますので､実際に先はどの測定で調べてみます｡横断

面 の点を取 って､箱の中の点を勘定 してい くわけです｡そうして､先ほどのス

ケー リング ･エクスポーネン トαを測 ってみます と､図 8がでて参 ります｡実

q 14

図8

D匝ecむもCLe

とOがDt亡cn叫

験 で得 られたものが黒点で示 されておりま して､右側の ものは先はどの臨界黄

金 トーラス､左側のものは2倍､2倍､2倍となって2の無限大乗に集積 した

ち ょうど臨界点での f(α)を測定 したものです｡実線は理論で､サイン ･サー

クル ･マ ップとかロジスティック ･マップから得 られた ものです｡3) この例で

はちょうどカオスの発生点を考えているわけですが､カオス自身では f(α)の

性質が違 ってきますO例えばカオスでは f(α)が一般に線形部分を持ちます.

図 9はうちの院生が見出 したもので､典型的なある写像について､理論とコン

ピューター シュ ミレー ションをかいたものですが､左側のところに線形部分が

ある｡それか ら､カオスの構造が変わるところでは､右側に線形部分がでるわ

けです｡ こういう形で､ f(α)によってカオスを特徴づけることできます｡ こ

のようにαが分布 しているものを､多重フラクタルといいますO 図 7で､D切と

かいたのは､数学の言葉を使いますと-ウス ドルフ ･デ ィメンジョンで､ここ

の対角線 と接 したところは､キャパシティー ･デ ィメンジョンと言います｡多

重 フラクタルでは､だか ら､無限個の次元が必要だと言 っているわけです｡そ

れは､空間的に不均一であるということに依 ります｡

このように､散逸力学系と言 うのはあるア トラクターに落込みます｡摩擦の
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TIinoTLmCLP

Q,-1･4･

LL一泊0九 j)Lopesof ∫(α)

CL=CLd,=1･426･･･

1 α 1.5

cLB～--1･5

(一肌eJ9JL.-1･7)

･･tt甘-hJZL gTE伽坤 ('8q) 図9

CL=1･乞乞60･･･

1 α 1.6

cVD～-1･0

(七馳飢′.1･0)

jlqdALe-77JOdRJ靭 ･
(やeJtt/C)dJワ)

ある強制振子とか､あるいは流体､あるいは化学反応系というのも充分時間が

経 ちますと､系の状態変数の空間の中で､あるア トラクター と呼ばれる低次元

の空間に落ち込んで しまいます｡ 例えば､先はどの リミットサイクルや､ トー

ラスではuo,ulの比が無理数で､先ほどはこれが黄金比だったわけです｡ポ

アンカレ断面のディメンジョンは､ リミッ トサイクルが 0で､滑 らかな トーラ

スは1です｡~クリティカルやカオティックな場合には 1と2との間にあり､一

般 には多重フラクタルをつ くっています｡ですが基礎運動方程式は決定論的な

運動方程式ですか ら､こういう時 も横断面上の点のプロットは､ひとつ前の時

刻のものから完全に一義的に決まることになります｡ しか も､ レスラー系で見

ま したように､制御パラメーターaを変えると次々と異質な構造-転移 します｡

そのため､カオスでは､統計力学で先はどお話 しした相転移 とか不可逆性の研

究で見出･された諸々の概念や方法が､全部集約的な形で必要になってきます｡

うちのグループがやって きたのはその研究で､その様子を少 しお話 したいわけ

ですが､ここで例えば振子を考えます｡振子の角皮を中として､摩擦項 0.22､
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｢相転移と不可逆性からカオスの統計力学へ｣

重力の項 sin 中､それに外力 costが加えられるとします｡

¢+ 0.22¢ +sin ¢ - 2.7cos t

あとは初期値を与えて､方程式を数値的に積分すればいいわけですが､ここで

は外力の周期 27T毎に時刻 ti- 27Ti,(i-0.I.2.･･･)で値を求め､初期

の点はア トラクターに落ち着 くまでの トランジェン トとして捨てて､残 りをプ

ロットすると図 10が得 られます｡角速度 卓の時系列は､ランダムです｡つま

(a) i(t.･

図 10

甘寸茶利 (iJnTLd,oTrL

xL三日,(tLl,*(士il)

-1.5

宅 己本音イ上人は

争至急丑楕亀

-7T ¢

アトうりサーは●立岩正せ婆
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蘇 肇

り､ある点での値を知 って次の値を予測せよと言 ったときに､それが予測で き

ない.これはカオスの一般的な性質ですが､ しか し一方で状態変数 中と¢とで

ポアンカレ断面を描 きます と､非常に端正な構造が出来上が ります.ただ 27r

毎､つまり外か ら加えた外力の周期毎に点を取るというのが大切で､位相まで

考えると実は独立変数 は3つなのですOそれを 277毎に取 ることによって､ 2

次元面に表現 しているというわけです｡時刻 tiにおけるこの2次元プロッ トを

X i- (申(ti).¢(ti)トとすれば､x i.1 はx iの一義的な関数として x i'1-

F(xi)とかける. これをポアンカレ写像 といいますO図の四角で囲ったとこ

ろを拡大 しますと､実 は三本の線か ら成 っていて､それをさらに拡大 します と､

実 は外側の線はさらに二本の線から成 っている｡ こういう形で､多重な紐構造

か ら成 っていまして､ f(α)とかフラクタル次元を導入することが出来ます｡

これは 27T毎にみたわけですが､途中で何が起 こっているかというのが非常 に

大切ですので､嘩中で何がおこっているか というのを示 したのが図 11です｡

少は周期 27Tで くりかえすわけですが､それをさきに延ばしてエクステンデ ィ

ッ ド･コオーデイネイ トを取 りますo先はどの図 10は､- 2Tと7Tの間だけを

かいたわけです.図 11の一番上の図で黒 く塗 った部分だけに着目して､これ

が時間的にどう変化す るかを 27T/3おきにかいています｡まず 27T/3です と､

横 に引きばされています.面積はちょっと縮小 しています. さらに 27T/3たち

ますと､ず っと引き伸ばされて､かつ折 り畳まれていく｡ これがカオスの特徴

で､さらに 27T/3た ってちょうど 27Tにきたときには､桟にず っと広が ってい

っております.これを区間 [-2T.7T]に全部写 し変えて しまいますと､その全

領域にわたって広が っているということが解るわけです｡それも､ 1ステップ

毎に全体に広がってるわけです｡ですから場合によると､物理的に大事なこと

が途中で起 こっているか もLjlず､そうすれば､ こういうポアンカレ写像をと

るということが有効ではな くなります｡ 物理 としては､全体的な性質を知るた

めにはポアンカレ写像が有用ですが､物理的な機構を明 らかにするためには必

ず しもポアンカレ写像が有効ではない､ということが起 こるわけです｡ しか し､

図 10をどう特徴づけるのかというのが､カオス統計力学を作るときに､まず

最初にでて くる問題です｡

ここで､振子は複雑で したので､上右側の湾曲部だけを持つような簡単なへ
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5

EiiZg
alHuLU

5

1れu
d(

図 11

7r -27r O 27r 47T

4, t-27r/3 0=120.

.♂ ,'

¢ t-47V 3 0=240○

ン■■ヽ■′

〆===≠~̀β===芸:.i-一 〆===;ゴ

27r 4TE

伸 長

輯()畳 み

ノン写像という2次元写像

xi+1- - ax:･ 0･3yi

yi+1= Xi

を考えます｡湾曲部がどう動 くかと言 うのが非常に大切なのですが､へノン写
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像は2変数で､非線形項はx2があるだけです｡ このア トラクターをかきます と､

a-1.10357では､図 12 (a)のように二つのバンドから出来ています｡実

ws:匂え臭x★=F(Ⅹ')の寺 島争線路 鴇 臭･･ Ⅹ土L-X♯ QD レ→co

アトう叩 -は X書の不 や 喪今秋体 の上{:如 ホモヴl)=､ツワ埴生

図 12

は先はどバ ンド融合が起 こると言 ったときのポアンカレ写像は､ちょうどこん

なふうに二つの部分か らできています｡そ して､Ⅹ●で示 した固定点がありま

すム固定点 というのは､写像 Fで変化 しない点のことです.パラメー ター aを

少 し大きくしますと､ a- a1-1.15357で､図 12 (b)に示されるような形

で衝突 します｡つまり､それぞれのバンドがどん どん伸びていって､ちょうど

固定点のところで衝突右 して一つのバンドとなる.その時に大切なことは､こ

の固定点x●か ら安定多様体と不安定多様体が伸びているということです｡ こう

いう概念 とか､その安定多様体と不安定多様体がどうなっているかというのは､

数学の方でポアンカレ以来研究がうんと進んでおりまして､それを用いるわけ

ですが､固定点を通 る不変曲線と言 うのは必ず 2本あります｡図でWSと示 して

いるのは安定多様体といわれており､この上の点は必ず時間とともにx■に集ま

ってきます｡ですから､安定多様体｡一方､不安定多様体はかいてありません

が､不安定多様体の閉包の上にア トラクターがのっかっておりますので､だい
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｢相転移と不可逆性からカオスの統計力学へ｣

たいア トラクターと同 じ形を しているわけです｡そうすると､衝突 したとき､

固定点の安定多様体がア トラクター､あるいは不安定多様体 と接することが起

こってまいります.図で xoとあるのがそれで､この点はワンステップだけ時間

を うごか しますとxlにきて､次にx2にきて､Ⅹ3,XJにきて､そうしてx●に

無 限に集積 していきます｡逆向きにバ ックワー ドを取るとⅩ-I,Ⅹ-2,X-3と､

やはりx●に集積 していきまして､ここにフラクタル構造が出来ていくわけです｡

こういうものを捕まえるときに､図 13のように局所構造の動 きを考えますと､

rTcLn曾e.mC甘 Stn:.

WS

Xi

H甘peJLboLLcsも乙.

wl⊥= 他 山 舶 eanf.:血 色tched,

- m . w sw; ≡
ll(YLlくO ll(Y一己1>0

W弓 希

/′~~~､ヽ

ul(Xi)召 ul(Xi･')

入州 >O le入I(Xi)

･･E叩QmSLoⅥノJTJQJteCLLoTL9lWu

図 13

一番大事なのは図のように安定多様体と不安定多様体がちょうど接 していると

ころです｡一般の点は､安定多様体と不安定多様体 とが交差 していて､それを

双曲点といいますが､実はこういった双曲点がカオスをっ くっているわけで､

接点はこれにいろいろな彩 りを与えているというわけです｡

不安定多様体というのは時間とともに平均として指数関数的に伸びていき､

安定多様体は縮むというので､時間を 1ステップ動か します と一方は伸びて他

方 は縮む.これを特徴づけるには､不安定季様体の方向の拡大率､すなわちR

という長 さが 1ステップで hexp(入l)となるとき入1が正であればこれは伸び
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るわけで､入tを拡大率 と呼びます｡この拡大率に着日していくと､不安定方向

には伸びるか ら正で､安定方向には縮むか ら負であるというかたち′で､接点 と

双曲点 との違いを捕まえることができるはずです｡そうするとこの人lという拡

大率がカオスをとらえるひとつの物理量になります｡位相空間内に､着目して

いる軌道 とそのごく近 くのある軌道をとってやりますと､それらの間の距離は､

不安定多様体の方向の成分が伸びる｡その不安定成分の拡大率というのがさき

ほどの入tで､双曲点で は正､接点では負 となります｡双曲点 というのは､近 く

を通 りすぎる軌道がちネうど双曲線をっ くるのでそういっているようです.

さて､統計力学では ｢ミクロでなくってマクロな量をとれ｣というのがあり

ます｡つまり粗視化 した量をみろ､そうす ると､系のグローバルで普遍的な性

質がみえるというわけです｡ですから､この局所拡大率の時間nにわたるた し

算をやって算術平均

･ n(x 匂) - (1/n)∑:: い l(X i)

をとって､それを観測することにします｡そうすると､もちろんn-00では長

時間平均値詔になるわけですが､その落ち着 きかたの包絡線がどういう形にな

るのかというのが実は系の特性をきめているわけで､これは一般にnの逆べ

き別に従い､ 1/n与 とかけますo ここで､ y+ Eま上の包絡線の減衰指数､ ン

は下の包絡線の減衰指数です｡

カオスというのは一般に不安定な非周期運動なわけですが､その非周期運動

には二種類あって､カオスと､それからち ょうどカオスの発生点での臨界軌道

0〇
とがあります｡カオスでは拡大率の長時間平均A が正で不安定であり､またそ

れがOである場合はニュー トラルで､臨界軌道がそうです｡さきほどf(α)を

臨界黄金 トーラスで計算 しましたが､そのときの軌道です｡その特徴は､局所

的な拡大率の時間相関関数を考えた場合､カオスでは滅表 します｡これは記憶

の喪失を意味 し混合性 とよばれておりますO,ところが､臨界軌道ですと非減衰

で､これは記憶の継続､つまり初期の記憶を時間が無限大たっても忘れないと
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｢相転移と不可逆性からカオスの統計力学へ｣

い う現象があらわれるわけです. この臨界軌道の記憶性の一例を示 しますと､

例えばちょうど2倍､2倍の周期倍化が起 こった直後の臨界ア トラクターの上

で拡大率のた し算

sn - n^ n(x O) - ∑ : 三 い ,(xi)

の 2乗平均をとる事を考えます｡これはヴァリアンスといって､時間 nを次第

に大 きくしていくわけです｡そうしますと図 14のようなプロットが得 られて､

TeT托PCnCLLi)bt払CtWtaQ,I a = CLの (盲己嶋･現 象 )

sn(x.l≡ JrL̂ n(I.i-Er=-3人1(柑

0 2 1092= 8 10 12

組 入れを甘 bLock(rt,邑1)が 展 射 され -u )く

図 14

その包絡線は logn となりますが､大事なのはそれが長さ 1のブロックから

で きており､各ブロックの点が一定の規則でつくられていて､次のものはさら

にその上に足されてい くということを繰 り返 しながら構造が複雑になる､とい

う意味で､逆入れ子なブロックが展開 されていくことです｡ この構造自身は,

理論的にくりこみ群によって決めることができます｡図 15のように､プロッ
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図 15

クはまん中か ら高さ1の点をとる､そのつ ぎは各辺のまん中から高さ1の点を

とる､という具合いに次から次へと点が増えていって､図 14のような時間構

造ができます｡局所拡大率のた し算自身では包絡線が対数で発散 しましたので､

それを対数で割 り算 したもの､つまり

β∩ - S｡/log∩

をとりますと､図 16のようになり､その時系列 というのがやはり構造を持 っ

ています｡この､2mの周期倍化のカスケー ドによって次か ら次へとつ くられて

きたア トラクターの場合には､そのつ くられ方自身が時間とともに展開 されて
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｢相転移と不可逆性からカオスの統計力学-｣

Bm(X｡1≡ Sn(X.Vao曾rrL,(呪≧乞)の由 嶋､現 象

2COへ雪75.CQ.DCade am ,(m =1,忠,･･･)が 展南 きれ る

β.n(.x?)○ ...9 ...g (aj

一■●..■二王三主義三義表i=-=意 表東雲-=一■.一JI■■一■一■一■一■一.一一■■一■-叫li).

Fl∫
l l I

(Lb)○ ...9 ..9

irメ,JI.I.... l2 29 21

0 ∩ 4 ×1

図 16

Power.OPeCtTlんm qf.Bn

Jt,CLt乙o1/a

図 17

いっています｡その様子は､この図か らわかるように､213,214,215と次

々にブロックが展開 されていきます｡また､ この一部分をとって もやはり同 じ

構造をもっている､そ ういう意味でこのブロックはsimilarでかつ自己相似で

す｡図 17はそのパワースペク トラムで､ ピーク問の比率が 1/2になっており､

similarで しか も自己相似な構造を持 っております｡ この図は非周期軌道で も

ニュー トラルな臨界点 - カオスの発生点です｡

ではカオス自身はどうとらえるのかといいますと､先はどの時間 nにわたる

入1(x.･)の算術平均 An(xo)をとると､それが値 Aをとる確率密度は､指数関数

の形で

P(A;∩)～ exp[- n¢(A)]

のようにかけて､ しか もnが大 きい極限で ¢(A)がnに依 らな くなる｡ これは

熟平衡系でいいます と､粒子数を大 きくした極限で 1粒子あた りの自由エネル

ギーが存在するという存在定理 と同 じなわけですが､このスペク トルめ(A)が
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いろいろなカオスによって性格が異なっております.典型的な性質をいいます

と､例えば､もしこの人lというローカルな軌道拡大率の時間相関がなければ､

P(A;∩) は中心極限定理によってガウス分布になり､¢(A)は2次関数になり

ます.Aが全部正である双曲的なア トラクターのときには､図 18 (a)のよ

サ(八つ

(a)
小 人

=1--二子 -
一一l一一一l一一

(b) (C)
A
---

一一一十一･一ケ

^耽･tAO q̂ ¶̂h O t̂X' ĉo(x*)

又叉曲的 寺を皇 国良臭Ⅹ羊I=̂1番 喪､

Jl(XL)>0 ^¶hく0

(d)

イ泉を衷 :

.DeLf-oT官CLTLL3ed.

cTLtLeo.LLty
/＼

くIl(Ⅹiul(X.1〉∝

:長 吋 向:細 面

.一色I3
ら

‥ -::--V摘 ---

鴎 卑トラスへの

向 文名や･ot乙ckLTL各

図 18

うに､た しかにこうなります｡ですが､振子 とかへノン系のように接点がある

場合には､接点のところで拡大率が負になることができますので､め(A)の左

端が負まで伸びて､図 18 (b)のように､そこに線形部分 S が形成 されます(α

先はどのように固定点 x●と衝突をおこす ときにはこその拡大率^ (x･)が外
C(>

にあるため､ここからもとの¢(A)に向けて接線をひいて､図 18 (C)のよ

うな線形部分 ㌔ ができますo これは実は相転移現象をっ くりだ しますo それか

ら､- ミル トン系の話は詳 しくできませんが､その特徴は トーラスとカオティ

ー 2 4 -



｢相転移と不可逆性からカオスの統計力学へ｣

ックな領域 とが位相空間の中にいっ も共存 しているということで､カオティツ

クな軌道は トー ラスと衝突する､あるいはスティックするということが起 こり

0〇
ます｡そうすると トーラスのA-0とカオティツクな軌道の∧ >0との問に

間欠的スイッチ ングが起 こって ､その¢(A)は図 18(d)のような形になり

ます｡この場合には､実は時間相関関数に長時間な相関がありまして､さきほ

どのAnというのは局所拡大率のたし算だ ったわけですが､その一つ一つの時間

相関 というのがべ き別に従います｡ このよ うに､め(A.)でカオスのいろいろな

構造を特徴づけることができます｡4)なお､先に紹介 しました f(α)も､この

¢(A)で表すことができます｡

いまは確率だけを考えましたが､これを統計熱力学 とパラレルなフォー ミュ

レーションにのせることができます｡そのためには変分原理を構成す るわけで

すが､先はどの¢(A)という指数､これにあるバイアスqをかけて

¢(A)十(q-1)A - 最小

とします.統計熱力学 とのアナロジーでいいますと､カオスの場合には運■動方

程式が基本になるわけですが､統計熱力学 の場合には- ミル トニアンが与えら

れればそれか らつ くれます｡いま､N個の スピンか らできている強磁性体の場

合を考えて､スピンの各 iサイ トの磁気モーメントを総数Nで算術平均をとり､

1スピン当 りの磁化mNをだ します｡一方 カオスではさきほどの局所軌道拡大率

をとって､その算術平均A｡をとる｡さて､粒子数Nが非常に大 きいときには､

mNがある値mをとる確率密度 というのは

P(m;N)～ e叩 [-Ng(m)]

という形にかけて､このg(m)というのが ランダウの自由エネルギーです｡ある

いはエン トロピー Sですと､状態数W-exp[S/k]となって､エン トロピー

は粒子数に比例 していますから､これはやはり指数関数の形を持 っているわけ

です｡カオスの場合にも､それと同 じもの

P(A;∩)～ exp[一m¢(A)]
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を作ったわけです｡

強磁性体のばあいにはキュリー温度T｡より下をとります と､ランダウの自

由エネルギーは表 1の図のように底がフラットな形になっておりますoただ平

均場近似をやると､底がダブル ･ミニマムになるわけで､そのときには先ほど

のフアンデアワールスの方程式のようにマ ックスウェル ･ルールをつ くらない

といけないわけですが､近似な しに exactに考えますと必ず フラッ トになって､

カオス 紘酎軸力,.tit(5'&跡性)

X山 =F(XL) ae=ae.-HNmN(X)

日寸向も勺央且楓 イヒ: 垂向的 軸 組 化 .. N:フ

･れ(Xo,:絹1.A.,XL, ⅦN.X,-滝 JmL(I,

′n→ ∞ ~: N→(カ '.

p(A.,yL)∝ el-TLサ(∧ー p(肌 .,N)∝C,-N9(叫

ヰ危大卒 ス ôJ7ト)レ tJq爪d ,QJu の匂由工和レギー

-TTtsO1ms

叶(八一≠ サト∧ー 9(TrLl= 甘トTrL)

:甘寸向 反車と非 弓輯羊水 :日寸向丘車車軸 弄れ

■すく八一十(てい1一八=最′ト 9(肌 ト BH,m =最小

叶′(̂l=1-q, %'(仰 =jiH B-1佃

叶〟(八一=1/oJ(i,ー 甘〝(JrrLl=封 %(H)

cL-相 車も碑 : 鴇 石払他 車も稗 :

叫 N の線 形 スロ⊥-3.SLB 9{Jnーの線 形スロープ o

表 1
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下に凸な関数 となります｡カオスの¢(A)も一般にはこういう形をもっており

ます｡つまり図のように線形部分があって､これにバイアスをかけて倒す と､

底がフラットな形ができますので､強磁性体で磁化-m,から+msへと強磁性

相転移があるように､ここでもそれと同 じ転移 (q一相転移)が起 こるというわ

けです｡それをっ くるやりかたは､今の場合は磁場Hを変えます｡磁場を変え

るというのは､ランダウの自由エネルギーに磁場のバイアス mI-Ⅰをかけると

い うことで､β-1/kT として

g(m)-βHm - 最小

というのが熱力学の原理です｡この微分を とると

g' (m) - BH,

さらに微分すると

gn(m)- β/I,

xは帯磁率です｡またこれからmをIlの関数として求めるとそれが磁化 という

ことですが､カオスの場合もこれと同 じ形式にやることができてバイアスqを

かけて微分をとると各点のスロープ

¢′(A) - 1-q,

さらに微分を上ると分散

α(q) - 1/¢ 〝 (A)

がでます｡分散 というのは､揺動の観点か らいいます と磁化の揺 らぎなわけで

す｡ですから､カオスの場合はAの揺 らぎを表 しています｡強磁性体で強磁性

相転移がおこるとき､ g(m)の線形スロープが 0で､転移点は磁場 0になり.ます｡

カオスの場合にはスロープは~般に0ではありませんので､ ㌔ というスロープ

を もっていればqを動か したときqB- 1-sB が転移点 となりますo

ただ､一番基本的な違いは､熟平衡系では秩序パラメータ一mについて自由
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エネルギーg(m)は0の左右で対称です｡ この対称性は､- ミル トン系の時間

反転対称に立脚 しています.一方､カオスでは¢(A)は対称ではなくって､カ

オスですから¢(A)の最小値の位置A-㌔ は正でないといけない｡その点が時

間反転対称を破 っています｡散逸系を考えるときには散逸がありますから､そ

の時間反転対称の破れから出て くるわけですが､実は- ミル トン系で も図 18

(d)のように非対称になります｡ですか らそれは､カオス自体がみずから時

間反転対称性を破 って不可逆性を作 りだ しているということです｡不可逆性､

自然現象はすべて ｢覆水盆に帰 らず｣なわけですが､ しか し我々は映画のフイ

ルムを逆転させることができます｡力学法則によると､逆転 したフイルムが描

くものも自然現象として起 こりえるわけですが､ しか し自然界ではそんなこと

0〇
は起 こらない｡それはカオスの観点から説明ができて､A >0では運動の不安

定成分がいっもあるということ､そ して不安定成分が 0であるような measure

が 0であるということから､その様な時間反転 した運動が起 こらないといえる

4)
のです｡

図 19は､前に見た-ノン写像のバンド融合点 a-a1-1.153･- における

スペク トル¢(A)を数値的に求めた ものです｡ここで､¢(A)が S という線形α

スロ~プをもつのは､接点があるということからでてきます し､ 鴇 の方は固定

点で衝突 しているとい うことか らでてきます｡ここで､先はどの変分原理から

Aをqの関数として求めると図 19 (b)のようになり､㌔ ･鞄 でとびが見 ら

れます｡ このとびは､¢(A)の線形 スロープの端から端へ不連続転移が起きて

生 じるわけです｡また､分散 α(q)を計算すると､ここではn-40で計算 して

ますか ら無限大にはならないんですが､このnをどんどんおおきくしていくと

孤--の極限で分散が発散すると考えています｡こういうふ うに､確率が持つ

め(A)の性質を相転移 という概念で特徴づけることができます｡ これは微分方

程式系その他について も展開 されていて､当研究室の院生を中心に研究がなさ

4)
れてきました｡
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図 19

こういう形で､ごく一面だけを話 してきましたが､力学は､いままさに更新

されつつあります｡古典力学の散逸系についてお話をしたわけですが､流体力

学 の振動する層流による流体の混合 ･拡散 とか､あるいは散逸構造の非周桝的

振動 とか - 04)実 は発達 した乱流の渦の伸張 ･折 り畳みというのもf(α)ス

ペク トラムが重要な役割を果たします.また､- ミサ トン系 も同様に取扱 うこ

とができますO量子力学で取 り扱 うべきミクロなレベルでの､ レーザー中の水

素原子とかあるいは分子自身の高励起状態などの研究 も行われております｡

あるいは､対称性を破 るとシュレーディンガー方程式が解けなくなりますが､

その例として強磁場中の水素原子などが考えられています｡こういうふうに､

古典力学､流体力学､量子力学のいろんな分野で非線形の研究が可能となって

興味深い現象がいろいろと見出されてきております｡その中で､非線形によっ

て生み出された非周期運動を解明するというのが新 しい統計力学の役割です.
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ち ょうどカオスの発生点で現れるいろんな臨界的な非周桝軌道 は.フラクタル

な構造で記憶性を持 っています｡-万力オティックなものは､ ノラククルで混

合性を持つ｡また- ミル トン系みたいに､いっ もカオスと トー ラスが共存 して

い るときには､パラメ-クーを変えて もカオスに接 している トー ラスの外側は

常 に臨界的になるよう自己調節をやってお りまして､それを sel卜organized

criticalityと呼んでいます｡その特徴は､逆べきの長時間相関がいっ も存在

す ることです｡

学生のころは気にな らなか ったようですが､学部の学生の ときに習 う教科書

に 日本人の名前がでて こない､それが最近 になるととて も残念に思います.大

学院の教科書にはでて くるんですが､学部の教科書にはなかなかでてこない｡

生物科学 とか地球科学 とい うのは､高校の教科書 も変えつつありますが､物理

科学で もこういう分野は､ きっと学部の教科書にもでるような､そ ういう基本

的な変更 というか新 しいパ ラダイムをっ くってい くと思います｡事実､カオス

は､力学におけるニュー トンパラダイムの最後の砦である力学の決定論的予測

性 を うち破るものとして､相対論や塁子諭 に比肩できる革新を もた らすと言わ

れています｡その中で､非周期)揮動の統計力学は､決定論 と確率論を橋渡 しす

る ものとして､若い方々が これか ら作 っていかれるものと期待 しております｡

それでは､どうも長い間ありがとうございました｡
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