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3次元のランダム磁場イジング模型の長距離秩序の有無は,10年近くも決着のつかない

理論物理の難問であった｡ごく最近,数理物理学者のBricmontとKupiainenが,この問

題を厳密に取扱い,とうとう長年の論争に終止符をうった｡ここでは非専門家を対象に,

この単純だが難しい問題をめぐって展開されたいくつかの理論的なアイディアを振返って

みたい｡

1.はじめに

理論物理学で扱う問題が高度なものになってくると,何らかの答をだす為に近似を用い

るという事が半ば当たり前になってくる｡ 実際,物理は数学と違って問題の設定そのもの

が自然に対する近似に過ぎないのだから,その解析に近似を使うのは当然だという意見も

ある｡ しかし一度自然の一面を抽象して明確な問題を設定した以上は,近似の技巧に煩わ

される事なく本当の答を知 りたいと考えるのはもっともな事である｡

1つのきちんと定義された理論物理の問題に対して,2つの異なった近似が考えられた

としよう｡ いずれの近似も美しい物理的なアイディアに基づいた自己矛盾のない理論で,

そこから様々な面白い結論を導く事が出来る｡ ただ近似理論の宿命として,｢その近似が

正しい｣という事だけは導けない｡そんなときに,もしもこれらの2つの近似が正反対の

結論をだす事が判ったとしたら,我々はどう考えればよいのだろうか｡

ランダム磁場イジング模型に対 して考えられた2つの美しい理論-ImryとMaの理論,

dimensionalreducti,on-は,まさにそのような相容れない2つの近似理論であった｡2つ

の理論の予言の正否は,実験によっても決着のつかないまま,10年近くもの間活発な論争

の対象とされてきた｡しかし最近になって,Imbrie,Bricmont,Kupiainen,Aizenman,Wehr

といった数理物理学者が,近似を含まない厳密な結果を打ち出した事によって,とうとう

この論争にも決着がつく事になった｡

* 本稿は編集部の方から特に掲載をお願いした解説記事である｡

- 472 -



ランダム磁場イジング模型

この解説では,ランダム磁場イジング模型をめぐるこれらの理論を,基本的なアイディ

アを中心にして振返ってみようと思う｡

2.強磁性イジング模型の長距離秩序

最初に基本的な強磁性のイジング模型で,長距離秩序の問題とそれを理解するためのア

イディアについて解説する｡ 図 1のような, 1辺の長さがLのd次元の立方格子を考え,

格子上の点を∬,γ,-と表す｡各格子点の上には,+1,-1の2種類の値 (以下+,-

と略す)をとる (イジング型の)スピン変数 Oxをのせる｡ ただし格子の境界に位置して

いるスピンについては,すべて6x-1に固定する｡

+ 十 + + i++++

+ +

+ + +

十 十 十 十 十

図1 2次元でL-5とした格子｡境界のスピンは+に固定するが,内部のスピンは+,-

のいずれをもとる事ができる｡

次のような強磁性のイジング模型のハミルトニアン (エネルギー)を考える｡

#--∑OxC,
(A.V)

(1)

ここでの和は,隣り合う格子点の組すべてについてとる｡ ハミルトニアンの各項は,隣り

合うスピンの向きをそろえようとする交換相互作用を表している｡

統計力学によれば,この系が逆温度β(1/kT)の熟浴と平衡にあるとき,任意の物理量

(つまり巨xとの適当な函数)Fの期待値は

(F)I,.+-ZL7 ∑Fexp(-β#)qx-±1 (2)

で与えられる｡ 和は系の全ての状態に付いて取 り,状態和 zI..+は規格化条件 (1)LJ.+-

1から決まる. 添字L,十は系の大きさがLである事,及び境界でのスピンを十に固定し

た事を思い出すためにつけてある｡ 現実の磁性体では,系のサイズ上は10の数乗という

大きな数であるが,理論的な扱いでは通常これをL,--という極限に理想化して考える｡

そうする事で,Lの値に左右されない普遍的な物理現象が抽出される｡
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我々がここで特に注目する量は,次式で定義される平均の磁化の大きさ,あるいは強磁

性の秩序パラメータである｡

M+(β)-lim(∑qx)i,+L.一一co I (3)

(-)の中の和は一辺Lの格子上の全ての点 (Ld個ある)についてとる｡

ここでは境界のスピンを+に固定したが,仮にこれらのスピンも+,-の2つの値を

とれるとしよう｡ すると(1)-(3)は,全ての点で同時に♂∬一一 α∬とする変換について不

変だから,対称性から直ちに〃(β)-0となる事が判る｡

我々は格子の境界のスピンの値を十号固定する事で,この対称性を顕わに破ったわけで

ある｡ その為に,少なくとも境界に近いスピンは十を取りやすくなる｡ しかしそういうス

ピンの数は高々 (定数)×Ld-1程度だから,総スピン数Ldで割ってL-∞の極限を取

ればその効果は消えてしまう｡ そう考えると,この場合もやはりM+(β)-0となるよう

に思われてしまう｡

実際, 1次元 (d-1)に於いては0≦β<-なる全てのβについて,M+(β)-0が

成立する事が比較的簡単に示される｡ しかし2次元以上 (d≧2)では,dに依存して決

る臨界点 β｡があって,β<β｡では予想通 り〃十(β)-0だが,β>β｡では〟+(β)>

oとなる事が厳密に判っている*1｡ これが,強磁性体の相転移の現象である｡ 特に

〟+(β)>0のときは,系のスピンが無限に長い距離にわたって互にそろい合っている｡

このようなとき,この系は長距離秩序をもつという｡

長距離秩序が存在する事の証明の核心になるのは,Peierlsによる以下のようなアイ

ディアである｡ 系の状態を一つ選ぶと,格子はスピンが十である領域と-である領域に分

けられる｡ 2つの領域の境界は,1次元では点の集り,2次元では閉じた輪の集り,3次

元では閉じた面の集 り,そして一般にd次元では閉じた (a-1)次元曲面の集りになる｡

これらの輪や面の事をcontours(輪郭,外形)と呼ぶ事にする｡

図 2に,系の 2つの状態とそれらに対応するcontoursを措いた｡図 2aには小さな

contoursが,ポッリ,ポッリと描かれている｡ 元のスピンの状態と見比べると,これは格

子全体を覆った十のスピンの ｢海｣の中に-のスピンで出来た小さな ｢島｣が点在してい

るような状況だと理解できる｡ もしある逆温度βに於いて,このような状態が典型的なも

のであるならば,ここでは長距離秩序が存在するであろう｡ 逆に図2bは,秩序がないと

きの典型的な状態になっている｡ ここではスピンが+の領域と-の領域は,互いに複雑に

入り組み合っている｡

*1 一般に無限系での物理量を計算するのは極めて困難で,M+(β)が計算できる･のもd
- 1,2のときだけである｡ それでも相転移の存在は厳密に証明できる｡Griffithsの
解説(1)は証明の論理とアイディアを生き生きと伝えてくれる｡
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図2 2次元の系の2つの状態と,それらに相応するcontours｡a)は長距離秩序のある場合
に対応する｡

図3 十の ｢海｣の中の,広がり′程度のcontour｡

では,何故1次元以外ではβが充分に大きいときに図2aのような状況が出現し得るの

だろうか｡

図3のような+スピンの ｢海｣の中の-スピンの ｢島｣をひとつ考えて,その境界

(-contour)をγと呼ぶ｡ハミルトニアン(1)によれば,γが存在すると系のエネルギー

は丁度2lγlだけ大きくなる｡ ここで ‖′lはcontourγの表面積 (2次元では周の

長さ)である｡ 図のようにγの広がりがおおよそlであれば, 1γEはId-1程度になる｡

そこで温度βのとき,大きさJのcontourγの出現する確率はおおよそ

prob(γがある)≦ exp(-2βIγI)=expノ(-2Pld~l)
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とみつもられる｡ここで格子上のある1点を囲む広がりJの ｡｡nt｡ursの種類はCld-1ほど

ある (Cは2-3程度の数)事 を考え合わせ ると,ある点 が contourに囲まれている確率

は,次のように評価される｡

Cl⊃
prob(γがある)≦∑expi(lnC-2β)ld~1i∫-1

この無限和は,d>1であれば必ず収束する｡ しかもそのときには,βを大きくする事に

よって,和をいくらでも小さくする事が出来る｡ すなわちβが充分大きければ,この点は

非常に大きな確率で + スピンの ｢海｣に属 しているのである｡

こうして次元がd>dl-1を満たせばヂ2βが充分大きいときに長距離秩序が存在する
事が判った｡(d-1のときは上の和は発散 し,我々は何 も証明できない.)ここで,dlは

下臨界次元 (lowercriticaldimension)と呼ばれる普遍的な量である｡この解説の目標は,

ランダム磁場イジング模型のdlを決定する事である｡

3.ランダム磁場イジング模型

ここで考えるハ ミル トニアンは,前節の(1)に外部磁場の項が付け加わったものである｡

# - ∑ qx6_V-∑HxOx (4)(rbV) I

格子やスピン変数の構造,境界のスピンを十に固定することなどは全て前節と同様である｡

ハミル トニアンの第2項での和は,全ての格子点についてとる｡ この項は,各格子点xで

スピンo･xを磁場Hxと同じ方向に向けようとする傾向を持っている｡

ここで磁場Hxは,各格子点で独立に,確率 1/2で値kを,確率 1/2で値 -hをとるも

のとする｡ こうしてランダムに iH.t.t を選んだら,それは完全に固定 してしまう.*3その

上で,ハミルトニアン(4)で記述される系の平衡統計力学を考え,2節と全 く同様に(2)の

期待値や(3)の秩序パラメータM+(β,a)を定義する事にする.*4

ランダム磁場は定きった方向を持たないから,明らかに強磁性の長距離秩序とは相容れ

ない｡そこで,任意のβについてhが充分に大きければ,長距離秩序は完全に破壊され

M十(β)-0が成立する｡ 面白い問題は,βが充分大きくhが充分小さいときに,長距離

秩序が破壊されるかどうかという事である (図4)｡

*2 普通には正の整数以外の次元を考える事は出来ないが,ここに現れるdを,形式的
に正の実数と読みかえると,たとえば1.5次元でもβが大きいときには長距離秩序が
存在するという事になる｡

*3 これは,合金などで,結晶の原始配列がランダムなまま固定された状況の理想化であ
る｡

*4通常 晩lの様々な可能性についての平均をとることが多い｡しかし〃十のように
既に空間平均をとった量は,このような平均をとってもそれ以上変化がない｡これは
(広義での)エルゴード性と呼ばれる性質である｡
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1/Pc 1/P 1/β｡ 1/β

図4 ランダム磁場がかかったときに,長距離秩序が即座に破壊される場合(a)と,しばらく

は残る場合(b)の相図｡網をかけた部分が,長距離秩序のあるパラメータ領域を表す｡

ImryとMaは, 1<d≦ 2でa)が,d>2でb)がおこるとしたo Lか LParisiと
sourlasによれば, 1<d≦3でa)が,d>3でb)がおこるという｡ なお磁場が規則

的に振動していて平均が0であれば,全てのd>1でb)がおこる事が知られている｡

ランダムではなく,規則的に±kの間を振動するよう-な磁場についても,同様の問題が

考えられる｡ この場合には,d>1であれば,βが充分大きくhが充分小さいときに長距
離秩序が破壊されずに残る事が判っている1,2)(図4)0

非常に大雑把に考えると,ランダム磁場はこの振動磁場と似通っている｡ どちらの問題

でもHxは半々に±hの値をとり,平均すると0になる｡ しかし類似点はそれだけであり,

ランダムと規則的な振動とは似ても似つかないのである｡ 格子の中の有限の部分 (どんな

に大きくてもかまわない)で,自分の好きな±hの値のパターンを選ぶ事にしよう｡ (た

とえば,+hを使って絵を措 く｡)ランダム磁場 1Hxtは等確率で全てのパターンをとる

のだから,上で選んだパターンはこの有限の部分に (小さいけれど)有限の確率で出現す

る｡ ところが,我々の考えている無限に大きい格子の中には,上で考えた有限の部分と正

確に等しいコピーが無限個ある｡ だから我々が選んだパターンが,この無限個のコピーの

中のどれかで実現される確率は1である｡ 驚くべき事だが無限に広い格子の上では,ラン

ダム磁場のあらゆるパターン (シェイクスピアの自筆のソネット,あなたの顔,我々がこ

れから書く全ての論文,出版禁止の写真-)が確率 1で出現しているのである｡

この考察は,長距離秩序や臨界現象といった無限個のスピンの相互作用が本質的である

現象を考えるときには,iHxiが平均でどう振舞うかとか,典型的にはどういう性質を持

つかといった議論にはあまり頼れない事を教えてくれる｡ 広い格子のどこかには,必ず平

均や典型からひどくはずれた iHxiのパターンが出現しているのである｡

4.lmry-Maの論法

ランダム磁場イジング模型に於いて,強磁性の長距離秩序が,弱い (けれど有限の)ラ

ンダム磁場で破壊されるか否かをImryとMa3)は,contourの出現確率を考えて議論した｡
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再び図3のようなcontourγを考える｡ ハ ミル トニアン(4)より, γが存在する事による

余分なエネルギーは2iγi-2∑Hxである｡(和はγに囲まれる点xについてとる｡)

ここで第 2項の和を評価するのがランダム磁場に固有の難問である｡

ImryとMaはここで少し (?)問題をす りかえて,contourγを固定 した後から,磁場

晩 【をランダムに選ぶ事を考えた｡この場合には,エネルギーの第2項について

∑H,-0, (∑H.r)2 -h2lv(γ)L

が成 り立つ (棒は iHxH =ついての平均, ‖′(γ日 はγに囲まれるスピンの総数)から,

和 ∑H,の典型的な大きさはん Iv(γ)ll/2程度と見積 もられる｡ 図3のようにγの広が

りがJ程度であれば, lv(γ)IはId程度になる｡ そこでγのエネルギーは,最も小さめ

に見積もってもId~1-hid/2程度ということになる｡ そこで前節同様にC.nt｡urγの存在

確率について

prob(γがある)≦ exp(-βld-1+βhld/2)

という評価が得られる｡ ここでは,ランダム磁場のない場合とは違って,右辺の量がJ-

∞で小さくなるのは,d≧2のときである｡

ここで前節と同様の議論を繰返すと,d≧2ではβが充分大きくhが充分小さいときに

M+(β,h)>0となるという結果が得られる｡ ただしImryとMaは他の要素も考慮した

上で,d-2では長距離秩序がないと結論 した｡いずれにしろ下臨界次元dlについては,

dl-2という結果が導かれたわけである｡

このImryとMaによる議論 も,一瞥すると強磁性イジング模型に於けるcontourの出

現確率の議論と同程度に納得のいくもののように感じられる｡ しかし少なくとも数理物理

の視点からは,両者の間にはかなりの隔たりがある｡ 2節で紹介した長距離秩序について

の議論は,多少の努力を払う事で,完全に厳密な ｢証明｣に焼き直す事ができる｡ しかし

ImryとMaの論法をそのまま厳密にするのは,今のところは不可能である｡

もちろん物理の理論を ｢証明｣という観点から見るのは,少し偏った事かもしれない｡

しかし,一般に直観的な議論を厳密な証明に直すのが困難なときには,その議論の中で何

か重要な物理的な事実が見落とされているという可能性がある｡ImryとMaの議論はま

さにそういった例なのである｡

この議論の持っているひとつめの問題点は,*5ここでは ｢ランダムさ｣というものが,
かなり甘 く見られている事である｡ImryとMaは実際の順序とは逆に, γを固定してか

*5実はこのひとつめの問題は(4)で解決された｡しかしそこでも,次に述べるcontours
の相互作用の問題は手つかずであった｡
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図 5 contoursγとγ′は,ランダム磁場を介 して強 く相互作用 し合っている｡ これがImryと

Maの理論にとっては命取 りになる｡

ら磁場 iHxi を選ぶかのように考えた上に,iHxiの ｢典型的な｣振舞いのみを議論した｡

実際には運の悪いγもいて,ランダム磁場から 1 1′(γ)巨 /2ではなく ｢V(γ)l のオー

ダーのエネルギーをひろってしまう可能性もある｡

更にこの議論には,より深刻なふたつめの問題点がある｡ それは,ランダム磁場イジン

グ模型に於いては,異なったcontoursどうLが実は強く相互作用し合っているという事

実である｡ 今までは図3のようにcontourγがひとつだけある状況を考えていたが,当然

図 5のようにγの中に別のcontourγ′が含まれている状況も生 じて くる｡ この場合の

contourγによるエネルギー (γがあるときと,ないときのエネルギーの差)は,

21γl+2∑ Hx - 2∑Hx
t'∈11 X∈l′2

と計算される. (領域vl,V2は図5のようにとる｡)困った事にこのエネルギーは,ラン
ダム磁場 iHxiを介して,あらわにγ′に依存している｡ しかも多くの場合このγ′による

エネルギーへの補正項は,γだけを用いて計算したエネルギーと同程度に (あるいは,そ

れ以上に)大きくなり得るのである｡ とすると,ImryとMaのようにγひとつだけを取

り出して議論する事は,物理的にも不可能である事になる｡

このように問題点を書き連ねていくと,今度はImryとMaの議論というのは実に不正

確なものだと思われてくるかもしれないが,それでは少々ImryとMaに対 して不公平で

ある｡ 物理の理論の中には,ImryとMaの議論と同じように (或いはそれ以上に)問題

を持ちながらも,立派に市民権を持っているものが数多くある｡ImryとMaの理論がこ

のように厳しく批判されたのは,次節で述べるdimensionalreductionが発見されたという

特殊な事情のためなのである｡
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5.Dimensionalreduction

摂動論やくり込み群といった場の理論的手法は,今や相転移,臨界現象の研究で欠かす

事の出来ない重要な計算手段である｡ ランダム磁場イジング模型の問題にもこの方向から

のアプローチが試みられた結果,dimensionalreductionと呼ばれる実に面白い結論が導か

れた5.)その主張は,d次元のランダム磁場イジング模型*6での,スピン相関函数は,スピ

ン間の距離が大 きいときには,(d-2)次元のランダムさのない強磁性のイジング模

型*6でのスピン相関函数と一致してしまうというものである.*7

Parisiとsourlasが見出したdimensionalreductionの導出法は,現代的な手法を華麗に

組合せた実に美しいものであった6.)彼らの難解な議論の筋道を簡単にまとめると,次のよ
うになる｡

i)系の平衡状態のかわりに,ハ ミル トニアン(1)の極値を与えるような状態のみを考え

る.*8そのような状態は (d-1)次元の古典場の理論に関する確率微分 (差分)方程式の

解に対応する｡

ii)上め確率微分方程式の解を,ランダム磁場について平均すると,超対称性*9をもっ

た場の理論が得られる｡超対称性の結果として,この理論が (d-2)次元のスカラー場

の理論と等価である事が判る｡

Parisiとsourlasはii)のステップを摂動論によって示したが,今では摂動を用いない

厳密版も得られている7.)しかし,ステップi)がどういう場合に信頼できるのかは,未だ

にはっきりとは判っていない｡特に,対称性の破れがあるときには問題があると思われて

いる8.)

もしdimensionalreductionという魔法のような話が本当だとすると,長距離秩序の有無

についてもはっきりとした結論を下す事が出来る｡ 強磁性のイジング模型はd>1で長

距離秩序をもち,d≦ 1では (有限温度では)長距離秩序を持ち得なかった｡長距離秩序

の有無はスピンの相関から判るから,dimensionalreductionを用いると,ランダム磁場イ

ジング模型はd>3でのみ長距離秩序をもち得る事になるO そこで下臨界次元dlについ
てはdl-3が得られる｡

この結果がImryとMaの結論dl-2と全 く両立 しない事はいうまでもない｡しかも両

*6 正確には,≠4などの連続スピン系を考える｡
*7 もちろんd次元に比べて (d-2)次元は点の数が少ないから,はじめに考える相関
函数は (d-2)次元の部分空間の中のスピンだけを使ってつくるものとする｡
*8 これは摂動の各オーダーで最も発散の強い項のみを取込むという近似に対応している｡
この近似を正当化する (はずだった)物理的理由は,低温や臨界点近傍での系の主た
るゆらぎは温度ではなくランダム磁場によるという事である｡
*9 例の,ボゾンとフェルミオンが混ざるという対称性である｡ ただしここでの超対称性
は純粋に理論的な技巧であり,素粒子 (紐)論の基本法則とは何の関係もない｡
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者の対立が最もきわだっているのは,物性物理学者にとって一番大切な3次元の場合であ

る｡ImryとMaのcontourの議論は長距離秩序の存在を予言し,dimensionalreduction･は

長距離秩序はあり得ないと主張する｡ しかし3次元のランダム磁場イジング模型が,きち

んと定義されたモデルである以上,本当の答はただひとつのはずである｡-

二つの理論の正否を試すべく,様々な計算が各々の理論の枠組みの中で行われたが,何

一つ決定的な事は判らなかった｡いずれの理論もそれ自身としては完全につじ?まが合っ

ているためにそう簡単には自己矛盾を示さなかったし,二つの理論はあまりにも異質であ

るために伸方の欠点を一方の理論に基づいて指摘する事もできなかった｡

現実の3次元の物質についての実験によっても,この対立を解決する事はできなかった｡

多くの実験家によって,ランダム磁場イジング模型と極めて似通っているであろう系につ

いての実験が行われたのだが,驚くべき事に,実験の結果さえもが長距離秩序の存在を示

すものとそうでないものとに分かれてしまったのである｡ これは,一般にランダム系が,

非常に寿命の長い準安定状態を数多く持っている為だろうと考えられている｡ 今の場合,

2種類の実験のうち一方 (あるいは両方)が,完全な熱平衡に至る前の状態を扱っているー′

というのである｡ ランダム系での平衡状態への緩和は,それ自身極めて本質的な面白い問

題なのだが,残念ながらここでは深く議論する余裕はない｡

6.Jmbrieの結論

1984年,Imbrieは,ランダム磁場イジング模型に関して初めての,厳密で物理的に重

要な結果を発表した9.)彼は絶対零度 (β-∞)にある3次元のランダム磁場イジング模型
が,kが充分に小さいときには長距離秩序を持つ事を示したのである｡

Imbrieは,絶対零度に対応する最もエネルギーの低いcontoursの配置が,実際に図2a

のような十の ｢海｣07中に小さな-の ｢島｣という状況になっている事を,実に巧妙な帰

納法を構築することで (くり込み群的アプローチといってもよいか)証明して見せた｡当

然この過程で典型的でない LHxtのふるまいや,入組んだcontours同志の強い相互作用

などの物理的困難が巧みなアイデアによって克服されていったのである｡

Imbrieの結果は絶対零度についてのものだからといって,決して自明なものでない事

は強調しておかねばならない｡絶対零度では熱的ゆらぎは全く存在しないが,ランダム磁

場の強いゆらぎが問題を極めて困難なものにしている.*10実際,系が充分低温であれば,

熱的ゆらぎはランダム磁場のゆらぎに比べて無視できると考える研究者は多いのである｡

lmbrieの結果によって,ImryとMaの予想 したdl-2が決定的になったと考えた研究

者は多かったと思う｡ しかしdimensionalreductionistsの中には,それでも自説を曲げな

*10 2次元のランダム磁場イジング模型では,絶対零度でも長距離秩序は破壊されている｡
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かった人も多かったようだ.*11彼らの主張として｢d-1の強磁性イジング模型は,T-0

で長距離秩序をもち,T>0では無秩序状態にある｡ Dimensionalreductionに従えば
d-3のランダム磁場イジング模型も,T-0で長距離秩序をもち,T>0では無秩序と
いう事になる｡Imbrieが証明したのは当たり前の事実だ｡｣というものがあったという｡

しかし,Parisiとsourlasの導出法をみる限り,絶対零度の3次元ランダム磁場イジング

模型に対応するのは有限温度の1次元強磁性イジング模型のようである｡ そうだとすると,

dimensionalreductionはd-3の絶対零度でも無秩序状態が出現する事を予言するように

思われるのだが｡

7.BricmontとKupiainenの結果

1987年の夏に,BricmontとKupiainenは3次元ランダム磁場イジング模型は,βが充

分大きくhが充分に小さいときには長距離秩序を持つ事の厳密な証明を発表した1.0)これ

によって下臨界次元はdl≦ 2を満たさねばならない事になり,dimensionalreductionの予

想 したdl-3という可能性は完全に否定された｡一時は解決不可能かとさえ思われた長

い論争にも,Imry-Ma派の勝利という形でとうとう終止符が打たれたのである.*12

BricrqontとKupiainenによる長距離秩序の存在証明も,イジング模型のcontoursによ

る表現に基づいている｡ しかしランダム磁場イジング模型ではcontours同志が強く相互

作用し合っているために,多くのcontoursの出現確率を同時に考慮しなければならない｡

更にありとあらゆるスケールで典型的でない振舞を見せるランダム磁場の影響をも,効果

的に取入れなければならない｡これらの極めて困難な要請を満たすために,Bricmontと

KupiainenはWilsonに始まるくり込み群的なアイディアを用いて彼らの証明を作 り上げ

ていった｡

ある物理系を,今までとは異なったスケールで眺めると,当然系の様相は今までとは

違って見えてくる｡ 仮にこの新しいスケールでの系の様相を,スケール,を全く変える事な

く,系のパラメータを (ある一定の規則に従って)変化させる事だけで再現できたとしよ

う.*12そうすると系が非常に大きな (あるいは小さな)スケールでどう振舞うかを知るた

めには,上の規則を何度も適用して系のパラメータを変化させた後で,オーダ-1のス

ケールでの系のふるまいを調べてやれば充分だという事になる｡これがくり込み群のアイ

ディアの骨格である｡ 長距離秩序の存在はいうまでもなく,非常に (無限に)大きなス

辛llImbrieの論文が出版された後でも,ある会議で行われた専門家による投票では
dimensionalreduction派が優勢だったという｡

*12数理物理の仕事が物理の研究者に与えるインパクトは,余り大きくないのが普通であ
るともいわれている｡｢もし人々がdimensionalreductionを思いつかず,ImryとMa
の理論だけが世の中に知られていたとしたら,今回の仕事も多くの物理学者からは
『昔から知られていた事を今ごろわざわざ厳密に証明したのか』の一言で片づけられ
ていたのであろう｡｣とはJeanBricmontの言である｡
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ケールでの系の性質だからくり込み群で調べるにはうってつけである｡

d次元ランダム磁場イジング模型のある状態に対応するcontoursの集りを iγi‡ と書

こう｡ (この状態にはγ1, γ2,-γⅣのⅣ個 contoursがあるということ｡)次のようにし

て iyt･‖こくり込み変換を施す12)(図6)｡先ず け iiの中から,広がりがlより小さな

contoursを全て選び出し,消してしまう｡ 次に格子を1力に縮小し,格子全体を1辺の長

さ1のブロックに分ける｡ これらブロックの中から,iyiiのcontoursで生き残っている

ものと少しでも交わりがあるものを全て選び出し,それらの集りをくり込まれたcontours

の集り ly′ii と呼ぶ｡

一般に,系がある状態をとる確率は,exp(-#(状態))/Zで与えられる｡ そこでくり

こまれたcontoursの集 り iγ′昌の出現する確率は,

prob(‖′'iH-憑.expト 2β号 Lγil+x喜′Hx+ (定数)‡]

と書ける｡ ここで和は,くりこんだとき 1γ′iiになるような全ての 行目についてとる｡

(Vは けiiから決まる-スピンの領域である｡)ここでβ≫1,h≪1であるとして,

jγiiについての和は無視 し,スケール変換の効果だけを次元解析で取り入れると上の

(yii

ぎ､ヽJ､ーヽヽヽ

r育l ヽ｣

LJ 追 ミミLj

､ヽヽ ぎーl

iヽヽさ､I )ヽヽ一ヽ I rqtt1IL…｣ Lj

ri i一一

L… 一､ヽヽ 冒､ヽヽIヽ

tyi')

図6 号 liのl以下のスケールのゆらぎをならして,くりこまれたcontoursの集まり け 昌
をつくる｡ 先ず格子を一辺Jの正方形に分割する｡ 広がりがJ以下のcontours(図中点

線で示した)を消し去った後,全体を1力に縮小する｡ 最後に,右図で長さが 1以下の
構造を軽視して,網かけで示したような新しいcontourを得る｡
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確率は次のように評価される｡

prob(け ′ii)=exp[-2β′1∑ Fγ′ir+ ∑H'x′十 (定数)i]l ∫'∈l′'′

ただしx′は租視化された格子上の点 (ブロック)であり,新 しい逆温度はβ′- i(a-1)β,

新 しい磁場はH'x,- l~(d~1) ∑ Hxで与えられる.*13この磁場の式では,ld個の点につい∫lnblock∫′

て和をとるから,一見磁場の大きさはH'-lHとなるように思われる｡ しかし上式の2乗

平均をとると,

(H'x,)2 =I-2(a-1)(∑Hx)2 =I-(d-2)h2

となるので,Hl,は,大きさh′- ｢ (d~2)/2hをもつランダム磁場だと考えられる｡

このようにして,β≫1,h≪1のときは (非常に粗い近似の範囲では)系をl倍大き

なスケールから観察する事は,スケールを変えずにパラメータβ,kを

p'- l(a-1)p,h'- l-(a-2)/Zh (5)

のように変化させるのと等価であると結論される｡ 系の非常に大きなスケールでの振舞い

に興味があれば,上のβとhの変換式を,何度も何度も繰返 し用いればよい (図7)｡

d>2であれば,上の変換を繰返す とβとkは急激に固定点 β-∞,h-0に近付いてい

く｡ つまり無限に大きなスケールでは,この系は絶対零度 (〟--)にありランダム磁場

1/β

図7 くりこみ群の流れ図｡d>2のランダム磁場イジング模型で,観察するスケールをどん

どん大きくする事を考える｡ β≫1,h≪1のときには,これはスケールを変えずに,

パ ラメータβ,hを (式(5)にしたがって)図のように動かす事と等価である｡

は表面積だからγがスケール変換されてγ′になったとするとLγE = l(a-i)
｡β‖′l-β′‖′′lを要請するとβ′- l(d~1)βとなる｡H′の式のl-(d~1)

は単にβをβ′で置き換えた為に生じた｡
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が全 くかかっていない (h-0)ように見えるのである｡ もちろんβ--,h-0の系に

は長距離秩序が存在するから,もともとのランダム磁場イジング模型にも長距離秩序が

あったという事になる｡

これがBricmontとKupiainenの証明の,最も基本的なアイディアである｡ このような

contoursに対するくり込み群を用いた議論には,厳密,非厳密を問わずそれほど先例がな

く,この考え方自身物理に於けるくり込み群の新しい使い方としても有望である｡ しかし

なんといってもBricmontとKupiainenの仕事の眼目は,今まで述べできた大まかなアイ

ディアを徹底的に補強して,完全に厳密なくり込み群の理論を作 り上げてしまう点にある｡

くり込み変換を厳密に遂行するためには,多くの困難を乗り越えなければならない｡実

際の証明は,厳密統計力学や構成的場の理論の研究で培われた様々なテクニックを駆使し

た複雑なものだが,ここではいくつかの主要なポイントについてごく簡単に触れておく｡

Ⅰ)当然(5)のProb(jγ′i阜)の表式は近似であって,本当は iγ′t,t について足しあげた

ときに様々な補正項 (例えば非局所的な相互作用)がついてくる｡ これらの補正が,それ

ほど大きくないという事がMayer展開という手法を用いて示される｡

Ⅱ)くりこみ変換は何回も何回も繰返し行なうものである｡たとえⅠ)で評価した補正が

小さかったとしても,変換を繰返すうちに誤差が積み重なって増えていったのでは使いも

のにならない｡つまりⅠ)の評価を行なうときに,(5)の振舞いに対する補正をも考慮にい

れ, 1回のくりこみ変換の後で補正が大きくならない事を示す事が必要になる.*14

Ⅲ)以前から強調している ｢典型的でない｣ランダム磁場のパターンの問題は,変換を繰

返すだけでいくらでも大きなスケールを扱う事ができるというくり込み群の特徴を巧みに

用いて解決される｡ ｢広い｣範囲にわたってHx--hとな?ている領域に注目しよう｡

この範囲を ｢広い｣と感じるのはそれが我々の観察のスケールに比べて ｢広い｣からであ

る｡ くりこみ変換を充分に何回も行なえば,われわれの観察ズケールは大きくなり,この

範囲ももはや ｢広 く｣は思われなくなる｡ そうすれば iHxiが ｢典型的である｣とした評

価が有効になるだろう｡ このような一見漠然としたアイディアを,厳密なくりこみ群の中

に取 り入れていく手際は,BricmontとKupiainenならではの実に見事なものである.*15

8.おわりに

本稿を終える前に少しdimensionalreductionの名誉回復をしておこう｡ 統計力学の系に

おける臨界現象は,次元が上臨界次元 (uppercriticaldimension)dltよりも大きいときは

*14こう書かれただけでは,こんな事が可能だとは信 じ難いと思う｡ 実際これは厳密なく
りこみ群の理論を作る上でも最も卓抜なアイディアと技巧を必要とする部分なのであ

る｡

*15具体的には,典型的でない 晩‡の領域を囲むcontourを ｢悪い｣contourと呼んで,
くりこみ変換の際に特別扱いをする｡
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分子場近似で記述されるといわれる｡ 通常の強磁性イジング模型ではdu-4なので,

dimelnsionalreductionに従うとランダム磁場イジング模型ではdu- 6ということになる｡

dlの値の予言には失敗 したdimensionalreductionだが,このduの値は正しいと信 じられ

ている｡ 厳密な不等式du≧6もこの結果を支持していると3)

スピングラスをはじめとするランダムなスピン系の問題は,未だに多くの謎に包まれて

いる｡ 伝統的な近似法や直観が往々にして破綻をきたすこのような系の研究に於いてこそ,

数学的に厳密な方法は威力を発揮するのかもしれない｡ここで紹介 したImbrie,Bric-

mont,Kupiainenらの仕事をはじめとするいくつかの興味深い研究14)が,今後の発展の兆

しである事を願うものである.*16

本稿をまとめた直後に,Aizenmanとwehrが, 2次元ランダム磁場イジング模型は全

てのh≠0,T≧0について長距離秩序を持たない事を証明した.*17･15)これによって,ラ

ンダム磁場イジング模型の下臨界次元についてはdl-2が遂に確立されたわけである｡
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(近似値)とは一致し得ない｡既にランダム系の持つこのような微妙な性質が,厳密
に証明される時代になっているのである｡
*17 この結果は多くの研究者が信じていたものだが,そOj根拠はそれほど明確ではなかっ
たようだ｡2次元では,もちろんdimensionalreductionは無力であるし,ImryとMa
の論法もかなり不正確である｡
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付 記

1990年11月

このreviewをまとめてから,既に2年近くたってしまった｡ついつい発表を遅らせて

しまったが,まだ人に知られていない部分も多いと考えて,｢物性研究｣に掲載させてい

ただくことにした｡

Bricmont-Kupiainenの本論文もとうに出版され,この仕事も次第に過去のものになりつ

つある｡ しかし今でも,ランダム磁場イジング模型の問題は知っていても,彼らの仕事の

存在を知らない物理学者がかなりいるようである｡ 数学と物理学の間の社会学的ギャップ

は,まだまだ広いのだろうか?

その後,BricmontとKupiainenは,ランダム媒質中のランダムウオークの問題を手掛

け,d>2ではランダムウオークのスケーリング極限での振る舞いが,自由な拡散と一致
することを証明した｡この仕事でも,厳密なくりこみ群が用いられている｡

最後に,極く最近の厳密統計力学の話題として,Hara-Sladeの仕事について触れておき

たい｡彼らは,5次元の自己回避ランダムウオークの臨界現象やスケーリング極限が,自

由なランダムウオークと一致することを厳密に証明した｡多くの確率論や数理物理学の専

門家が挑戟してきたこの古典的な難問が,とうとう完全に解かれたのである｡

ランダム磁場イジング模型の問題とは違って,自己回避ランダムウオークについてのこ

の事実はかなり古くから信じられてきた｡だからといって彼らの仕事の価値が低いという

わけではない｡実際,従来の理論的根拠は,自由なランダムウオークからの摂動論に過ぎ

なかった｡自己回避ランダムウオークという,いわば無限大の非線形性をもった系の性質

を,無限小の非線形性の効果から推 し量ろうというのは,かなり強硬な楽観論である｡

Hara-Sladeによって,楽観論の結果が正しかったことは証明されたが,楽観論そのもの

は正当化されないだろう｡
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