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非 線 形 マ シ ュ ウ方 程 式 に於 け る カ オ スの 階 層 構 造
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無 限 自 由 度 系 の カオ スの複 雑 さに関 す る研 究 が 盛 ん に 行 わ れ て きて い る｡ 一

方､ カオ ス の熟 統 計 力学 を 目指 した研 究 も行 わ れ つ つ あ り､ 位 相 空 間 に於 け る カ

オ ス状 態 の 変 化 を 非 平 衡 系 の相 転 移 と して と らえ る試 み が 盛 ん に研 究 され て い る｡

しか し､ は とん ど は 簡 単 な離 散 写 像 (Henon, Lozi 写 像 等 ) を 用 い た 位相 空 間 内

状 態 変 化 に つ いて の 研 究 で あ り､ 多 くの課 題 が残 さ n て い る｡

そ の課 題 の 1つ は､ 簡 単 な 離 散 写 像 は現 実 に存 在 す る 系 を 記 述 す る連 続 変 数

の 微 分 方程 式 の あ る特 殊 の パ ラ メー タ領 域 に お け る カ オ ス を近 似 す る モデ ル にす

ぎな い点 か ら生 ず る｡ 連 続 変 数 の モ デ ル の特 徴 は､ モ デ ル の中 に含 ま jlる非 平衡

パ ラ メー タ (外 力 の 振 幅､ 散 逸､ 外 力 周 波 数 と 自然 周 波 数 との 比 等 ) を変 化 させ

る と カ オ ス錦 城 が 位 相 空 間 内 で 住分 け階 層 構 造 を 形 成 す る点 に あ る｡ そ こ に､ 注

目す る物 理 系 の 多 様 性 と固 有 の 法 則 性 を兄 い だす 事 が 出 来 る場 合 も多 く存 在 す る̀｡

そ の簡 埋 な例 と して､ 固 有 (自然 ) 周 波 数 が パ ラメ - タ励 振 され て い る簡 単

な 非 線 形 振 動 子 の lつ で あ る非 線 形 マ シュ ウ (Mathieu)方 程 式

xtt十k Xt+ (1+ r sin w t ) X+X3 ニ 0 ( 1 )

に 於 け るカ オ スの 階 層 構 造 を 報 告 した｡ k､ r 及 び LO は それ ぞ れ散 逸 係 数､

外 力 の振 幅､ 外 力 の 周 波 数 で あ り､ 自然 周 波 数 は 1に規 格 化 され て い る｡ この方

程 式 は弾性 表 面 波 系 や レー ザ 系 の パ ラ メー タ励 振 モ デ ル と も見 なす 事 が 出 来 よ う｡

この系 の安 定､ 不安 定 領 域 は線 形 マ シ ュ ウ方 程 式

Xtt+k Xt+ (1+ r sin くりt) X =0 (2)

で 決 定 され､ そ の 領 域 は詳 し く調 べ られ て い る｡ こ こで 問 題 に す るの は､ 非 線 形

項 の 存 在 す る場 合 の 不 安 定 領 域 内 の カ オ スの 存 在 で あ る｡ カオ スの発 生 を 予 測 可

能 な メル ニ コ フ (Mel■llikov)の 方 法 は この系 に は適 用 出 来 な い｡

(k,ド) 空 間 で は カ オ スはllの増 大 と共 に位 相 空 間 内 を一 様 に生 め 尽 くす ので
は な く一定 の ギ ャ ップを 置 い て 住 分 け て居 る｡ ギ ャ ップ は T'が 小 さい場 合 は 倍周

期 化 の シー ケ ン ス に よ り成 り立 って 居 るが､ ｢が 大 き くな る と 3倍 周 期 が 基 調 と
な る僚 向 を 持 つ｡

(W ,r) 空 間 で は帯 状 の カ オ ス領 域 は倍 周 期 化 の シ- ケ ン ス を分 離 す る境 界線

と 自 己相 似 な形 状 を なす｡

いず れ に せ よ､ 異 な る カ オ ス領 域 で は､ 異 な る組 合 せ もモ ー ド競 合 の結 果 と

して カ オ スが 発 生 して居 る｡ この事 情 は周 期 領 域 に つ い て も言 え る｡ 例 え ば､ 2

周 桝 (n2) 領 域 で も rの 小 さな場 合 の それ と大 き な場 合 の そ れ で は主 要 モ ー ドが

異 な りモー ドバ ラ ン スの 仕 組 み も異 な って い る｡
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｢熱現象を扱う場の理論とその応用｣

以上､ カ オ ス の熟 統 計 力 学 を め ざす に あ た り､ 次 の様 な観 点 を考 慮 す る事

が重 要 と思 わ れ る :

(A) 離散 系 で は パ ラ メ ー タ の変 化 に伴 い 倍 周 期 化 の後 カ オ ス (ス トレ ン ジ*ア ト

ラク タ) が 発 生 して も､ さ ら に パ ラ メ ー タ を 大 き くす る とア トラ ク タ の 崩

壊が 起 こ り写 像 の 軌道 点 は無 限 遠 - と飛 び去 る事 が 多 い｡ しか し､ 連 続 系

で は､ そ の 様 な ア トラ ク タの 崩 壊 後､ 新 しい モ - ドバ ラ ンスが 発 生 し新 た

なア トラ ク タ が 生 じカ オ スの 階 層 構 造 を形 成 して い る0

(B) 簡単 な 離 散 系 に基 付 くカ オ ス の 研 究 で は､ ポ ア ンカ レ写 像 の 屈 曲 部 の 微 細

な構 造 が 議 論 され て き た｡ しか し､ 非 線 形 マ シュ ウ方程 式 に現 れ た カ オ ス

で は､ ア トラ ク タ の 2次 元構 造 は ほ とん ど同 じだ が 軌道 点 が 2次 元 平 面 を

横 切 る順 番 が 異 なる 場 合 が見 っ か って い る｡ この 事 は､ ア トラ ク タ の構 造

の他 に も うー っ カ オ ス を 区別 す る指 標 の必 要 性 を 示 して い る｡

さ らに別 の言 い方 を す れ ば､ カ オ スの 熱 統 計 力 学 の 建 設 を現 実 の 系 と の 対 応

や考 え る際 の 問 題 点 は (A) モ ー ドバ ラ ン ス の仕 組 み を 明 確 に す る事 ; (良) 時

間 を 含 んだ熱 統 計 力 学 の 枠 組 み を作 る事 で あ る と言 え よ う｡

しか し､ 上 記 の 例 は少 数 自 由度 系 の 場 合 で あ り､ 本 質 的 に少 数 自 由度 系 に逓

減 不 可 能 な無 限 自 由度 を もつ 系 の''乱 流 的 カ オ ス" や'' ソ リ トン場 の カ オ ス" の

場 合 に は依 然 と し,て 有 効 な指 針 も兄 い だ され て 居 な い ｡ この様 な多 体 系 の 統 計 力

学 に は､ 時 間 の 要 素 を 入 n た 枠 組 み の 探 索 が 不 可 欠 で あ る と考 え られ る｡
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