
｢熱現象を扱う場の理論とその応用｣

マクロ系の波動関数

慶大 ･理工 福 田 礼次郎

統計力学 ･観測理論にとってマクロ系の波動関数と系が記述されるヒルベルト空間の構

造は本質的な役割を果たす｡′そのことについて述べる1)0

Ⅰ,マクロ系のハミル トニアン

ここでいうマクロ系とは自由度の多い (理想的には無限大)系を指す｡まずマクロ系の

ハミルトニアン又はラグランジアンを次の様に取る｡ ここではマクロな体積 Ⅴ中で量子

化されたボソン場 ¢(x)を用いて,マクロ系は場の理論で扱う｡ N-粒子系ならql(i-
〃

1-N)を¢(I)の代 りに用い/d3xを∑で置きかえればよい｡モデルとして系は次のラグi=1
ランジアンLで記述されるものとする｡

i-fd3xt-mf4(x)2-号Q(x)W2(-∇2)Q(x)ト vE(*)

= L.+Ll

--1 (1 )

ここで W2(-∇2)はフーリエ成分 kで 仙2(k2)と書けば,分散関係を指定していることが判

る｡式(1)において系は体積 Vの中で定義されているものとしVI(¢)--LIは非調和的

な相互作用を表わしている｡ (｡と Vlは次の2つの条件を満たすものとする｡ これらはマ

クロ極限 Ⅴ- - が存在する為に必要な条件である｡

(i) u(k2)≡ ukは正で零にはならない｡

(il) ⅤⅠ(¢)は短距離力である｡ -- (2)

(i)は励起スペクトルがギャップを持つということで,(ii)はもしVI(¢)を次の様に一般的

に書いたとき,つまり

＼>⊃
VI(¢)- ∑ V'n)(x .,x2,-･,Xn)4(xl)4(x2)- ¢(xn)n-3
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の様な和で書いた ときV(n'(xl,-Xn)は,xi-X,の関数で, lx£-x,l- ∞で,V'n'-

e-plx･-XJJ(p>o)の如 く,充分速く零へ行くものとする｡ もちろん,局所的相互作用,例え
ば

vI(Q)-A/d3xQ(x)4
等は許される｡ フーリエ成分で(1)を書く｡

L-喜Fq(-躍 一別 2kQT)- V偶
ここで

紬 -方 等eihx¢h

¢h-班+i鉱 鵡-QR_A,鵡- -QI__h,

郎 …(紘 輔 -(QRh,dh),

---(4)

と定義したが以下では¢kの実部 QRk,虚部 鵬 のk← -kに対する対称性を用いて∑ -たo1
2∑′なる記号を使う｡ ただし∑′はk空間の適当に選ばれた半分の和を意味する｡
koI

Il.エネルギー固有状態の波動関数- はじめに自由場の場合

ハミルトニアンは7T冨-2m露と書いて次の様に与えられる｡

H - ∑鵡UL/毎冨-L≡ H.+HI
h,q

-∑′k,q(去HT･mw2h･QT)+VI(孤

ここで量子化する｡ 演算子であることをハットで明記すると量子化条件は

[端 露]ニーi8010'6紺

- - - (5)

- - (6)

で与えられる｡ハミル トニアンの固有状態の波動関数をまず自由場の場合に見てみよう｡

その為にq一表示にあたる折 衷示をとる ;
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細砂>-繍¢>.

ここで¢…棒針ま固有値のセット露 を代表するものとする｡H.は調和振動子の和であ

るからエネルギーの固有状態は零または正の整数 m…im謡を用いてtm>と書けてその
波動関数は

<¢lm>-<匝宕=m宕>

-具′NmgHmg(偏 紹exp(-muた膵 )

ここでNmfは規格化因子でHn(I)はn一次のエルミート多項式であるo
エネルギーはE,a-∑/k,o'

∑′mwk¢g2-k,cT

(-持主)ukである｡ここで

d3x¢(x)W(-∇2)¢(x)

- 0(Ⅴ)

--(7)

- - (8)

に注意する｡ 0(Ⅴ)とはオーダー Ⅴの示量変数であることを意味する｡ よって有限エネ

ルギーの固有状態を表わす波動関数は

(棉,紹 ･-- ¢記)×eFrQ｣, Fl¢]- 0(V),

なる項の和で書かれることが判る｡ これを象徴的に

(¢の多項式)×e巾 ]

と書いてもよいだろう｡

示量変数

ここで 0(Ⅴ)についてつまり示量変数の定義について述べる｡

I-打-/dxl-dxnG 'n)(xl- Xn)4(xl)･･･¢(xn)

---(9)

を考えると,G'n'が V'n'について述べた性質を持つときIは一般の示量変数という｡ xl～
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xnの積分のうち重心にあたる部分が仝体積 Vを出すからである｡ ある与えられた ¢の

汎関数I[¢]が示量量か否かを見るには,¢(x)-const…少とおいてI[¢]に代入し全体に

Vが因子として現われればIl¢]は示量変数である｡

示強変数

示強変数には2種類ある2)｡

クラスⅠ-･これは示量変数をⅤで割ったもので局所的な情報は含まず,大域的な情報

のみ含んでいる｡ 以下ではこれをX と書き,マクロ変数と呼ぶ｡

潔-J[¢]/V

マクロ変数は多くの自由度の平均として定義されるものであり例えば重心

などがこれにあたる｡ 最終的に測定される量はマクロ変数のみであること

に注意したい｡

クラスII- もともと-の局所的な変数 ¢(x),7T(x)などを言う｡ 局所的な情報を含み例え

ば

d3g¢(x)C(x一g)¢(y)

などもこれに属する｡ このクラスをミク ロ変数と呼ぶが,ミクロ変数は,測

定装置を用いて増巾しないかぎり直接観測できる変数ではない｡

Ⅱ.相互作用があるときの波動関数

短距離相互作用が存在 しても式(9)で与えられる結論は変わらないことを見るのがこの

章の目的である｡ 式が少 し複雑になるが,簡単な議論で言える｡ まずGelLMann-Low断

熱定理3)から出発する｡ H.のエネルギーE尖の固有状態 暮m>を用意する｡ 相互作用を

ゆっくりとi--∞からt-0まで加える;

H(i)-H.+e-altrHI

最後にα-0とする｡ このときl∽>はつねに〃(～)の固有状態に滞っている｡ 具体的に

は fm≫を

Ua(0,--)lm>
]∽≫-lip.<ニTtGa(0,三:'汀m>
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で定義するとH - Ho+HIについては

HIm≫-EIm≫, E-E㌫+△E

が成立する｡ ここで Uaは相互作用表示での時間発展演算子で㌔

Ua(i,t')-exp(iHot,)Texp(-iLt'dt"H(i"))exp(-iHot)

--･(川

･･････(12)

で定義される｡ ここで Im≫の波動関数 <¢Im≫ を見る｡ その為には式(10)の分子のみで

充分である｡ 分母は 9日こ依らない無限大の因子を打ち消すのに必要な因子である｡ 以下

t'-0として有限の t,αで議論する｡

<¢Lm≫≡<射ua(o,i)Lm>

-/ldQ′]<招exp(-iLodt"H(i")恒 ′,<4,i- , e一職 ･･････(13)

≡ Ke-iEat

とおいてKの形を見ていく｡ さて公式

｡-S2･2SE.= 皇些 旦snn=on!

を用いて

<4'im>-琵Nm冨Hm冨(√転 相exp(-mwた躍 )

-pqNm言(義 )m冨exp(-sT･2Sg躍偏 --cuた躍)

をKに代入する｡

K-琵Nm冨(義 ) mT ldQ′]< 締 Ⅹp ト LoH (i")d 恒 ′,

--･(14)

×exp(-sg2+2S紺㌔偏 -mcuh4'g2)ls=O.･･-･･(15)
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ここで次の径路積分の公式を用いる

Kl-<締 Ⅹp(-iLoH(i")d恒 .,

-Lldb]exp(iLodt"L(ba(i")))･ ･･････(16)

ここでlldb]はb(o)-〟,a(i)-拍 境界条件とする (径路)汎関数積分である｡ L-
L｡IVI(¢)と書き式(16)の右から恒等式

1-expi/dt"富Jatt")紬〝)

を掛ける｡ その結果

Kl-expト / :dt"vr(‡ 品 ))

･Ildb]expト Lodt-(Lo(ba(i")ト宕撒 -)か )i

-expト/dt"v I(‡& )†Ko(掴′,i,J)
さらにもう一度 K.のすぐ後へ

1- expiLodt"yW,)ba(i")

を挿入して

Kl-Ko(Q昆鵜 ,‡ 議 ｢ )exp I -i/ dt"v I(bw ,)) †

-- (17)

･･････(18)

を得る｡ K.は調和振動子に線形外力が働いているときの積分核で結果はよく知られてい

る .4) T-t'- i- - t とおいて次の様である｡

Ko-IIA,q
S-∑た.q

i7TSin(如T
cos(如 T
sinuhT

expiS,

(膵 + ¢㌘)
2mcuた
sink)AT
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を用いると式(25)で置き換え

甜S)一路S)eiwhS-i ･･････(26)

を実行することを意味している｡さらに(義)を作用させるとexpの肩から頼 依存す
る次の因子が降りてくることが判る｡

12e~2iuhTs冨+2偏 e~iwkT齢

CO
+∑∑n-1Jc2012

≡fa(Sg)

dS2-G監)-qn(ksl,k252,･･･)紹 ･･･¢gzei<cuhSl十 .1'

一方expの肩はS冨-0と置くと

expnSo蓋/dS.･･･G'C,n;.?.)oTn(klSl･･･knSn)4g:(S.)- ¢記(sn)ei'u kSlト .I

-exp蓋/d3x l･･･/d3xnc(n,(x l,x2,-Xn)4(xl)-Q(xn)

･･････(27)

･･････(28)

と書けることが判る｡ ここで WたとVl(¢)に対する条件からC'n'(xl･･･Xn)は IL- Xjの関

数で 圧 i- Xjl- ∞ で充分速く零へ行くことが判る｡

こうして相互作用がある場合も

K -faf竃･･･f記eFtO｣, Fl¢]- 0(V).

の形をしていることが判る｡fgは式(27)のfg(S冨-0)であって本質的には

fkq-郎+∑Do10･l(k,kl)舵 +∑Dqo,1072(k,kl,k2)据紹 十･･-･

･.････(29)

･･････(30)

の形をしておりV- ∞ での振舞いは齢 と同じであり有限であるとしてよい｡結局

<QLm≫-fg:･･･fgnneFlQ]; Fl¢]は示量変数

という結論を得る｡ 式β射まフーリエ変換すると見やすい｡
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f(x)-¢(x)+

･//

D(x-x′)¢(x′)d3x'

D(x,x′,x")¢(x′)¢(x")d3x'd3x〝+ ･･････(31)

これはクラスIIの示強変数 (ミクロ変数)である｡ Vのオーダーとしてはf(x)- 0(1)

(Ⅴ- ∞)と書くことにする｡ そうすると有限の励起エネルギーの状態は Ⅴ- ∞で

<射m≫ - eo'"×o(1)(V- ∞)

と書いてよい｡一般に

<QIm≫ - eFtO]十dFtO]

･･････(32)

･･････(33)

と書いたとき,AF[¢]- 0(V)(示量変数)のときはじめてマクロな励起状態の波動関数

を表わすことになる｡ これをマクロな励起と呼ぶ｡

マクロに異なる励起状態はマクロ極限(Ⅴ-…)では異なるヒルベルト空間に属する

このことを見るのが次の章の目的である｡ 上の結果から言えば

f(xl)f(x2)･･･f(xn)eFtQ] ･･････(34)

をすべて集めれば1つのヒルベル ト空間を作 りF+△Fで△F- 0(V).となるものは式

(34)の形ではつくれないということである｡

Ⅳ.マクロ極限でのヒルベル ト空間の分解

まず基底状態のノルムを考えてみる｡Im≫- lo≫として

･(0,-/ldQ]<QFo≫2-/[dQ]e2n¢]- 1

ここで第Ⅲ章のマクロ変数Ⅹ[¢]をある値Ⅹに止めて考えてみる :

･(0,- /[dQ]/dXa(X-XlQ])e2相 ]
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芸 /ldQ]fl:;dJ/dXexp(2FlQ]-VJX[4]IVJX)I

ここで2F[車上vJxlQ]をラグランジアンの時間積分 (作用)と考えこのうち車の2次を
もとにして3次以上を相互作用と考えれば今までにやったのと同じ方法で/刷 が実行
できて結果はexpG となりGニ ーVW(∫)(示量変数)と書けるはずである｡ よって

･-芸/dJ/dXexpト VW(J)日 瑚

ここで規格化条件よりⅣ(0)-0であることに注意する｡ Ⅴ- ∞でJ積分の停留のみが

効く｡ よってその点J-JO(Ⅹ)を

-Ⅳ′(∫)十方-0

の解として定義し次の様に展開する｡

W(J)- X- W(Jo(X))-Jo(X)X･喜W "(JO(x))(J-JO)2+･･･-

その結果

I-一差/dXexpトV(W(Jo(X))-Jo(X)X)i

を得るが残りの

--VW〝(Jo(X))

dXもやはり停留が効く｡W のルジャンドル変換

∫(Ⅹ)≡lV(Jo(Ⅹ))-Jo(Ⅹ)Ⅹ

はXに対する有効作用 (effectiveaction)と呼ばれる｡Xの停留X.は

T′(X)--Jo(X)-0

で求まるのでr(X)-T(X｡)+喜r"(x｡)(x-x｡)2+- と展開すると

I(o)-芸/dX expI-V(r(xo)Iir"(xo)(x-xo)2)I
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8(X-X.)e~VIIXoJ

-.;､dXS(X-X.).
---･.ll.J.tう】

ここで T(X.)- W(J-0)-0とルジャンドル変換の定義からくる W"(Jo)r"(XO)--1

を用いた｡ 式@6)はX -X.のみが効いていることを示 し基底状態ではX[¢]が X.に国

定されている (揺らぎがない)ことを示 している｡ 実は式(36)を得るときX一積分はして

いないのでもっと広い式

/[d拙 X-XlQ])<Qlo,:)2-頼 -Xo)

が成立する｡

次にもっと-般的な式

･(n'- /ldQ]<紺 ≫24(xl)Q(x2)- 4(xn)

を考えるoやはり1-/dX8(X-XlQ])を挿入して

･(n,-/dX/dJ(expVJX)M (J)

･(/[dQ]exp(2FlQ]TVJXlQ])(xl)-4(xn)/M(J))

-/dX/dJ(expVJX)M(J)×Hn(xl- Xn;J).

･･････(37)

･･････(38)

ここで

M(J)-/[dQ]exp(2FlQト VJXlQ])

を定義 した｡Hn(xl･･･Xn;J)は式(37)のL･･‡の中の量で定義され2Fl卓上vJX[¢]なる作
用で与えられる理論での n点グリーン関数で (真空タイプのグラフを除いたもの)ミク

ロな量でありⅤ- … で有限である｡ 結局 Ⅴ- - で

･'n,- /dXdJexpiVJX-VW(J)iHn(xl.･･Xn:J)
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≡ /dXa(X-X｡)Hn(x.･-xn:Jo(X)) ･･････(39)

となりX.は真空でのX｡と匙 ものであり,X[抑 まXo以外の値をとらないことが判る｡

一般にX一積分をしなくてもこのことが成立するのはI(0'の場合と同じである｡ もっと一

般に

I(n,i,-/ldQ]<QLo≫24(xl)-4(xn)H(xn･l)-H(xn十l) ･･････(40)

としても同じことが言える｡ ここでH(x)は共役運動量である｡ 式(40)ですべての n,lを

とれば1つのヒルベル ト空間をつくるので

1つのヒルベルト空間ではマクロ変数は1つの揺らぎのない数 (C-number)をとる｡

ここでC-numberはオペレーターでは値を変化できることに注意しよう｡ このことを逆に

言えば

マクロ変数の異なる値には異なるヒルベルト空間が対応する｡

各々のヒルベルト空間はミクロ変数がつくることになる｡ ミクロ変数はマクロな極限でも

揺らいでいる｡ つまり,オペレーターなのである｡

有限の励起エネルギーを持った励起状態の正しい波動関数(34)を用いても上と同じ結論が

得られることは,ここでは示さないが,すぐに示せることである｡ 以上を別の言葉で言う

と

波動関数のexpの肩がオーダー Vで異なれば別のヒルベルト空間,

そうでなければ同じヒルベルト空間

ということである｡

次 にⅩ[¢]の値の異なる状態間の行列要素 をみることにする｡ 2つの波動関数

<Ql¢>xl, <射¢>x2をとる｡ ここで Xlと x 2はX[Q]の異 なる値 を意味 しl¢>xl
l¢>x2はそれぞれそのようなX[¢]の値を与える状態である｡<¢l¢ > 古宇eFilQ](i-1,2)

と書く｡ X[¢]をXに固定して内積をつくる｡

/[dQ]8(XlQ]- x.<摘 , <拍 >x2
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-/[dQ]6(XlQ]-X)eFll¢棚 ]

≡(/[dQ]6(XlQ]-X)e2Fl[¢]/[dQ]8(XlQト X)C2F2[¢]11'2

- げ(X-Xl)6L(X-x2)il/2
l'一〇〇 ･･････(41)

Xl辛 x 2ではこれは零である (不等式が現れたのはSchwarzの不等式を用いたため)｡

もっと-般に

/[dQ]xl<両 ,4(xl)- H(xn..)･･･<QIQ,x2 -･･･(42)

を考えても積分が expの肩のオーダー Vの量で決まる停留のみで与えられるのでこの量
r

も V- ∞ では(41)の因子と同じものに比倒 しやはり零となることが判る｡

¢,Hのすべての多項式の,マクロに異る状態間の行列要素はマクロ極限では零である

V.いくつかの議論

(i)些墾 以上のことは,Vを仝体積にとらなくても成 り立つ｡例えばVを仝体積の k

倍,V-kV(k<1)として V- ∞ とすれば Vで定義されたマクロ変数

xvlQ]- 吉Ld3xl･･･/d3xng(xIx2･･･Xn)Q(xl)-4(xn)

はC-numberとなる｡ これは些旦旦マクロ量を定義する｡ 例えばVをx｡を中心にし

たマクロな体積 とすればp(x｡)(局所圧力),T(x｡)(局所温度),e(x｡)(局所エネル

ギー密度),M(x｡)(局所磁化密度)等である｡

(ii) マクロ変数の値はそこに属する状態ベクトルのミクロな詳細には依らない｡いまマク

ロ変数 X[¢]の値 X.に属するベクトルを

l¢>xl-∑Cnln>x.n

とおく｡ nはX.は与えるがミクロには異なる状態の1つを意味する｡ さて
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xl<¢lx[4]l¢>xl-∑Cn*cnxl<n′Ix[抑 n>xl
乃,n'

- ∑ lcnl2x｡
n

-Xo

･･････(42)

･･････(43)

ここでX[¢]はC-numberゆえ <n′lx[抑 n>∝ Snn･を用いた｡
(iii) マクロ変数を測定する限りmixedstateである｡ このことは上の(43)を見れば明らかで

ある｡

(iv)時間発展 ここではくわしく述べないがマクロ変数X[¢]の運動を決める方程式は

doublepatheffectiveaction5)とよばれる(35)を拡張 したrlXl,x2]を用いると便利で

ある｡ 運動方程式は

SIl[X.,x2]
Xl-x2-X
- 0 ---ll:1)

であり,解 X(i)がX[¢]の揺らぎのない値を各 tで与えるのである｡ 式(46)の具体的な応

用は現在進行中である｡
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