
｢熟現象を扱う場の理論とその応用｣

磁場中の粒子のスピン回転 (〃十SR)の Grassmann数による扱い
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1.序

物質の内部磁場の様子を調べる手段として〃十SR(ミュオンスピン回転)がある｡ これは

〟十が物質中を拡散 しながら各場所の磁場によってきまる振動数でLarmor歳差運動をす

るので,スピンの向きの時間変化を見ることによって内部磁場の様子を探るというもので

ある｡

これを扱 うもの として,当初,低磁場共鳴 ･緩和の理論 として出されたKuboand

Toyabel),あるいはShibataandSato2)などがあるが,これらは変動する磁場の下でのス

ピンの運動を考えている｡

本研究では,ミュオンが量子力学的運動をしているときのスピンの回転を考える｡スピ

ン演算子をFermi演算子で書き,Fermi系の経路積分を行なうことでこの間題にアプロー

チする｡

2.理論の概要

扱うべきハ ミル トニアンは

H--J∑ ∑ (bIqbj十.q+bI+10･bjo-)J♂-I.1

ー Y,2写(
(bI †b j † - bI Jb j ↓ )Hjz

+(bI↑b,↓ +bI↓bjT)Hjx

-i(bITb,↓ - bIA,T)Hjyl --･(1)

であり,第 1項が ミュオンのホッピングを,第 2項が Zeemanェネルギーを表す｡ただし,

J,γはそれぞれホッピングレイ トと磁気回転比である｡ ここで用いた bIq,bjo･(6-

†,J)を次のように位置変数とスピン変数の演算子の積で表わす｡
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bIT -cIa' bjT-Cja

bIJ -cIb' bjJ -Cjb

a,a十,b,b'はスピンを表すために導入 したFermi演算子である｡ 真空 fo>にa,b,

a',b'を作用すると,

a10>-日 > b'Io>-1J>

<ola-<†I <olb-<†l

となる｡ このようにci,Cl,a,a',b,b'を用いることにより,(1)は次のようになる｡

H - -J∑ (cIcj.1+cI.lCj)⑭1j

-号写cIc,･1(a'a- b'b)Hjz'(a'b+ bea)Hjx-i(a'b- b'a)Hjy1--(2)

次にFermi演算子のコヒーレント状態を導入する｡ Grassmann数 ¢,¢を用いて

l¢,¢> - e~仰 ~¢いto>

と表せるこの状態は,消滅演算子の固有状態である :

al¢,¢>-¢I¢,¢>, bE4･,¢>-封¢,4･>

これに対 し,

<4･潮 - <ole~aQ-b¢

と表される状態は

<¢潮 a十-<¢剥 き, くれ¢Ib'-<¢刺 さ

を満たす｡ここに ¢,¢は ¢,¢の involutionである｡ これらにより.,完全性
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/d如 d如 e一柳 ¢府 ,<Q,Ql- 1

が滴足される｡

求めたいものは,例えば(Sx(0),-与のときの 〈Sx(i))であるから,確率振幅 K(qf,qf,i
;qi,qi,0)- (qf,qfle-mlqiqi)を計算しなくてはならない｡時間をN 等分に区切って各時

刻における完全系をはさんでやると,

(qf,gfle-iHtlqi,qi)-1im ∑ -∑ くqflelJe∑ Clf cj l q N … 1)･-(q.IeiJe∑Clfcjlqi)
N→∞qN-1 ･ ql

x/(db)(dQ)(d6)(dQ) く如 ,¢N,〈Qo,Qolqi,

･exp l-,S.柱 石,- (1+i号 EH,I ) 如 ,･二

両 ,少,-(1-iそeH,I)bj4,-1

-i号eA,紘 1-i-ieA,,6jQ,-1†]

となる｡ ここにA,- H元 一iHjy,A打よその複素共役,

(d示)-d示Ndb N_1-dQ., (d¢)-dQ.dQl･-d¢N など

- - ･(3)

である｡以後そ Hjz-W ,, 号A , - a,, 昔Aデ-a,'t書 くことにする｡なお,4 -1- 4 -1

-0,H(示｡,示｡,¢_1,¢_1)-0とする｡

確率振幅の経路積分表示は,位置変数の部分とスピン変数の部分が分かれている｡ 以下

スピン変数の部分に注 目する｡ 例として,qf- †,qi- †とすると,(†lQN,¢N)- QN,

(4.,4.日 )- 示｡となる｡(3)を計算するために,

QN卓｡- e-示OやN-1

と書いて(3)に代入すると,結局スピンに関する確率振幅 Ks(†t;†0)は

K(†i;†0)- ｡ilEdSW'q(SDI
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-L td tlftld t2e ir dsIW'q'sl)'a(q( t l))e~lL tld32b'q'5 2''a*(q(t2))eiLt2d53W'q'53''

ILtdtlLtldt2Ll2dt31E3dt4eiLldsIW'q'st''a(q(tl))e -iL tlds2Ẁq'S2''a*(q(t2))

×｡iL 12ds'W'q'S3''a(q(t｡))｡-iL 13dSJW'q'54))a*(q(i.))eil E4ds5W'q'sS''

一十-･-

となる｡ 同様に他の確率振幅も書 くと,

K(ii;JO)-｡イdsw'q'5')

-Ltd tlL tldt2e~iL Eds,u'q'>-.''a*(q(tl))ei紬 仙 'a(q (t2))e備 3u'(]'･,l''

･Ltdt.Jtldt2112dt｡113dt｡e-iLEdSLW'q'5･"a*(q(tl)) e iLIL｡52W'q'52"a(q(t2))

×｡雄 Is3W'q'S3)'a*(q (i,))｡IiL e.ds4u 'q{54)'a(q (t｡))｡ il 【4ds5u'q'S5''

- + ---

K(,i;↓0)-JtdtlK(Ti;,tl)a(q(tl))e~11F'｡su'q'5')

K(llt;↑0)-LtdtlK(- itl)a*(q(i.))eiLLldsw'q'5''

となる｡

これらの確率振幅を用ノいて,緩和関数〈Sx(i), な どが計算できる｡〈Sx(0),-言として,

粒子が qiからqfへ移動 したときのスピンの .r成分の期待値は,

くSx(i ),- 去 [ (< T IU｡ ↓,〈 ↑ lUL T H c･C･)

+((JIu十tJ)(†圧パJ)+c.c.)

･i(〈吊 叫 ,く↑lUl↑,)+ 〈↓lU･I↑,〈↓lUL↑,+C･C･‡]
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ここでは略して書いたが (†lUf†)- K(qf,†,i;qi,†,0)などである｡

ミュオンがランダムな磁場中を運動 しているとすると,ランダムな磁場についても平均

しなくてはならない｡その様子を大雑把に記 してお くことにする｡ Hx- Hy- 0,Hzは

平均 0のガウス分布に従 う古典系である場合を例にしよう｡ このときは

(JIU+fJ)(†lUl†)- K*(qf,J,i;qi,1,0)K(qf,†,i;qi,†,0)

を磁場について平均 したもの く(llU吊 )(†IUI†)>rが旦要である｡号Hz-wzの
相関関数

¢(q(I),q(S))- (W(q(I))u(q(S))),

4(q(I),q′(S))-(山(q(I))u(q′(S)))r

などを用い,上で用いていた

∑ -･∑ (qNleieJEC叫 qN_1)- (qlleieJECIcjlqi)
qN-1 ql

を簡単に

L.q,{三≡ごf9(q)eiS'q'
と書いてやると

･〈 ↓ IU ･｡ 〉< T IUI T ,,r- /9 (q)/9 (q,)eitS(q卜S{qr,]

･ expト 音1 tdTl td St4(q(I),q (5 "

+¢(q′(I),q(5))+¢(q(+),q′(5))+¢(q′(T),q′(I))

となる｡ さらに ¢(q(T),q(S))などを経路で平均 したもので置き換えるという近似を行なう

と(これは時刻 丁,∫の関数 ¢(丁,∫)となる),ランダムな磁場中を運動するミュオンのスピ
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ン緩和関数の振舞の様子を知ることができる｡

3.まとめ

粒子が量子力学的運動をしているときのスピン回転の様子を調べるため,スピン自由度

に対 しては,Fermi演算子を用いてスピン演算子を書き,Fermi系の経路積分を行ない,

その確率振幅の表現を得た｡これを用いて,スピンの期待値を具体的に計算 していかなけ

ればならない｡

Appendix

簡単に,ここで用いたGrassmann数3)の性質について触れておく｡ Grassmann数は反

交換するc数である｡ それを 4., 42- と,表すと,

I:vJ.､VJ.::二日

を満 たす｡特別 の場合 として ¢…-0を得 る｡ さらにGrassmann奇 の数 (奇数個の

Grassmann数の積)とも反交換する｡ しか し,Grassmann偶の数(普通の c数や偶数個の

Grassmann数の積)とは交換する｡ 一般にGrassmann偶の数をei,Grassmann奇の数をoi

と表わすと,

ioi,Ojt-0

[eゎej]-[el,Oj]-0

を満たす｡

積分は次のように定義する｡

/d抽 - 1, /dQi-0

ただし,紘,dQjt-idQi,dQjチエ0 とする｡ このとき¢,EをN 成分ベクトルとすると,

(dQ)(dE)e-t少dg-detA

(d¢)-d血dQN_.-dQl,(dE)-dEldE2･-dEN

という公式が成 り立つ｡
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Fermi演算子 の コ ヒー レン ト状態 を作 るときに用 いた こ とは,Fermi演算子 と

Grassmann数との反交換関係

i¢,al阜-砂,̀招-o

と真空 lo),(Qlが Grassmann数と交換できる,すなわち

¢lo)- lo)¢, ¢(oE-くOf¢

ということである｡ ただし真空の定義はαlo)-くOlα+- Oとなるものである｡ 最後に ¢王

の involutionあ であるが,これは¢吊こ全 く独立で (示i)- Qiを満たす Grassmann数であ

り,積分としては,

/d紘 - 1, /d示l- 0

を定義としている｡
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