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1.序論

本稿で は､流体力学揺 らぎを記述す る Lalldau-Lifsllit.Z理論 を

非線形領域 に拡 張す るために､質量密度 ､運動 量密度 ､エネル

ギ-密度 な ど場 の量 に対す るFokker-Planck方程式 を求 める｡ そ

の際 に､Fokker-Planck方程式 が漸近 的 に i→ ooで平衡分布 を

与え､かつ平均値 (一次のモー メン ト)に対す る方程式が通常 の

流体方程式 とな るよ うにす る｡ この二つの条件 によって Fokkeト

Planck方程式 の形 が ほぼ決定 で きる｡

2.ヲ円預i繋功学

まず､平衡熱 力学 において､内部 エネルギ- E､体潰 V､化

学成分αの質塁 Mαの関数､と して エ ン トロ ピ-が定義 され る｡

S-S(E,V,Ml,･･･,Mc)

系の大 きさを入倍す れば､

E- AE,V一 入V,Mα一 入MQ

となると同時 に エ ン トロピー もS一 入Sとな る｡ す なわち､

S(lE,lV,lMl,･･･,lMc)- lS(E,V,Ml,･･･,Mc)

両辺 を人で微分＼してか らÅ- 1とお くと､

E芸+V蒜 +∑ MQ蒜 -Sa

一方､熱 力学関係式 TdS-dE+pdV-∑α〃αdMαよ り

aS 1 aS p aS

∂E T'∂V T' ∂Mct

TS-E+pV-∑ 侮MQ
(}
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これ と､熱力学 関係式 よ り､

SdT-Vdp-∑MQdpQCl
両 辺 を体 積 Vでわ る と､

sdT-dp-∑pQdFl｡Ck

こ こで β〒 S/Vは エ ン トロ ピー密 度 ､pQ≡ MJVEま成 分αのf質
量 密度 で あ る｡ また､

C
Ts-e+p-∑〃｡pa拡≠弓il

これ らふ たっ の関係式 が非 平衡 熱 力学 の 出発 点 とな る｡ しか し

な が ら､考 え る系が内部 に質 塁流 を もつ もの とす る と､部分 系

は運 動 エ ネルギー を持 っO よ って運 動 エ ネルギー と内部 エ ネ ル

ギーを足 した全 エネルギー密 度

V2

E≡e+pす
が保存量 とな る｡ これ を用 いて上 の関係式 を書 き換 え る と､

V2 c

T s-E-PT+p-∑pQPQ
α=1

両辺を微 分す る と､

Tds +sdT - de+d (p÷)+dp-∑ dpQ P｡ - ∑ pQdpo
o==1 (1=1

これよ り

ds-妄de-(芸)･d(pvト 妾1妄(pα一言)dpa

この微分式 は次 の よ うな意 味 を持 つ｡一般 にエ ン トロ ピー S

が保存量 Xiの関数 であ る と き､ エ ン トロ ピー の微分

dS-∑Ft･dX.I
t
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の係数 Fiを ｢熱力学的力｣ と呼ぶ.隣合 う二 つの部分系 A,B問

にある保存塁 Xの移動が起 こるもの とす る｡Aか らBに6Xだ け

移動 した とす ると全系のエ ン トロピー変化 は

lSA(XA-6X)+SB(XB-6X)-【SA(XA)+SB(XB)]

-(一設 +完 )6X-トFA+FB)6X

ここで SAは部分系 Aのエ ン トロピーを表 し､SBは部分系 Bの

エン トロ ピーを表す｡よって熱力学的力が増大す る空間方向に保

存量 の付加逆的輸送が起 こるとい うことがで きる｡ つまり､エネ

ルギーの付加逆 的緬送 である ｢熟｣は 1/Tが増大す る方向 に流

れ る｡ つ ま り温度 が高 い ところか ら低 い ところへ熟 は流れ るの

である｡

3.局所平衡の仮定

上 に示 した微小変化 に対す る式 を実際 の時間変化 に対す る も

の と解釈 す る｡流体の流 れに沿 って動 く質塁要素 の中での変化

を記述す るもの とす る｡流体 の流れ に沿 っての運動 は

孟Ⅹ(i)-Ⅴ(Ⅹ(i),i)

となる｡流れ に沿 って動 く部分系内での物理量pの変化 は

孟p(x(i),0-慧 ･筈 +富 -(V･∇)p+ 富

となる｡

五 ≡(V･∇)p･筈

L)･1,1

を Lagrange微分 とい う｡密度で表 された熱力学的塁 に対す る微

分式 は非平衡条件下で物理塁 の変化を表す もの と見 なされ るが､

熱力学 の微分 dは Lagrange微分 と して解釈すべ きものであ る｡

つ まり､ エ ン トロ ピーの時間変化 は

DD昌 芸 -(芸)･諾 一差1妄(恥 一言)等
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右辺 の各保存量 の時間変化 につ いては､保存則 と して次 のよ う

に表 す｡

∂β｡
~房~+diy(pQV｡)-0

ここで vaは成分αの流速 で あ る｡ この流れの中で対流 に乗 らな

い部分 を拡散流j｡と呼ぶ｡

p｡V｡-PQV+j｡

成 分 について 和 を とる と､

% ･ div(pv)- 0

こ こで C C
∑pa-p,∑pQVa-PV
α=1 α=1

運動塁保存則 は NavieトStokes方程式

£(pvi･孟 (pvpj･p6t･j-Ut,i)-0
で あるo ここでcr:,(ま粘性応力である｡ エネルギーにつ いては

芸+diy(- ･pv･je)-0

jeはエネルギ-流の中で対流 に乗 らない部分で不可逆過程 による

項 である｡ これ らを用 い るとェ ン トロ ピー密度 の時 間変化 に対

して
∂β
粛 +divjs-qlS]

ここでj∫はエ ン トロ ピー流 で

j,-sv･妄 ト∑ (〃α-i)jJ v:U,･je](I

JlS]はエン トロピー生成速度で ある｡

JlS]--∑jQ･grad(
α

となる｡通常 は､

FJQ-V2/2
) ･ U/:∇(芸)･je.grad(;)

je-Q-V:J'
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によって熱流 Q を定義す る｡ こ うす ると､

JlS]--∑j｡･grad(
CE

4.流体揺らぎ

〃｡-γ2/2､ . α′:∇u

T '' T ･Q･grad(;)

我 々は巨視的保存塁 の菜合を考 える ことにす る｡

ここでpは質塁密度､jは運動塁密度､Eはエネルギー密度 であ る｡

●
J==PV

内部 エネルギー密度 を eとす ると､

1_7-)

E=Pす+e

時刻 tにおいて これ らの物理塁が実現す る確率汎閲数 を 1'((,li,り
とす る｡平衡状態 にお いて は

peq((α))-exp(孟)
となる｡ ここで Sは全系 のエ ン トロピ-で

S-/d3r s(r,i)

と表 され る｡

ここで､一般 の非平衡状態 において確率汎関数 は関数空間 に

おける Fokker-Planck方程式 に従 うもの とす る｡

£p((α),i)-/d3r写憲司lFi(r)P((α),i)]

･/d3r∑a /d3rFDij(r,r/)ドリ
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もし

/d3r∑ [言認 +F,(r)志 す]-0∫

でかつ､Dt･j(r,rJ)が行列として正値であれば､Fokker-Planck方
程式が漸近安定性を もつことを示すことができる｡そのために

H関数を導入する｡

H("≡/∂αP((a),"ln芸器

-/6αP((α)',i)llnP((α),i)-S((α))]

とお くと､

dH

dt /6α[冨(lnp-S)+冨 ]-/6α芸 (Imp-S)

ここで､規格化条件

/｡αp((a),i)-1

を用 いた ｡ よって FokkeトPlarlCk方程式 よ り

dH

di ;/6α[志 fFt･(r)PI](1np-S)

･∑車 α[憲 市Di,(r,rI)(-t'3
ここで部分積分を行 うと､

dH
dl

6S 6

∂ α ,I(r/)-6αj(r')
)P](lnp-S)

;/6α(F"r)P)(;還 す一品 )

-≡/6αlDij(r,r/)(-り
よ って

dH
di

6S 6 .J/1 ∂

∂αj(rI).∂α,I(r') P∂αi(r)ー 6αl(1･)

; /6α(榊 )還 すーFi(r)P還 す)

Dt･j(r,r/)′ 6S n . 6P ､1,6P)】[
(r')~ ■6αj(Il′)′JL,Scyl･(r)
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罪-項は上 の条件を使 うと

/Gα写 /dr憲司(F"r)P)

とい う形 にまとま り､積分 で落ちる｡第二項 は二次形式 になって

いるか らDi,･の正値性 によって負であるO よって H関数 は単調減

少関数である･｡ dH
- <O
di 一

一万､
1

1nx>1--
X

を用 いると,

H-/∂αPlnf≧/∂ap(1-%)
-/6α(P-Peg)- 1-1- 0

よって Hはある値 に漸近 す る｡

ここで Ft･(r)と して

F.･(r)-

ー∇･j

-V(pvv)-VP
-∇tv(e+P))

とお く｡ただ し､j-pvとおいたo Ft･(r)は､流体方程式 におい

て可逆な変化を表す部分であ る｡

●
J

V= -
β

次 にモ- メン トについての方程式 を求 めて みよ う｡ 一次モー

メ ン トは

･αi(r),-/6ααi(r)P((α),i)

で定義 され る｡部分積分 によ り､

孟 <α直),-< Fi(r),-冒/d3r, < Dij(1･,rJ)J
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ここで､

+kB勘 (r)

gi(r)-≡/d3r'<J ∂αJ(r′)

Dij(r,･r/)>

Boltzmann定数 を微小 パ ラメー ター とす る｡す なわ ち､揺 らぎ

の小 さい極限で考え る ことにす ると､現象論的方程式 は

£α直)-Fi(r)-≡ /d3r,Dij(r,rJ)3
で与 え られ る｡

6S

6αj(r′)

次 に､実際 に上で述べた条件 ､

/d3r∑[言認 +F,(r)芸 了]-0∫

が満た され ることを示 す ｡ 先ず､

6F,(r)=0

6αj(r)

で ある｡ なぜな ら､

6Fp(r)=0
∂β(r′)

は明かで あ る｡次 に､

6Fj,I(r)

6jk(1･'･)

よ って

ニー6ik(空尉 r⊥ 申 告孟 吋 I r/)

6Fji(r)

6ji(r)--(f)孟 6(0)-(告)£ "o)

しかるに､delta関数 は偶関数であるか ら∂′(0)-0である｡ よって

6F,i(r)
6jt･(r)

= 0

一昔孟 吋 -r,)
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これ も同様 に､r=r/で 0とな る｡

次 に

; /d3rFt･(r)a -0

を示す ことがで きる｡

写/d3rFi(r)還 す

-J d3i l(∇･j)S.∇‥(雪+pl)g･∇･(V(e･P))笠]

-/d3 rl(∇･j)妄(什 言上(∇･(pvv･ Pl))芸. ∇･(V(E･P))妄]

-/d3r[(∇妄)･V(ppt p筈-E-P)･pv･(妄∇pト 芸･∇p]

ここで Gibbs-Dllllem 関係式

γ2

Ts=e-pp+P- Pす

を用 いる と,

写 /d3rFi(r)志 す

-/d3rv十 rs∇(妄)･f∇〃一芸∇p]
-/drr･ls∇T･p∇p-∇P]妄

さ らに､

sdT-pdp+dP

よ り

S∇T+p∇p-∇p-0

従 って､用 いて求め る結果 を得 る｡

次 に､DI･j(r,r/)を選 ぶ○密度 につ いて は散逸卿 まな いか ら

β〆(r,r′)-0
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ここで

と略記 した ｡

を考慮す ると､

∂2

∂2

i･=JL,rIL-I)･(I(

DpjL(r,r')

Iβ 〆(r,r′)

6S v

6j T'

6S 1

石~ テ

DkL(r,r')-
∂2

∂xn∂xL
r7T6(r-r')6kL

(仁 言仰 (r-1･,)･

D良E(r,r/)-
∂2

∂xn∂x:1

∂2

∂x'k∂xL
r]T6(1㌧ Ill),

77Tvk∂(r-r/)

((一言｡)TvLqr-r,)+
∂2

∂x'k∂xL
17TvLb(r-1･′),

Dkp(r,r/)-Dpk(r',r)-0
とおけば､

;/dr,Dkl(r,r,)a ･/dr,Dke(r,r,)a

I-)t･L

孟 ln(謡 +瓦 一言6kEdivv)+<6kLdivv)]

が得 られ る｡ これ は正 にNavier･･Stokes方程式 における粘性項で

あ る｡

さらに､

Deb(r,rl)-Dke(r,r/)

Dee(r,r')-
∂2

∂xn∂xL

- 382-
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∂2
+
∂xn∂xL

vLVLr]T6(r-r')+

∂2

∂alと∂xL

∂2

∂xk∂可

vkVLq6(r-r/)+

｢熱現象を扱う場の理論とその応用｣

vivL(ト 音n)T6([r-l･,)

∂2

∂症 ∂xL
vkVLr7T6(r-r′)

とお くと､

孟E+divlv(e･P)]+芸 人芸 (妄)-孟 (vkUik)

が得 られ る｡

これ よ り､揺 らぎを導入 した流体方程式 を

孟jk ･孟 (pvkVL)+芸 孟 JtL･Ilk(r,り

孟e･芸 lvk(e･P)]･芸 人芸 (妄)-芸 (vLqik)+Re(l･,i)
と表す と､FokkeトPlanck方程式 と矛盾 しないためには､

<Rた(r,i)RL(r',i/)>-2kBDkL(r,r')6(i-i/)

< Re(r,i)Re(r/,iJ)>-2Dse(r,r')6(レ il)

<Rk(r,i)Re(r',i/)>-2Dke(r,r')6(i-i')

となることが要請 され る｡

DkL(r,rl)-
∂2

∂ xiaX;[6t･j6kLq .帰 L((一言n)T･6iL6,諦叩 (rl･,)

とも表現で きるので､運動塁密度 jに対す る揺動力 Rk(r,i)を

Rk(r,i)-孟skE(r,i)

とお くことがで き､

< Sik(r,i)SjL(r',i/)>

-T帆 6kL+6iL6jk一言転6jL)Iut･k6,･L]6(rイ )6(i-t,)
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と仮定す ることに等 しい｡ Sik(r,i)は ｢揺動応 力｣ と呼ぶべ きも

のである｡

全 エネルギー に対す る揺動 力 は速度 Vに依存 し､ ガ リレー不

変性 を破 ってい るので､一見おか しく見 え るが､全 エネルギ-は

速度 の 自乗 の項 を もつか らガ リレー変換 で｡ の性質 を見 るため

には､全 エネルギー密度 に対す る方程式 を内部 エネルギー密度

に対す る式 に変換す る｡

粛 +diy(ev)･Pdivv+芸 濃 (妄)

∂e

話中 Re(r- vkRk(r,i)
となるか ら､内部 エネルギー に対す る揺動 力 は

Re(r,i)-Re(r,i)-vkRk(r,i)

となる｡ この分散 を

< Re(T,i)Re(r',i')>-2Dee(r,rI)∂(ま′-i)

とお くと

Dee(r,r')-Dee(r,r')-vk(r)Dke(r,r')

-Deb(r,r')yk(r')+vk(r)DkE(r,r')vL(r′)

∂2 ､,,,＼.m,av上r, ′､Å6(r-rl)+Tcr:jf 6(r-r')∂xn∂xLIV＼~~′■~Yり∂3;/＼~ ~′
これは

Re(r,i)≡-divq(r,i)･語 S,･i(r,i)
とおいて

< qk(r,i)qL(r',i/)>-2人6kL6(r-r/)

とお くことに対応す る｡つ ま り､qは揺動熟流であ る｡ 通常

人=JtT2

とお く｡ この と き､

芸 人芸 (妄)--K△T

rcは ｢熱伝導率 ｣ と呼ばれ る｡
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