
｢熱現象を扱う場の理論とその応用｣

測定に付随する情報量の熱撹乱による損失

阿部純義 ､鈴木徳一 (日大理工 ･物理)

非可換な物理量A,Bの測 定に対する Heisenbergの不確定性関係は､規格化された状態

再 >におけるAの測定値の偏差を△¢Aとすると､通常

･¢A･△¢B弓 l<打 [A,B] 再 , 上 (1)

と表されるが､交換関係 [A,B]がC一数でないときには 14･>を適当に選択することによ

り右辺を任意に小さくすることができる｡実際､ l¢>がAかBのどちらかの固有状態の場

合には右辺はゼロになる｡従って (1)式の型の不確定性関係は実際には現実的な意味をも

たない｡不確定性関係が量子力学の基本的な原理であることを考えると､このような弱点

はなんとしても修正されなければならない｡ここ数年間､情報理論的な量の考察にもとづ

くそのような研究が､幾人かの人々によって行なわれてきた｡[その主な成果 及び以下の

議論の詳紬 こついては､我々の最近の論文 S.AbeandN.Suzuki:PhyS.Rev.坦主(1990,

in press) とそこに挙げてある参考文献を参照 していただきたい｡ ]

Deutsch(1983)とl)artovi(1983)は､△4･Aなどの量の代わりに状態 再 ･>における A

の測定値の不確定さの測度として

SA[¢]= f<α [4,> l2 1r‖ <α l¢> f2,(Alα>-α lα>),(2)

で定義される情報エントロピ-を考え､和

U[A,B:少]=Ŝ[¢]+Slil4･], (3)

が､ 】¢>に依存 しない非ゼロの普遍的な下限をもつということを議論した｡すなわちこ

のような定式化は､通常の 日eisenberg型の不確定性関係(1)よりも強い関係式を与えるの

である｡このようにして得られる新しい不確定性関係を情報エントロピ一一的不確定性関係

とよぶ｡ なお､(2)式の畳は通常の量子論的な演算子の期待値という形をしておらず､表

示に依存する最であることに注意する｡
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正準共役な観測可能量の組に対 しては(1)式に上述のような問題はない｡ 一方､対応

する(2)式は位置Xと運動量Pの場合､

U[x,P:4･]≧1+ 1n7t, (4)

と表されることが既に以前から知られていた(Bialynicki-BirulaandMycielski,1975)a

ここでは､測定の対象系が混合状態にある場合のエントロピーtの鹿加､すなわち情報

量の損失はどの程度であるかを議論する｡ 一般の開放系に対 しては(4)式のような明確な

結果は得られていない｡そこで最も単純な場合として､環境と温度T(=1/β)で熱平衡状態

にある粒子のXとPの測定について考えることにする｡

熱平衡状態にある量子系を取 り扱うためには TakahashiとUmezawa(1975)の thermo

Fielddynamics(TFD)の形式を用いるのが便利であるOTFDのひとつの特徴は状態ベクト

ルの属する空間が､対象系の Ililbert空間〃と架空のtilde空間Fltの横 FI㊨[78こなること

である (Ojima,1981)｡ 従って､一般の熱的状態 ‖わ,少～;β>から自然に作られる確率密

度 1<α,&f中,少～;β>I2 (表示の基底 ]α,,&>は A,Aの固有状態)を直ちに物理的

な塵と見なすことはできない｡ 物理的な確率密度は JJ部分の トレースをとることによっ

て得られる簡約化された確率密度

p.i(a)=
5こ7_

L<α,占日 中 ,4～;β>12,

である｡ このとき(2)式に対応する有限温度での情報エントロピ一一は

S∧[少,¢ ;β ] = p,く(α)Inp.i( (2),

で与えられる｡

我々の 目的は与えられたβにおいて汎関数

U[x,p:中,4･～;β]=Sx[少,少;β]iS.,[中,♂;β],

(5)

(6)

(7)

の停留値を求めることである｡ここでは変分法によるアブローーーチを試みることにするo

我々が注 目している系は､あくまでも簡約化された物理的な系であることに改めて注

意する｡ 従って､汎関数Uの与えられた βでの最小値は､この部分系内で決定されなけれ
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ばならない｡この事情は変分の操作のなかに次のように反映される :

‖み,中～;β>- ‖み,4～;β>+ 6日 ,4･～;β>, (8)

ただし､eと∈はそれぞれ無限小変分パラメ一一一ターとJI成分の任意の変形を表 している｡

この操作によって規格化された熱的状態 f中,4･～;β>に関する汎関数Uは

U[x,㍗:中,4･～;β]- U[X,P:少,声;β]+ e ｢ 十 〇(C2),

ド≡[/dxp･<(x)1npIく(x)+ /dpp･{(p)1npR(p).]<少,4～;β ‖∴ 4～,･β>

一一∬ dxd支 1np .～(x)<少,4～'β Ix,x～><x,x～日 ,4～;β>

--N dfAp～Inplく(p)<少,4-;βぎp,～p><p,p～日 ,4～'β>,

(9)

(10)

のように変分をうける｡

停留値の条件を与える方程式 ｢=0の一般解 を求めるのは困難である｡ しかしここで情

報エントロピーが不確定性のひとつの測度であること､Tニ0の純粋状態の場合には調和振

動子のコヒーレン ト状態が Ileisenbergの不確定性 △X･△Pに対して 最小値1/2を与える

ことなどを考慮するならば､ TFDにおけるコヒーレン ト状態 (Mann,Revzen,Nakamura,

UrnezawaandYalnanaka,1989)について調べるのが妥当であろう｡

熱的真空をT=0でのFock真空 f0,6>を用いて､

10(β)> = e~ìlTIO,0>, .-iG(β)= 0(β)(al豆十一豆a), (日)

cosh O ( β ) = [ 1 -exp (- β W )]~ 1/ 2 , (12)

と表すとき(Wは調和振動子の振動数)､熱的コヒーレン ト状態(TCS)は Bogoliubov変換さ

れた消滅演算子

a(β)= e-ì;a e.'; =acoshO(β)一夏十sinhO(β),

豆(β)-e-ì;豆eì】=豆coshO(β)-a+sinhO(β),
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の固有状態として

巨 /.,云;β> =exp[za' (β ) - Z*a(β) 十 三 *豆+ (β ) 一三五(β)]FO(β)>, (14)

a(β)lz,≡;β> =zlz,～Z;β>, 豆(β)lz,云;β> =芸事lz,乞;β>, (15)

のように定義される｡ただし (15)の第二式で固有値が共役複素数になっているのは､TFD

のもつ tilde共役別による｡

TCSからの変分(8)を計算することにより､｢'-'̀:S=0及び

U[X,P:Z/Z;β ] - i 1 ln7t + 1nl cosh20(β ) ] i 0 ( C 2), (16)

を示すことができる.従って､熱的な情報エントロピーー--の不確定性関係

U[x,p:4･, ネ ;β ] ≧ 1 + 1n7t † 1n[cosh2 0 (β)], (17)

が得られる｡右辺の第三項は与えられた温度での熱控乱による情報量の損失の最′ト値を与

えている｡

最後に(17)式から T‡0でのIIeisenbergの不確定性関係が導かれることを簡単に示す｡

固定された偏差 <(X-<X>)2>=(△x)2 (< ･>はpzく(x)/<中,4万;β14･,中～;β>に

よる期待値)を与える関数のうち凸 汎関数Sxを最大にするものを求めたい｡このことは､

Lagrange乗数えをもつ汎関数

◎[中,4～;β]=Sx[少,4～;β]一入[<(X-<Ⅹ>)2>-(△x)2], (18)

で特徴づけられる条件つき変分問題 を解 くことに等しい｡◎に対して 再び変分操作(8)を

ほどこすことにより､エントロピーの最大値

sxrr･･-[4,6;β]= 去1nl2花e(△X)2],

が得られるoこれは､不等式

s xl4,4～'β ] ≦ 去-1nl2花e (△ X)2] ･
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を意味する｡同様の議論を運動量Pに対して行なえば､

S･,lQ,4～;β]弓 1nl2花e(△P)2],

が導かれるo更に､(20)及び(21)式を組合せることにより､

2 (△P) 2 ≧ exp (一十 1n7日 2S l一[少, 4～ ;β ])

≧ exp(1+inn +21n[cosh20 ( β ) ] -2S x [少,少～; β ])

･喜cosI1220(β)･(△X)-2･

なる関係式が成立することが分かる｡従って､T≠0でのHeisenbergの不確定性関係

･x･△p≧一言cosh20(β),

(21)

(22)

(23)

が得られる｡ただし､(22)式の二番目の不等式において(17)式を用いているが､このこと

から情報エントロピ一一の不確定性関係の方がHeisenberg型の不確定性関係よりも強い関係

式であることが分かる｡
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