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J(α)の臨界 レジー ムとカオスレジームのクロスオーバー

九大理,九州共立大^ 富永広乱 森 肇^

周期倍化のカスケー ドによるカオス発生点a仲の直後e≡la-a00t/a仰≪ 1では､ア トラクター

は多数(〟=2'"個)のバ ン ドか らなる｡バ ン ド間の軌道点 の分布 とバ ン ド内の軌道点の分布は異

なるタイプの自己相似性を示 し､異なった多重 フラクタルスペ ク トル (∫(α)スペク トル)を与え

る｡ バ ン ド間の自己相似性は､カオス発生前 の周期軌道 の自己相似性 と同 じ相似性を持 ち､バ

ン ドの数が増 え るにつれて､亡=0におけるRigenbaumア トラクターの スペ ク トルノ00(α)に近づ

く｡バ ン ド内の自己相似性 は､カオス運動を反映 した/(α)スペク トルを与 える｡

ここで､f(α)スペク トルを導入 してお く.ア トラクター上の 1点 Xにおける測度px())(tは､X

を中心 としたboxのsize)は､Jに対 して､px(I)～tO(X;I)とスケー リングされ るOここで､α(X;t)は､

Xの周 りの特異性を表 し､特異点指数 と呼ばれる｡αのア トラクター上での分布を考える.αの確

率密度P(α;I)は､

P(α;I)≡<6(α(X;I)-α)>=Lα~J(a)p(6;I) (a:α(X;I)の平均値)

ここで､J(α)は､α(∫;り=αとなる点 ∬の集合のフラクタル次元を表す｡

分配関数x(q,I)を次のよ うに導入す る｡

x(q,I)≡<px(I)V-I>～
/

dcrP(6;I)]αVIJ(a)

ここで､x(q,I)～FT(9)とスケー リングされ るとして､T(q)を導入す ると､Legendre変換 よ り､

J(α)=crq-T(q),α(q)=dT(q)/dq

とな り､I(α)スペク トルは､x(q,I)とtのlog-logプロットか ら､T(q),α(q)を通 して得 られる.

始 めに､典型的 1次元離散力学系 と して､logistic写像(Ti+1=a-3?)を考える｡

さて､上述の 2種類 の自己相似性 を捉えるために､特性長 として､バ ン ド間については､バ

ン ド間距離の最小値t.∝ev,(.,≡logα2pD/logS=1.190732･･･)を､バ ン ド内 については､J<ン ドサイ

ズの最小値 tb∝fyをとり､臨界 レジームJ>t.(バ ン ド間)とカオス レジー ムJ<tb(バ ン ド内)で､

各々､T(q), α(q)を求め､J(α)スペク トルを計算す る｡(図 1に､ EとI.及 びtさのlog-logプロットを

示すo図内の実線及 び点線 は､各々J.,tbについて､最小二乗法 により求 めた ものである｡)

理論的 には､臨界 レジームZ>t.(バ ン ド間)は､Feigenbaumア トラクターのスペ ク トル/C.(α)

で与 え られ､カオ ス レジー ムJ<tb(バ ン ド内)は､logistic写像 の場 合 ､写像 の開放形 に見 られ

る2次性が､可算無限個 (ア トラクター上で測 度 0)の､α=1/2の点 の集合を与 えるだけで､

その他 の点 に は､特異性 は無 く(α= 1)､ア トラクター上で測 度 1の集 合 を作って いるので､

I.(α)=2α-1,(1≧α≧1/2),=-∞,(otherwise)で与えられることが期待 され る.図 2,図 3に､その

数値実験を示す(ただ しE=0.95×10-3,バ ン ド数 16)o図 2は分配関数 x(q=4,I)についてlogl｡XVS

log10tを示 した もので､logl｡tと-2.40の前後で､カオスレジームt<tbか ら臨界 レジームL>t.へク

ロスオーバーす る｡図 3の左側 は臨界 レジームのJ(α)を､右側はカオスレジームのJ(α)を示す｡

臨界 レジームは､バ ン ドの数が 16と小 さいため､カオスレジームは､Iterationの数が不十分なた

め､これ らの曲線 はそれぞれ上述 の理論曲線か らかな りずれているが､2つの異質な レジーム

があ ることを示す には十分であろう｡最近 ､/(α)スペク トルの実験 が カオ ス発生点 の前後で行

われ るよ うにな り､ 1),2)このよ うな､2つの/(α)スペク トル も得 られている｡ 1)

次 に､高次元系の場合を考 える｡周期倍化のカオス発生 に関 して は､高次元の場合 も､1次

元写像 と同 じ普遍性を持つ ことが知 られている｡よって､/(α)スペク トルは､臨界 レジームにつ

いて は､先 のノふ(α)を与 える｡ところが､バ ン ド内のカオスについては､高次元の効果が入って

きて､一般 に､ム(α)=2α-1を与 えない｡しか し､バ ン ド数〟 - ∞ で､J.(α)に近づ くことは期

待で きる｡
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これを､簡単な 2次元写像の､Henon写像 (ci+1=1-aT?+byi, y,･+l= C.･; b=0.5)を例に取っ

て調べる｡図 4がその数値実験の結果である｡上か ら､〟=2,4,8′ヾ ン ドに対応す る｡これは､

定性的な結果であって､定量的に､バ ン ド数〟によるスケー リング則まで､得ようとすると膨大

な計算量を必要 とす る｡そこで､ここでは､粗祝化 された軌道拡大率の揺 らぎのスペク トル少(A)

及び､そのLegendre変換により得 られる◎(q),A(q),q(q)の構造関数 と､f(α)スペ ク トルの間に

成立する関係式3･4)を用 いて､M -∞で､I.(α)にどのよ うに近づ くかを､理論的に考察す る｡こ

こでは､スペー スがないので､少(A)等の定義は､参考文献 3)を見て戴 くとして省略する｡

安定多様体 と不安定多様体が交差 した双曲点構造が､カオスに特徴的な軌道不安定性を与

えるが､Henon写像の様な系では､それ とは別に安定､不安定多様体が接する接点構造を持つ.

これは､f(α)及び少(A)スペク トルに､双曲相､非双曲相の 2つの相を与える｡

j(α)の双曲相 は､少(A)の双曲相を用 いて､

α=1+A/(A+R),I(α)=α-(2-α)4(A)/R, (R=lloglJ日,J=b(Jacob･'an))

と書ける3,4)Oまた､双曲相から､非双曲相へは､

f(α)=3+(α-2)q̂, (α̂ (双曲相)>α>α'̂(非双曲相))

ここで､

q̂ =2+申(2)/R, α̂ =1+A(2)/(A(2)+R),αL=(2α̂ -1)α̂ /(1+α̂ )

と傾 きq̂の直線で書ける4).

これらの式で､A(q)=M~lc(q), 4･(A)=M-1¢(M )̂を仮定する｡く図 5に､A(1)と亡のlog-logプ

ロットを示 した｡M ∝ E-loBS/log2より､<∝ M ~log2/Ioge=M -0･朋98'''となり､これは､上の仮定を満た

している｡)双曲柑 (α̂ も含む)で､M(α-1)/(2-α)=consi･の線群を考えると､M - ∞ に対 し､

αだ1+consi./M,I(α)だ1+(consi･-i(consi･))/M

となり､また､これか ら､非双曲相は､

er'̂eI/2+C'/M,I(cr'̂)20+a"/M

となり､〟 -00 で､J(α)-ん(α)が得 られる｡

図6に､上から〟 =4,8,16,32,64の場合の計算結果を示す｡〟が大きくなるにつれて､ム(α)=2α-1

に近づ くのがわかる｡
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