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1.始めに

保存系がカオス状態に移項する原因は,摂動による一価解析的な積分面の破壊つまり大

域的に系を統制する不変集合の不在という,否定的やり方で説明されてきた｡

例えばPoincar6は周期解の回りでHamilton系

H-Ho(p)+pH.(p,q)+FL2H2(p,q)+･･･

が摂動パラメーターFLに解析的に依存する一価の第一積分をH以外に持たないことを示

しこれがカオス状態つまり非可積分系に対する基本的な思考の手がかりとなっている｡ し

かし3体問題などの相似不変 Hamilton系では定義域を衝突解の回りに制限するとほとん

どいつでも第一積分が十分に存在することがいえる｡ この存在は数論的でありFLに対する

摂動論ではとらえられない｡さらにFLに対するこれの積分面の構造の変化が複雑な運動を

生み出しているということまで主張できる｡ 厳密な定義はあとにおくとしてもこの積分を

中城的積分と呼ぶことにしよう｡ ここでは非等方 Kepler問題を例にとり中城的積分を利

用してカオスの解析を行う｡

2.中城的積分

点 x-(xl,･･･Xn),tに対し

go(ェ,i)-(Oelxl, ee2x2,･･･,et)(0≠e£∈Q)

という変換 goを相似変換と呼び,ge不変な力学系意 -A(I)-Oを相似不変系と呼ぶ｡ こ

の系が特解 L;

L(i)-(cltel,-,cnten)(cl∈R)をもつ場合のみを考える｡相似不変系の第一積分¢がgo不

変な定義域 Dをもつとき¢を中城的積分と呼ぶ｡一般にDは非有界な領域であり,D上

の積分はgo¢- 0-r¢という性質をもつようにとれることがわかっている｡ この¢につい

て次の定理がなりたつ｡

定理 (1991,石井)｡ガ をHamiltonian,人をそのフローとしたとき
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goH -O-rH

とおく,Kの固有値をKovalevskajaExponent(-:KE)と呼ぶ｡Kは対角化可能であ

るとする｡ - 1を除くKEに対 しrH以外は非共鳴,つまりri∈KEのときrl-r2m2+

r3m3+･･･+rnmnをみたす正の整数の組 m2,-,mnで m2十m,+･･･+mn>1をみた

すものが存在 しない (r1-- 1とした)なら,ほとんどすべての riに対し系はLの

回 りで 中城 的 積 分 ¢2(I), , Qn(I)を も ち こ れ ら は gO軌- Olr婚 t, rank

-n-1をみたすようにとれる｡

KEは系がL上で非退化可積分のとき整数値をとることがわかっている｡またいくつかの

系ではKEが虚部をもつときにカオス状の運動が数値計算により観測されたり,複素 t面

上の解がフラクタルな自然境界をもつことが知られている｡

KEが虚部をもつときいったい何が起っているのか?ここで,定理が系のもつパラメー

ターFLのほとんどすべての値に対 し中城的積分の存在を保障することを利用してr2-a+

iβ,r,- α-iβ(β≠ 0)の ときに積分面が どうなってい るのか考察 しよう｡

ge¢l-O-rl¢戸 をみたすので軋 -Q.+¢2,¢_-i(¢,-¢,)とおくと

gelSI]-O-aR(-βloge,[:I]
となることがわかる.ここで Rは2次元の回転行列とした.つまりこのとき中城上で積

分面はねじれていてβ--,0の所でそのねじれは集積しているのだ｡

3.非等方 Kepler問題

Hamiltonianが

H-喜(pp2+q2)-

である非等方Kepler問題を考えるのだが〝-1のとき系は角運動量が保有する可積分系

(2体問題)なので〃>1の場合だけを見ればよい｡まず系は変換

gO(I,g,P,q,i)-(C2/33 ,02/3y,ell/3p,e-I/3q,et)

で不変で特解

L.-(0,(;)1'3t2/3,0,i(;)1'3t-1,3),L2-((% )1'3t2,3,0,i(% )1'3tl1,3,0)
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をもつ相似不変系である｡ L.,L2は2体衝突を表している｡前の考察から中城的積分面の

構造はKEを調べるだけでわかる｡ gOH- e~2/3H だからrH-2/3. Llの回りのKEは-

1,2/3(- rH),
-1±ノ1-8(FL-1)

となり最後の2つを r2,,とおくとr2,r,は r2,r,,rH

に対 しほとんどすべてのILについて非共鳴で,定理よりge¢2,3- er2,3¢2,,をみたす L.の回

りの中城的積分が存在する｡ 言<pのとき r2,｡の虚部が表れる. L2の回りの-1とrHを除

くKEは同様にして r2,3-
-1±ノ1-8(Fl1Tl)

となりほとんどすべてのFLについて非共鳴

で,L2の回りの中城的積分¢'2,｡が存在するが1<FLのとき虚部をもたない｡

ここで積分の定義域と積分面をみてみよう｡ まず go不変なLiの回りの中城は図 1の

Liをとり囲む部分である｡

L2の回りでは1<pより図2のような積分面が存在する｡ Llの回りでは1<p<言のとき図

2の積分面で言<〃のとき
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虚部が表れるから図 3のように面がねじれてしまう｡ ♂- 0のときねじれが集積する｡ 以

上をまとめる｡〃<言のときLl, L2の回りにはねじれのない中城的積分面が存在してお

り,数値計算でも通常の振るまいを示すことが知られている｡ 言<pのとき図4の L2の回

りの中城はねじれがなくL.の中城はねじれた積分面が存在する｡ 図中の曲線部分は数値

計算の結果で運動はカオス的であることが知られている｡このとき積分面はねじれの有る

領域とない領域がなんらかの状態でつながっているので複雑になっている｡〃<0の場合,

運動は有界となりLlの回りを何度も通過することがカオスを生み出していると考えられ

る｡

以上の考察は非等方 Kepler問題に限らず定理の前提をみたLKEに虚部をもつものに

対 して一般に成 り立つ｡
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