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6. 反復法の物理的解釈
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例 差分式
差分近似 した式か ら.x i(i=1,2,3‥.,∩)を求める
( x i.1- 2 x i+ Ⅹト1)/△t2= c x i を変形 して
X i= (Ⅹ i.1+ x,ト1)/ (△t2C + 2 )
この式 を使ってX lを次々に求めていく

反復法

ここで､簡単な例 と して､ 次のような2点境界値問題
__dLXヲ_
dt2 = cx (C:定数)

t=O x = 0 . t.=i x=1
を考える｡ ①を差分近似 して

Ⅹ い 1- 2 Ⅹ 1+ Ⅹ ト f

△t2 c x j ②

さて､ この②式を使 い色々な Cの値に対する解を反復法で求めていく｡ 解析解は全ての
C.で求めることができるのに対 して近似解は C<-27､ C>-9のときには正 しく収束
し､ 一g≧C≧-2'7のときには発散 して しまう. またCの絶対値が大 きいほど収束が早
くなるO これ らの収束の過程を調べるために確率分布を用いて考えて'い く｡

(2)準備

こ こ で ､ 普 - 祭 を満たすようなVを考える.

｢ポテンシャル (のようなもの)VJの働 く空間の中で †X lX1, x 2, Ⅹ 3, . XNl
の組が とる確率は､

p (Ⅹ) = Z~lexp [∑ t - (x i- x ト 1) 2

2 At
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- AiV(X i) )]

Z:規格化定数
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と考えられ る｡ 各点は､ 確率 pがより大きくなるような状態 に動いていくと考える｡

(3)考察
この確率分布 p rⅩ)がパラメーターCによって どのように変化 していくか調べてみたo
ここで､ Xのいろいろな組を ｢状態 ｣ と呼ぶとする｡ 差分式で反復を行なうと､ 一つ一つ
のプロセスで､ より確率の大きな ｢状態｣ に動いていく｡ 図 1､ 図2は横軸はⅩ 1･ x2､
縦軸は確率密度である｡

図 l

c>-9,C<-27の範囲では､ 分布の形は図 1のようになるo r状態 ｣ はただ一つ
の山の頂点 に向か?Iて移動 して…い くO したがって､ ただ一つの解 に収束すると_*え られるO

図 2

一万､ -9≧C≧-27の範囲では確率の大きい点は2つ存在する｡ (図2)したがって､
初期値によってどち らかの山の頂点を目指 して､解は発散す る｡

(4)物理的解釈
この考え方を物理的に解釈
の中で単位質丑の物体 を運動
はより確率の大きい状態に移
程式の解となっている｡
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もっと複雑な分布関数の形を調べることによって､ 反復解が複数ある場合の様子を調べ
ることもできる｡

*1 このポテンシャルVは実際の物理のポテンシャルと符号が適うが､ ここでは
程符の方向は考慮 していないので負号を付けな くても問題はない｡
もし､実際の物理ポテンシャルを考えるとすると･確率が最大になる接辞は
作用が最小になっているC (最小作用の原理)

(5)応用
この反復では､ Cの絶対値が小さいほど収束が遅い｡ もし､ 解の収束条件として相対誤
差をとると､解に近づ くスピー ドが遅いので計算機は収束 したと判断 して途中で計算を止
めて しまう｡ いままで､ 微分方程式の反復法の収束条件 としては相対的な判断 しかできな
かったが先ほどの確率 pを用いると､収束 したかどうかの判断が絶対的にできる｡
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