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WeberFechner別 の一般化

東北大工 原 啓明

生体 における刺激 岬)と感覚量 (S)の問題は, Weber(lt]34)と Fechner(.1[沌t二J)に

よる経験則 (WF一別巨 S-¢岬)-たlog¢LLtと･:定数;tをっかって解析されている｡ しかし

この経験則だけで 中 と S との関係を記述することは困難である｡ StevellS('lt･:･Irl16)

は WF 別の対数関数に代わ るもの として ,べ き関数の経験則 (S則 )を提案 している｡

現在,実験心理学ではこの両法則が事象に応 じて別々に適用されている1)0

本講演では生体 システムを構成する要素に関 してスケーリング則を仮定 し,統一的立場

で ¢ と S との関係を以下の手順 (Ⅰ, Ⅱ,Ⅲ)で一般化する｡
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図1生体 システムの入出力部

すなわち,

〔Ⅰ巨 システム構造は スケーリング則を満たす関数Fで規定 されると考え,S-¢(¢)

の関係を¢(@)[-¢oF(¢)] と一般化する.

(Ⅱ巨¢ をシステムに関する状態変数 とみて,システム構成の要素数 と領域 (体積)

を導入 し,スケー リング因子 β の意味と 中 と S の関係を具体的に調べる0

(Ⅲ):¢は位置 (･T),時間(日の関数であると考えて,¢(X,日 を Fokker-Planck
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の方程式の解で規定する｡ さらに 解に含まれるパラメターを局所座標とする

2次元多様体を導入 し,動的スケーリング因子 β を 2次元曲面の性質から導

出する｡

まず (I)において システムは二つの部分,入力部と出力部か ら構成されていると考える

(図 1 参照). 入出力部 (IP と OP)間に写像 F を導入すると,感覚量は形式的に

S-¢〔¢〕[-¢oF(ゆ〕] と拡張 された形で表される.F は 刺激 ¢ にシステム構造の活性

化 されたパターンを規定する関数である｡

F(¢+d¢)=[1+R(¢)d¢]F(刺 (1)

A(¢l)は刺激の強さ 中に応答する割合を表す関数 であるO

応答関数 R(¢)杏,スケーリング則 (因子 D-log(工/log a:Fractal次元.)で規定

す ると,S-¢'(¢)は具体的に

S-石可 芸 o;㍗ -:二;:-::;
1+∂

(2)

で与えられる｡k｡,ZfQは定数であるO

したがって,スケー リング則で活性化 された構成要素のパターンによって 学習 ･記憶が保

持 されるものと考えると,最近行われたヒヨコの脳の一部を損傷 し,回避 トレーニングによ

って記憶 (学習)の保持を調べた実験事実2)が旨く説明される｡

つ ぎの取扱 (Ⅱ)では,システムの領域 (体積 Ⅴ)が Ⅳ個のクラスターで構成された体系

であると考え,¢ はシステムに関する状態変数であるとみなす｡ すなわち,システムの状

態 は刺激に応答 し活性化 されたシステムの領域 (体積 Ir),スケーリング因子 〔D)と感覚

量 (S)によって規定 されるものとする｡このとき,クラスタ-間の相関を考えると図2で示

した刺激一感覚量 (応答〕図が得 られる｡

図 2で S-S-Sc,¢-(Pl'Dト V-1(- xl+DN-YH'D】g+D),x は正の定数,γ >0 は興

奮型,7'<0 は抑制型の定数である｡また O-Xl'D/1十D,ec は刺激一感覚量 (応割 曲線

の臨界点である｡図 2では,従来の WF 別と S別に相当す る関係式が e>eL, (状態

G) の曲線で得 られる刺激一感覚量 (.応答)曲線として求められる. e<ec(状態 L)にお
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いては,刺激一感覚量 (応答)の関係に特異性が予想される｡

O も 義 手(=4'oJv~一)

図 2 生体の刺激一感覚量 〔応答)図

最後に(Ⅲ)を実行するために,¢ をシステム構成要素の位置 (幻 と時間 (t･)に依存する

局所的な量であるとみなし,¢(X,i)は Fokker-Planck(FP)方程式の解 W(x,り に

N(数値)倍された量であると考える｡ このとき WF 別 と S 別はそれぞれ(log･a'･畑 .

i)-)I(x,t)( 尤度関数 )と′′拡張された′′尤度関数 :S[W](-Sll(x,t)])の形で

表される｡

S[W]の関数形を求めるために,FP方程式の解に含まれる2個のパラメタ- (平均値,分

敬)を局所座標 ei(i-1.2)･とする 2次元多様体 M (-(･LL冊 .eD;,JJ･･,(.t･,0)≡ tilt.1･.

り 〉)を導入すると,M には Amariの α接続3)によって幾何学構造が導入できる.つ

まり接続係数 r(a)13･k は

r(a)iJ･k (el)-<V8-(a ) ∂]= x･e);∂k‖ x ･e)>
(3)

で与えられるo V81(.a)♂)･は αで特徴づけられた eilこ沿った e3'の共役微分を表すo

内積 (A‥B)は期待値 ElA(x)B(x)]-JA(I)8(x)W (x･e)dx で定義 された数値,

(∂iL:∂3･L)は計量テンソル giJ･(a)である｡

関数 A(x)の集合 : T(1)- (A(xH_Ai∂乞L(x,a):日 x,a)(-log w(x,a)))を考え

ると,T の要素であるA(x)の期待値 は E[A(.13:l]- 0 となる｡
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多様体 朋 か ら新 しい M に確率変数を変換するとき,距離と接続で規定 された幾何学構造

が共形となる要請 ;

<A;B>-C･onst.<A:B>a L'.距離:[ (4)

<∇(a)JiB;C> -const･.<∇(a)Jia;C>a .:接続) (5)

を置 く｡ ここで α期待値 :< >a は L匝.a)を S[J,JI71で置換 した集合 T(1)の要素

.4(x),8(可 に関する期待値,

･A;a,α-JA(x)a(1･)[W(a:･e)]adx

によって定義 される｡

要請 (4日 5) から S[･W]の関数形は

Slx]-

2

1-α

1-α

W 2 (.α ≠1)

logw Lα-1)

と決定され,α と β の間には次の関係式が成立する ;

1-α

2
= 1+ D

(6)

(7〕

は )

結果 (7)と(8)は,関係式 'LE･.(.a?,i)-¢(X,t･)/'N (規格化因子)に注意すると,局所的表

現による(2) の再定式化になっている｡

Dを Tでパ ラメター化 した動的スケ リーング因子 D(で) に拡張 した場合,関係式 〔8)は

α をα(T)に置換 した同様な関係式 によって決定 されることが分かる｡ このとき,Mは

2+1次元の多様体,β(T)は 2+1次元曲面を特徴づける α〔T)接続 として理解される｡ す

なわも,¢ と S との関係式は a(7)接続によって

S(;tT,t'1-S｡(TJ+
良.P.]

1+∂(TJ
[即 x,I,)]1十D(て)
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と表される｡ ここで,S｡〔T)- -(k･｡Rc/1十D(丁目61十Dtr)..) である｡

結局,要請 (4日5)により S の汎関数形は べき関数 (1十D(T)≠0)と対数関数 日.9)

の極限:1+D(T)-0)で決定される.また スケリーング因子 D(丁目 >〔日には α(T〕接続

(く0)が対応 していることが分かる｡

ところで .記憶 ･学習をシステムの構成要素がスケーリング則 で活性化されたパ ターン

として保持 されたものと考えれば,以上の議論から生体 システムが行う情報処理の問題は

2+1次元曲面の性質に還元される｡ この意味で,刺激一応答の関係が行動 レベルに現れる

動物の摂食行動の問題は重要である4)｡ また Riemann-Liouville積分5)による非整

数回微積分の定義式を 入出力関係を規定するマシーンとしてみると,非整数回を表すイン

ヂ-･yクスを α 接続と関係ずけることができるO また,地震の問題において,本稿の立場で

地殻を複雑なシステム構成であるとみると,断層破壊における 1ノ了β (β ,1) のスペクト

ル 解析も)は パラメター空間の曲面を規定するスケ-リング因子を知る一つの有力な手段と

なるであろう｡
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