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1.はじめに

ランダム行列1-3)M -[Mii]とは各要素がランダム変数であるようなNxN
正方行列で､要素 は統計分布関数 P(M)dM に従って分布する. M がハ ミ

ル トニアンの表現行列であるときに､固有値統計を考える｡ 行列 〟 はエ

ル ミー トなので､その固有値 xiは実数である｡ P(M)の形看

p(M)dM -e-Trf(M)dM

に限ると固有値の分布関数 としては

(1)

〟 .〟
P(xl,･･･,XN)dxl- ･dxN-rl e - I(Si)rI巨 -̀x,･ lβ dx l - ･dxN (2)

i=1 i<3'
が得 られるoパラメタ- βは M が表現する- ミル トニアン H の対称性に

依存 し以下のように定められる｡

(1)ガが時間反転､空間回転について対称

- 〟 は実対称行列

- β-10

(2)ガが奇 スピン､時間反転対称､空間対称性な し

- 〟 は自己双対四元数行列

- β-40
(3)ガに時間反転対称性なし

- 〟 は一般のエル ミー ト行列

- β-20

従って､β-1/kBTとして､次のハ ミル トニアンhについての一次元古典統

計力学を考えれば良いことになる｡

.〟 .〟

h-∑V(xi)-∑ log巨.･-xjl･i=1 i<3'

興味のある物理量は分配関数

lZ0--〃!e~βhdxl･･･dxN
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と相関関数

Zk(xl,-,Xk)- e-βhdxh+1-･dxN (5)

である｡ このような- ミル トニアンの固有値統計 (準位統計)の理論は

(1)複雑な原子核 の高い励起状態

(2)遅い核反応

(3)金属微粒子の電子比熱､ス ピン常磁性

などの物理 に適用 される3)0

2.古典直交多項式 に関連 した ランダム行列 ア ンサ ンブル

次のよ うな一体 ポテンシャル V(x)を もつ一次元古典統計力学の分配関数

(β>0) と相関関数 (β-1,2,4)がすべて計算で きる｡

(1)Jacobiア ンサ ンブル

V(a)- -alog(1-x)-blog(1+'a:), -1< a;<1,
= 00)

(2)Legendreアンサ ンブル

V(x)-0, -1< x < 1,
- ∞, oiherwise.

(3)Gaussianア ンサ ンブル

V(I)-筈,-∞<x<∞･

(4)Laguerreアンサ ンブル

otherwise. (6)

(7)

(8)

V(x)- -alogx+I, 0<x<∞,
- ∝), oiherwise. (9)

これ らのア ンサ ンブルはそれぞれ次のような古典直交多項式4)に関連 してい

る｡

(1)Jacobi多項式

曾p)(x)≡ 1 (-1)n
(1-3)A(1+x)p 2nn!芸 ((1- )n･̂ (1+〟+pl, (10)
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/_llPiA･p'(x)曾 p'(x)(1-x)A(1+a)Pdx-2大仰 1
r(A+1)r(Fl+1)
r(A+p+2)

(2)Legendre多項式 Pio,o)(x).
(3)Hermite多項式

Hn(I)≡ (-1)nex2芸(e-x2),･

蔦H-(x)Hn(x)e-32dx-Jx2nn!6-n･

(4)Laguerre多項式

L(n"(x)≡憲 芸(e-3xn･入),

/.∞LL"(捕 )(x)xAe-∬dx-
r(n+A+1)
r(n+1)vmn

3.自由エネルギーの評価

以下では Jacobiア ンサ ンブルを例にとり説明する｡

(1)Selbergの積分5)

次のような積分公式が知 られている｡

S(a,a,C,N,≡ ;/.1･-施 :-1

京 口

∂

6mn.(ll)

〟

(1-xi)b~lrI巨 i- a,.I2cdxl･- dxN
t'<Jl

1Nillr(1+C+jc)r(a+jc)r(b+jc)

N!:=lor(1+C)r(a+b+(N+i-1)C)'

Rea,0,Reb,0,Rec,--in(去,鎧 ,是 を)･

これか ら容易 に Jacobiア ンサ ンブルの分配関数が導かれ る｡

･0-品/_11 ･･･/_ ll.51(ト 刷 1.

2甲 +N(aβ+bP+1)

〃!

(16)

.〟

xi)bβnIxi- Xjlβdxl･･･dxN
iくJ

響)T(aβ+普+1)r(bP十掌+1)

普)r(aβ+bP+2+包空也出)2
(17)
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(2)熱力学的極限 Ⅳ- ∞
ハ ミル トニア ン hか ら- ミル トニア ンの最小値 hminを引いて計算す ると

N- ∞ の自由エネルギーが評価で きるo 実は hminを甲たす配置 txilは

Jacobi多項式 PL2a-1･2b-1)(I)の零点 †3,9)になる4)O

(3)自由エネルギー

粒子当た りの自由エネルギーは､結局

- 1im
JⅣ-loo

- 1im
.〟-∝) logf

h logi/e-β̀h-h-in'dxl･-dxNl

1. , N!Io

βN▲VaLnr=1(1-xP)aβ(1+xP)bPnr<,周 一引 β

-Slog(芸)+;(1-log(蛋))+吉log r(誓･1)
(18)

になる｡

同様に して古典直交多項耳に関連 したすべてのアンサ ンブルについて粒子

当たりの自由エネルギ-紘

F-;(1-log(誓))+去log r(誓･1ト 去C (19)

の形を とることがわかる6)0 Cは βに依存 しない定数である｡

4.相関関数の評価

行列のアンサ ンブルに対応 しているβ-1,2,4においては一般的な相関関

数の評価法 として Dysonの四元数行列法が知 られ る7)｡ これは β-2で

はそれぞれのア ンサ ンブルに関連 した直交多項式､.β-1,4では歪直交多項

式を用いて相関関数を表す ものである｡古典直交多項式 に関連 したア ンサ ン

ブルに対 しては これ らの多項式の表式が書 き下せそこか ら相関関数が評価で

きる8)0
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