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セッション ｢無限粒子系の物理と数学｣について

東大理物理 香取真理 (世話人)

1 は じめ に

初 日午後の後半のセッションについて､以下 に IntrodllCtionとしてい くつかのコメン

トを したいと思 う｡

プログラムを見て分るように､本研究会の話題は､狭い意味での物性物理学の分野を越

え､生物学､心理学､工学､地球科学 にまで及んでいる｡このように､研究分野は異なっ

ているが､興味の対象 となっている現象 あるいはそれに対するモデルにおいて､素過程

における非可逆性 と､系が非線形な相互作用を持つ多体 システムであることが重要であ

るという点で は共通 していると考え られ る｡ このような認識のもとに､ これ らを ｢非可

逆な多体系｣ と総称 して､今回の研究会を開催 したのであるが､それでは具体的にはど

のようなメカニズムが共通なものとして存在す るのであろうか｡

本セッションでは､物理学､生物学､及び地球科学の分野で各々最近研究 されている数

理モデルについての講演がなされた｡ これ らは､それぞれ別々の動機 ･要請によって考

案 され､研究 されているものであるが､広い意味での無限粒子系のプロセスとして取 り

扱 うことがで きると思われる｡そして各々の研究 目的は､以下 に述べる様な意味で､こ

の無限粒子系 の非可逆な定常分布を明 らかにするということであるといえるのではない

か｡ もちろん､結果が得 られた後のそれに対す る意味づけ､あるいは価値 といった もの

は分野によって様々なものとなるであろう｡ しか しながら､ともか くまず メカニズムを

探るのであれば､む しろそれらを共通に扱 うような枠組みを作ってその中で考えてい く

べきであろう｡それには､数学の分野で普通使われている表記方法 を用 いるのが もっと

も簡単であるに違いない｡

2 無 限 粒 子 系 の 非 可 逆 な 定 常 分 布

ここでは､数学の確率論の分野の無限粒子系の研究において用い られている言葉を使っ

て､我々が興味を持 っている非可逆性 とい うものを説明す ることにする｡より詳 しい説

明は､Liggettl1]を参頗 して頂 きたい.

簡単のために､いわゆるspinsystem と呼ばれているシステムを考えることにする｡す

なわち､いま格子 S(例えば､d次元立方格子 Zd)上の各 sitex∈Sの上 にスピン変数

rl(x)がのっていて､77(I)は0または 1のいずれかの値をとるとす る｡すなわち配置空間

は､X-(0,1lSで与えられるとする.スピン変数 り(x)-0のときはその siteは空孔で
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あ り､r7(I)-1のときは粒子があると見なせば､これは各 site上 に高々 1個の粒子が存

在で きる粒子系を表現するモデルと考えられよう｡

以下､各々の時刻には高々 lspin兄ip(17(I)-0- lorr7(I)-1- 0)しか起 こらない

ような連続時間 舌の Markovprocessを考える. いま Aipratec(I,r7)を持つ生成作用素

n が次式のように与え られるとしよう.

Of(,7)-∑C(x,n)lf(nX)-I(r7)],
∬∈∫

り3(y)-
i

r](y) ify≠a!,
1-77(I) ify-I.

(2･1)

(2･2)

但 し

こ.こで C(X)を X上の連続関数全体 として f∈C(X)とした｡このとき､Aipratec(I,r7)
が適当な条件を満た していれば,-般に半群 S(i)が､

S(i)i-nl藍(I一三o)-nf,･for f∈C(X) and t≧0, (2･3)

によ って作 られる. これを持 って､O によって生成 された X値 Markovprocessを定義

す ることにする｡

この Markovprocessは粒子の配置 77の時間発展を表す ものであるが､初期状態がある

粒子分布を持っているときには､分布 (すなわち X 上の probabilitymeasure)の時間

発展 を指定することになる｡ このとき成 り立つべ き関係は次のように与えられる｡すな

わち､初期状態 pの processを考え､その期待値を EPl･]と書 き､また時刻 tでの配置

をr7tと書 くことにすると､任意の f∈C(X)に対 して､

EPf(｡f)-/S(i)fdp-/fdlpS(i)]･ (2･4)

すなわち､初期分布 pは時刻 tでpS(i)と時間変化する｡

次 に､分布 (measure)〃についていくつかのコメン トをする｡ まず､processが与 え ら

れた とき､その定常分布 (invariantmeasure)は次で与え られる､

ps(i)-p, Vi∈[0,∞).

ところが これは､niprateを用いると次式 と同値であることが示せる､

去 /C(a,q)lf(qC)-i(q)]dp-0, 'f∈D･

(2.5)

(2･6)

但 し D は､flのcoreとす るo この定常分布 (inv.meas.)の内で特殊なものとして､可逆

定常分布 (reversibleinv.meaS.)がある｡ これは次の関係を満たす ものとして定義 される､

/fS(i)gdp-/gS(i)fdp, 'f,g∈C(X)･～ (2･7)

ここで注意すべきことは､可逆であることはいまの場合には一般に次の関係が成立す

ることと同値であることである,

/ C (I,7)[押 上 f(7 )】dp- 0, Vx∈S,Vf∈C(X)･ (2･8)
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これを (2.6)と見比べると次のことがいえる､｢Spinsystemにおいては､可逆定常分布

とは､詳細つ りあいを満たす分布のことである｡｣そ して､この可逆定常分布 について､

次の一般的な定理が知 られている｡

定理 2.1.且ipratec(x,77)が真に正であ り､各 xに対 して C(諾,r7)が有限個の (77(I))の

みに依存 しているとす る. このとき､Spinsystemがある分布 L/に対 して可逆ならば､l/

はある potential(JR)を持つ Gibbs分布 である.

ここで言 う potential(JR)を持つ Gibbs分布 とは次の形のものであり､平衡統計力学

でおな じみの ものである｡

U(771-expt∑JRXR(q))/∑ expt∑JRXR(E)),
R i R

(2.9)

但 し､ xR(17)-nS∈R【277(x)-1]｡ 定理 2･1の仮定は多 くの場合に成立 しているO そのた

め､統計力学 においてはこの Gibbsの平衡分布がもっとも良 く研究 されて きたのであろ

う｡ さらに定理 2.1の仮定の もとでは､この processは potentialUR)を持つ StOChastic

lsingmodelとして表せるということも言える｡ spinsystem と言えば多 くの場合に､もっ

ぱ らIsingmodelの類が研究 されているのはこのためである0

それでは､可逆ではない定常分布 とい うものは存在す るのであろうか｡ 先に述べたよ

うに､可逆ではないことから詳細つ りあいは満た さない｡ しか しなが らglobalなっ りあ

い (2.6)は満た しているような定常分布は存在す るのであろうか｡答は､イエスである｡

例えば､次の §2で説明するcontactprocessは､C(I,T7)の中に含まれる parameter人が

ある臨界値を越 えると､非自明な非可逆定常分布 (non-reversibleinv.meas.)を持つ こと

が､厳密に証明 されている.但 しこの定常分布 は､S/Zdといういわゆる熱力学的極

限でのみ存在するのである｡

定理 2.1は可逆な定常分布は､Gibbs分布 となって しまうことを言 っている｡ これに対

して､非可逆 な定常分布は (簡単な potentialを持 った)Gibbs分布では表せない.一般

に Gibbs分布で記述 される系を平衡系 と呼ぶならば､この非可逆定常分布を持つ系 は非

平衡系と呼んで良かろう. contaにtprOCeSSに代表 される系においては､無限系において

pa･rameterが臨界値を越えたときに初めて この状態が出現す るのであるか ら､これをい

わゆる非平衡相転移の結果生 じる定常分布 と見 ることもできる｡

3 現 象 と モ デ ル (COntaCtprOCeSSを 例 と して )

contactprocess(以下CP)は､fliprateが次式で与えられるような､X値 Markovprocess

である､

C(3,り)-q(x)+(1-り(x))×入 ∑ q(y)･ (3･1)
y:ly-cl=1

すなわち､spinAipll(I)-1- 0は constantratelで起 こり､spin且ipr7(I)-0- 1

はその隣接す る sitety:ly一可-1)上の粒子数､∑ y:ly-3l=1n(y)､に比例 した く比例定

敬- 入≧0)rateで起 こるというprocessであるo確率論の分野では､1974年に ⅡarriS
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によって導入 され研究が始め られた [2]｡その後 この processは確率論の分野の研究者に

よって詳 しく研究 されており､parameter人がある臨界値 入Cより異 に大 きいときに非可

逆定常分布を持つ ことが､この分布の上限と下限とをそれぞれ抑えることによって､厳

密な意味で証明されている【1,3】 ｡ しか しなが らその分布 の正確な形 は未だに定め られて

はいない.また臨界値入Cの値等についても､ 1次元系です ら厳密解は得 られていないの

である｡存在は証明されているにもかかわ らず､その形が未だ書 き下 されていないのは､

Gibbs分布 に対す る定理 2.1に代わるべ き定理が知 られていないと言 うことである｡

このように述べると､あたか もこの CPの問題は数学 における特殊な問題であるかの

ように思われるか も知れないが､面白いことに､この問題 は実際には実に様々な分野で

注 目され研究 されて きているのである｡ 例えば､次のような例が挙げられる｡

1)伝染病の伝播のモデル:rl(I)- 1を感染者､77(3)-0を健康な者 と見なす と､CP
は接触感染による伝染病の感染を記述する最 も簡単なモデルと考え られる｡ このような

epidemicmodelにおいては､感染 (T7(I)-0- 1)と 治癒 (r7(x)-1-0)とは一般 には

詳細つ りあいを満た さない [4】｡

2)化学反応系における非平衡相転移:自触媒反応系あるいは､触媒表面での化学反応系

に見 られる非平衡相転移現象を記述するために提奏 されたSchlaglの firstmodel[5]を格

子上に定義 した ものは､ある場合においてはCPと等価なモデルとなる[6]｡
3)血ectedpercolationmodel:時間の方 も離散化 して考 えると､一般に d次元 CPは

〟+1次元の directedpercolationploblem[7]と密接な関係にあることが分 る｡

4)Reggeonfieldtheory:高 エネルギー粒子の散乱行列 に対す る現象論 として高 エネル

ギー物理学の分野で考案 された Reggeonfieldtheoryを格子上に定義 しよ うとす る研究

があったが 【8]､ これによって得 られたモデルはCPに等 しい｡

CPの非自明な定常分布 は､伝染病伝播のモデルでは感染が進行 している状態であ り､

化学反応系の非平衡相転移のモデルでは反応が持続す る相を表す ことになる｡ Reggeon

fieldtheoryの研究においては､この分布を持つ状態は "activestate"と呼ばれている｡こ

のように研究分野によってその呼び名が異な り､意味す るところが違 うのであるが､結

局の所共通の問題 と見なす ことができるのである｡

ここでは､簡単なCPについて見てみたが､同 じようなことが多 くみられるのではない

だろうか｡(自然)科学の様々な分野で各々に特有な現象を表すために導入 されたモデル

が､実 は共通のものであ り､その結果共通 の問題が研究 されていると言 うことはむ しろ

頻繁なことか もしれない｡

本セッションは､自然科学の各分野で生 き生 きとした motivationを持 って現象をモデ

ル化 し､解析 している研究者たちの間での議論､さらにこのような人々と無限粒子系の

重要な問題を研究 している研究者 との議論の場を作 るきっかけとなることを望んで計画

された｡

-218-



｢非可逆な多体系への統計物理及びその周辺分野からのアプローチ｣

4 対 象 とす る現 象 の 多 様 化 と モ デ ル の複 雑 化

本セ ッションで紹介 されたモデルは､広い意味では無限粒子系と呼べるものであるが､

§2で述べたような簡単 なものではない｡ このモデルの複雑化は､対象 とする現象の多様

化に由来す るものであ り本質的なものである｡以下簡単にそれぞれの複維化の方向を説

明する｡

1)多値 (multi-color)化:各 site上の変数 り(x)が､0,1の 2値だけではな く3値 (0,1,2)

あるいは Z+-(0,1,2,3,…)といったような多値をとり得 るように拡張することは､例

えば､伝染病のモデルにおいて免疫の効果を取 り入れるためには不可避であろう｡ この

方向については､佐藤一意氏 と大月俊也氏が解説 して下 さった｡

2)しきい値 ダイナ ミックスなどtransitionrateの非線形化:1)の拡張をすると､粒子

の配置がsite上にあるかないかと言 った単純な ものではな くなるため transitionrateの

粒子配置に対する依存性をかな り拡張す ることがで きる｡例えば､周囲の粒子の個数が

あるしきい値以下な らば transitionはまった く起 こらないが､ しきい値以上だと状態変

化が起 こるといったいわゆるしきい値ダイナ ミックスを持つ系をも含めて考えることが

できよう｡ このような系は､地震の規模の分布を記述するモデル (あるいはニューラル ･

ネッ トワー ク)において重要 となる｡ これについては､松崎光弘氏 と大月俊也氏がお請

下 さった｡

3)注入のある系:凝縮系 (aggregation)の研究においては､系に対す る外か らの注入の

効果が重要な課題 となる.17(I)のとり得る値の上限を無 くして､粒子の注入を取 り入れ

た無限粒子系において実現する安定分布について､高安秀樹氏が講演を行 った｡

5 percolationの 手 法 を 用 い た 新 しい 解 析 方 法

最近､数学の確率論の分野では､各種のpercolationproblemに対 して考案 された手法

を用いて無限粒子系を研究す ることがなされている｡種村秀絶氏にはこの方向について

解説 していただいた｡

6 将 来 の 方 向?

無限粒子系の研究 は現在新 しい局面を迎えていると言える｡§4で述べたように今 日､

物理やそれ以外の様々な分野 において大変興味深いモデルが数多 く提出 されている｡ こ

れらはそれぞれ従来研究 されてきたprocessを拡張 した ものであり､その多 くの場合には

いままで有効であった解析手法がそのままでは適用で きな くなっている｡

最近､このように様々なモデルが提奏 されてきているのは､一つには計算機の著 しい発

展によって､大規模な シミュレー ションが容易になったためであろう｡ しか しなが ら､各

分野でそれぞれ シ ミュ レー ションを行 って､各々の分野 において興味が持たれているよ

うな振 る舞いが見 られたことで満足 しているので昧不十分ではないであろうか｡ もう一

歩踏み込んで無限粒子系 として もっと一般的に理解す ることができないかどうかを､分
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野間の交流を盛んに して考えていくことが必要であろう｡解析方法 も､ これだけ多様な

モデルが提出されて きている以上各々のpTOCeSS毎に考えていくのではな く､一般的に取

り扱 って行 くような ものが望まれる｡

はた して､拡張 された無限粒子系の種々の pTOCeSSの非可逆な問題を取 り扱 う総論を構

成することは可能 なのであろうか｡そ して､このような理論は､脳あるいは生命活動 と

言 った本質的に非可逆な現象を解析するために､役立っ ものとなるであろうか｡
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