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30年余り前大学院の学生であった頃から進めて来た研究の整理を始めた｡気体､液体の

図形展開に関連 した部分をここに記す｡この分野での私の論文のリス トを最後に記 した｡

ここの内容に最も関連 した論文は文献4のⅢである｡
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序

気体､液体の統計力学における図形展開法について述べる｡ 節1で､大分配関数を定義

し､それが満たす変分原理を与える｡更に､大分配関数と熱力学の自由エネルギーとの関

係をつける｡節2で､1体分布関数と2体分布関数を定義し､系の不安定性の条件について

述べる｡節3で､大分配関数の1体分布関数､2体分布関数による表現が満たす変分原理と

Legelldre変換の手法の関係について述べる｡節4-6で､図形展開の手法により､大分配

関数の1体分布関数､2体分布関数による展開を求める｡ 節7-10でこれらの展開から得ら

れる近イ以について述べる｡

1･大分配関数､変分原理

1種類の粒子が体積γの中にあり､場所rにある粒子はポテンシャルめ(r)を受け､rと

r'にある2粒子間には相互作用¢(r,T･')があるとする｡すなわち､N1回の粒子が配置

rN=(rl,r2,････rNTにあるときのエネルギーは

E(N･rN) =El(N･TN) +E2(N･rN ) ( 1. 1)

.〟

El(N,rN) = = ¢(,t･)f=1

E2(N,r", - 与 i誓1 j=1

〟

‡ ¢(T,I, rj)

fEO

であるとする｡この体系を大正準集合で考えることにする｡その時､温度rの熱力学的平

衡状態で､系に粒子がない確率p(0)と､粒子が〃個存在 して配置rNをとる確率p(N,,N)

は

p(0) = 1/=

p(N,rN) -izNexp卜βE(N,rN ) ‡L=■■l■ (1.2)

で与えられるOここでβ-1/kBT､kBはBoltzmann定数であり､Zは逃散能と呼ばれる量

である｡≡:は規格化条件

p(o)･N!1kTJp(N,r")dr" -1 (1･3)

で決まる定数であるoここで､積分 記号Idr" は Jvd rl･･･JvdrN を表す01/N!は､
〟個の粒子の同じ配置を1回だけ考慮するための因子である｡ すなわち､
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･ - 1 ･N!1krz"lexp{-βE(N,r",}dr"

この三は大分配関数と呼ばれる｡

この引ま変分原理

】n= - Max tN(pt)FL -E(pt) + TS(pt))/kBT
pt

で決まるものであるo ここで〟-kBTlnzであり､N(pt),E(pI),S(pI)は

pt(o)と ot(N,rN)の汎関数で

育(pt, -N!1塙TIpt(N,r",dr"

E(pt) - El(pt) +E2(pt)

盲i(pt) - N!1 iTIE.･(N･r",pt(N･r")dr"I
i=1,2

S(pt ) --kB (p t(0 )ln p t(0)

･N!1kTIp.(N･r",.np.(N,r",dr" ,

で与えられるo(1･5)で最大値は､pI(0)とot(N,rN)について､規格化条件

∞

pl(0) + ∑
〟=1対 ot(N7,")drN = 1

(1･4)

(1･5)

(1.6)

の下でとられるo最大値を与えるpt(0)とot(N,rN )の組は､(1,2),(1･4)で定まる

〟(o)とβ(〟,rⅣ)に等しい｡

この結果は､FL-kBTlnzとβ=1/kBTとVにより(1･4)で決まる関数=が､

L･BTln= = <N>〟 - a (N,rN)> + TS(p)

∂(kBT】n=)/∂LL = くⅣ>

a(kBTln=)/aT -S(p)

を満たすことを示 している｡ここで､〟個の粒子の配置rNの 関数Q(N,rN)について､

くQ(N,rN)'は

･Q(N,r",,-N!1kTlQ(N･r",p(N･r")dr"

とするO圧力をpとすると､
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a(kBTln=)/aV= p

kBTlll= = PV

(1･11)

(1.12)

となることは付録1に示す｡

熱力学では､体系の温度T､化学ポテンシャル〃と体積Fが与えられてるときの自由エ

ネルギーを中で表すと､その変分は

6¢ = N6〃 +S6T +p6V (1,13)

で与えられるo ここで､N,S,pは粒子数､エントロピー､圧力であるopはJLとTで決ま

りVによらないので､◎=pVが成り立つ｡ (1 .13)杏 ( 1 ･8) ,(1.9),( 1 . l l)と比べ､ま

た(1･12)に注目し､ここのNとSをくⅣ'とS(p)に対応させ､◎=kBT】n=が得られるo

2. 1体分布関数､2体分布関数､系の不安定性の条件

1体分布関数p(1)(,)､2体分布関数p(2)(,,,I)は

〟

p(1) ( r ) ≡ <∑ 6(-rE)>tl=1

p( 2)(r,r･) - < ぎ ぎ 6 (- ri)6 (r′-∫ ' ,i=1 j=1

i≒ノ

で定義されるO (1･4)で与えられる】n=を¢(r)と¢(∫,rJ)の汎関数と考えると､それ

らによる変分により､〟(1)(r),p(2)(,,,,)は

p( り (r) - _鋒 1=,

p(2) (T,T,) - こ 6bn=,,,

と表される｡ (2.4)を導くとき､対称性の関係¢(∫,′ ′ ) =¢(r′,∫)と

¢6T,r e-βn rL.,rj) = -βe一銅 (r,r′)(6(ri-r)6 (rj-T,)

' 6(rj-r)6(ri-r'))

を用いた｡また､(2.3)の変分から

- 〟(2)(∫,r･) . 〟( 1) (∫)∂( rイ )

- p( 1) ( r)p( 1)(,,)

を得るo全相関関数V(r,r')杏
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(2.6)

で定義する｡

一様系を考えると善には､め(T)はTに依存せず､♂(T,r')は′とT･'に差r-F'のみで

依存しているとするO-様系では､p(1)(r)は′に依存せず一定で､

β(1)(∫) = β ≡ ㌦'ル

であり､〟(21(r,r,),V(r,r′)は差r-r′のみの関数である｡このとさ､(2.5)の右

辺はβ2V(∫,′･).β∂(‥ r,)に等しい｡

場所rの関数¢(,),p(1)(,)のフーリエ変換を¢(k),p-(1)(k)で表す｡ここでVを

一辺Lの立方体とすると､3次元ベクトルkの成分としては2方L'/Lの整数倍のみを考えるも

のとする. 外場が¢(k)により

¢(r)-音O-(k)eik'r

で与えられると､(2･3)により

p～( 1 )(k) -封 vp( 1)(r) e - 1 k 'rdr

aln=≡

∂(-β¢(-k))

(2･7)

(2.8)

となるop(2)(r,T,)のTとT,の両方によるフーリエ変換p-(2)(k,kJ)は､(2.5)Gこ

より

p-(2)(k,k,) +p-(1)(k+kJ) - p-(1)(k)p-(1)(k/)=aD～(1)(k)
∂巨 β¢(-k')チ

(2.9)

で与えられる｡一様系ではV(T,r')の差r-T･'によるフーリエ変換をV(k)とおく. この

とき､(2･9) の左辺はp2V-(k)'p6(k'k,)となり､

p 2V～ (k)+ p = ∂p- ( 1)( k)/∂ ( 一銅 ( - k) ) (2.10)

となるQこの式は､あるkに対するV(k)が発散するときには､その波数kの微小な外場の

下でp-(1)(k)が発散することになり､その一様系は不安定であることを示している0

(1.8),(1.12)により､関係

p ='N'/V=a(V-1ln=)/alnz=Bap/alnz

が得られる｡これを用いて､圧縮率Kは､
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a-一描 ,<N,- -Th -3iiid -吉葉-‡お j塩 李 む
と表される｡ ここで､(2.ll)を再び用いると

-二ニラ -1三 ･T:-=__-_i二:≒≡β

となる｡ (1.8)を微分して､

(2･12)

K -ち 量び2-的 2,〟

-% ['p ･ill{p'2''r･,''-p'1''r'p'1'',''}drdr''
となる. p(1)(r)=pの-様な体系では､

β-1K=1 . V(o)β (2.13)

となる｡この結果は､また､(2･8)と(2.10)でk=0とおき､(2.12)と比較すると得

られる｡ (2･13)は､波数0の外場に対する不安定性の条件､γ(0)の発散が圧縮率の発散

を表すことを示 している｡気体､液体の相転移では､これは過飽和状態の終点を表す｡液

体から固体への相転移で過飽和状態が起こると､その終点は一般に､k≠0でのkに対する

V(k)の発散で表され､そこでは圧縮率は発散 しないと考えられるO

3. Legendre変換と変分原理

節1に述べたように､熱力学では､体系の温度T､化学ポテンシャルJLと体積Vが与えら

れているとき､自由エネルギ-◎の変分は

6◎ = N6fL +S6T + p6V

で与えられるO ここで､N,S,pは粒子数､エントロピー､圧力であるO

◎=pV-kBTln=が成り立つo

N=∂◎/∂FEをFLについて解いて､FLをN,T,Vの関数として求め､

A =NFL 一〇

(3.1)

(3.2)

に代入すると､AはHelmholtzの自由エネルギーである｡ その変数N,T,Vによる変分は

6A =p6N -S6T -p6V (3.3)

となる.この変数と自由エネルギーの変換はLegendre変換と呼ばれる0

場所rに依存する一様でない外場¢(∫)が存在 しているときには､(1.4)で計算される

+

自由エネルギー◎-kBTln引ま2変数T･Vと､場所Tの関数¢ (r)=FL-め(r)に依存 し､そ
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の変分は､ (2 .3),( 1 .8),(1.9 ) ,( 1 . l l) により､

6中日vp(1)(r)6〆 (r)i- S6T ･p6V
で与えられるop(1)(r)=60/6¢ (r)を¢ (r)について解き､

+ +

F 1 - †vp( 1) (ザ (r)dr - ◎

(3.4)

(3.5)

に代入して求められるF18ま､2変数T,Vと､場所Tの関数p(1)(r)に依存し､その変分

は

6F l -J〆 (r )6p( 1)(r)dr - S 6T - p6V (3･6)

となる｡ この変換は､Legendre変換を外場がある系に一般化 したものと考えられる0
+

更に､◎-kBTln=を¢ (r)と相互作用¢(T,r′) とT,Vの関数と考えると､

(2.2)も用いて､(3.4)は

60 - Ivp' 1' (r' 6.4 .'r)dr

-iJvJvp(2)(r･,I)6¢(r･r')drdr'･56T ･p6V (3･7)
となるo Fiを(3･5)で定義すると､〟(1)(r)･¢(T,T,)･T,Vの関数として

6F l - J 〆 (,)6p( 1 )( ,)dr

･iJvJvp(2)(r･rJ)刷 r･r')drdr'- S6T 一 夕6V (3･8)

となるOここで､ 〟(2)(T,r,)=6Fl/64(T,rJ)を¢(T,r,)について解き､

F2 -Fl 弓 JvJvp(2)(r,r')H ,,r')drdr′

に代入して求まるF2は､〟(1)(r),p(2)(r･r,)とT･Vの関数となり､

6F2 - 1〆 (r)6p(1)(r)dr

(3,9)

弓 J v lv¢ (,･ r,)6 p(2)(r,rJ)drd,,-S6T - p 6V (3 ･10)

を満たす｡これは外場¢(∫)の他に相互作用¢(∫,r′)も与えられた量であると考えたと

きの自由エネルギーに対するLegendre変換である｡(3.5),(3.9)と(1.7)を比較す

ると､F2はrSをp(1)(r),p(2)(T,T,),T･V75･表 したものになっている0
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節1で】n三が変分原理

1n= = Max (N(pt)p -E(pt) + TS(pt)チ/kBT
pl

(3･11)

を満たすことに注意したO(3･2),(3.3)のLegelldre変換は､ (3･11)を次のように書

きかえることに相当する｡

1n= - Max tNLL -A(N)i/kBT
Ⅳ

A(N) Min (E(pt) - TS(pt)i
βt_
glVen〃

(3.12)

(3･13)

ここで､given膏 は､N(pI)が与えられたNに等しいという条件の下で､〟. について

の最小値が計算されることを意味する｡

一様でない外場の存在では､(3.5),(3.6)は､(3.ll)杏

】mE = Max i

p(1)
Jvp(1)(r)〆 (r)dr -Fl(p(1))ナノkBT

Fl'p'1') - "去n. {E2'pt' - TS'pt'}/kBT

given p(1)

(3･14)

(3･15)

と書きかえることに相当するo(3･5)で定義されるFl(p(1))について､(3･6)は

(3･14)の( )の中味がp(1)(r)の変分について定常的であることを述べているが､

(3･14)は､それを最大にするβ(1)(･)が熟平衡状態に対応することを示している｡

(3･5),(3･9),(3.10)のLegendre変換に対応して､(3.ll)杏

ln =-p( 1,",apX ( 2) {Jvp' 1)(F'〆 ( r)dr -盲2'p'2),

+TS(p( 1) ･p(2)) )/ kBT -

盲2(p(2))-ilvlvp(2)(T,r′)め(r･r')drdr'

∫(〟(1),〟(2)) = Max ∫(βt)
pt

given fp(1),〟(2)〉

(3.16)

と書きかえることができるo(3･10)は､ (3･9)で定義されるF2を(3･16)の( )の中

のTS(p(1),p(2))の代わりに用いると( )の中味のp(1)(･)とp(2)(･,.)に関する

変分が0であることを示しているが､(3.16)によれば､それは最大となるように決めら

れるべきであることを示している｡
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粒子数がⅣの系のHe】ml10Hzの自由エネルギーは

A(N) - pM(if)tEl(p(1)) ･F(p(1))i

glvenN

または

A(育) Mim

〟(1),〟(2)

gIVenN

(3.17)

tEl(p(1)) +E2(p(2)) - TS(p( 1)･p(2)))

(3.18)

で与えられることになる｡ ここで

盲1(p(1)) - Jvp( 1)(r)¢ (r)dr

である｡

1n=のp(1)(r)による表式が､外場¢(r)杏(3.14)の右辺で最大値を取られる量､

( )の中味の形で含むとき､あるいはlnEのβ(1)(∫)とV(∫,r′)による表式が､外場と

相互作用を(3.16)の右辺の( )の中味の形で含むときには､そのlnEの表式は熱平衡の

p(1)(r)で､あるいは熱平衡のp(1)(r)とV(T,T,)で最大値を取ることを示 しているO

4.図形展開

大分配関数三の図形展開を行なうときには､

e一銅 (T,r′) ≡ 1.b(T,T,)

でb(T,r')を導入する｡(1.4)の被積分関数で､因子

〟

exp･弓 igl j… 1銅 (r,･･,j, } を 1≦,･QjSN{1･b(ri,rj,}
i≠J

と表し､2項展開して､展開の各項を図形で表す｡結果は

≡ = 1 + (連結､非連結の図形の和 †

(4.1)

(4.2)

となる(図1)｡ここで図形としては､丸と丸の対を線分で結んだ図形を考える｡線分はボ

ンドと呼ばれる｡丸には白丸と黒丸を考える｡白丸には場所が指定されている｡このため､

白丸があるときには必ずそれについて述べ､ことわらなくても黒丸は一般に存在するもの
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･a) J (b) ｣ I
T

図1. (3.2)の和に現われる図形の例｡

(a)連結 した図形､(b)連結 してない図形｡

矢印Tで示した黒丸は関節であるO

とするo 〃個の黒丸がある図形から元の積分を再現するには､黒丸にrl,r2･- ･,rⅣを

付け､riの黒丸に因子

Z(ri) -ZeXP(一銅 (ri)I

を､riとrjの黒丸を結ぶボンドには因子 b(ri･rj)をつけ､これらをかけ合わせ､

rl,r2･･- ,r〟のそれぞれについて体積Fにわたり積分を行ない､図形のもつ対称性の

数で割ればよい(図2(a))｡白丸が存在するときには白丸に対する因子を1とし､rと

r′の白丸間のボンドの因子をb(T,r')とし､T の白丸とriの黒丸間のボンドの因子を

b(r,rl)とする(図2(b)).

(4.2)は､図形を連結している部分の数で分類すると､

= = exp†連結した図形の和 )

したがって､

inE = (連結 した図形の和 〉

となる｡

･a, :- iJvd,IIvdT2Z(rl)I(r2)b(rl･r2)

･b, !,,- IvdrlZ(rl,b(T,rl,
図2.図形が表す量｡黒丸とボンドの因子がZ(･)とb(･,･)のとき.
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5, 1体分布関数による展開､ビリアル展開

(2.1),(1.10),(1.2)で与えられる1体分布関数は､前節と同様の計算で､

I
p(1)(r)≡I(r)trにある白丸に連結した図形の和｡黒丸に対する因子は

Z(･)i (5･1)

となる｡ この結果は､(4.4)杏(2.3)に代入 しても求められる｡右辺の図形を､白丸で

結ばれている部分の個数で分類すると､

p(1)(r)= I(r)exp(Tにある白丸に連結した､白丸が関節でない図形の和｡

黒丸に対する因子はZ(･))

と表される｡更に､各の黒丸について､それに結ばれている部分の個数で分類 して､

p(1)(r)=I(r)expt,にある白丸に連結した､白丸も黒丸も関節でない

図形の和｡黒丸に対する因子はβ(1)(･)) (5.2)

が確かめられるO連結した図形で､盟塵は1つの白丸又は黒丸で､それを除くと図形が

2個以上の連結していない部分に分かれ､しかも分かれた1つは白丸を含まないようなもの

である(図1)｡ 以下では､ある量が (黒丸が関茄でない図形の和 )と表されたときには､そ

の図形の中のriの黒丸に対する因子はp(1)(ri)であるo

(2.3)により､ln=の変分は

6.n = -lp(1)(r)6 (-β¢(∫)〉dr

-Jp( 1,'r')6{ 1n z',' }d,

である｡これを

6･n = -6Ip( 1) (r)lnz (r)d r - llnz (,) 6p( 1)(r)dr (5･3)

とかき､ (5.2)をZ(r)について解いて､最後の項に代入すると

･n= - Ip(1) (r).nz(r )dr -F l(p(1)),kBT

IF l(p(1)) / kBT = - lp(1 )(r) Iln p (1) (r)v d r

(5.4)

+ (連結 した､関節のない図形の和 ‡ (5.5)
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●-→ 二 二 二 二
図3. (5.5)の右辺の和に現われる図形の中で黒丸の数が4以下のもの｡

となる｡ (5,5)の右辺の最後の項の和に現われる図形を図3に示す｡この計算は､

(5･4)式のln=が(6】n=/6p(1)(r))I(r)=Oを満たすことを意味しているO

(3.14)は､ (5.4)の右辺はp(1)(I)の変分について最大であることを示 している｡

6. 1体分布関数､2体分布関数による展開

〟(2)(∫,r′)は､ (2･2)又は(4.4)と(2･4)を用いて

p(2)(,,,I) = Z (,)I (T,)e-β ¢(T,r') (,とrJ にある白丸 に連 結 した､

白丸間は直接結ばれていない図形の和 〉 (6.1)

と表されるo expI-β¢(T,r' ) )を1+b(r･,r')とお善､(5.2)を導いたときと同様に

関節で部分和を取ると

p( 2)(,,,,) =p( 1)(,) p( 1)(,,) ( 1.V(,,,I) i

v(∫,r′ ) =trとr'に白丸がある､連結 した､関節のない図形の和｡

黒丸に対する因子はβ(り (･)〉

(6 . 2)

(6.3)

となる｡ (6.2),(6.3)は(5.4)の】】lEを(2･4)に代入 して求めたと思ってもよい｡

V(r,r′ )は(2.6)で定義された全相関関数である｡

(6.3)の和に現われる図形のいくつかを図4に示 した｡その図形の2つの白丸間に､ボ

ンドと黒丸を通って一方から他方に行 くときにはどうしても通過 しなければならない黒丸

が存在するとき､それをボ トルネックという(図4) 0 ど(∫,r′)杏

C(r,r' ) I ((6.3)の右辺に現われる図形の中で､2つの白丸間に

ボ トルネックがない図形の和 )

で定義すると､(6.3)から次の式が得られる｡
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(a)

r･ ,く ∑ > r･ rく ゐ > T,

(b) (C)

l
rC iaT' r

(d)

図4. (6.3)の右辺に現われる図形｡ (a),(ら),(C)ボトルネックがない図形､

(d),(e)ボトルネックがある図形｡ボトルネックを矢印Jで示 した｡

V(r･T,) -C(r･T,) ･ lc(r･r") p( 1)(r")V(r",rJ)dr" ( 6 ･ 5)

この式はOrnstein-Zernikeの式と呼ばれる｡C(T,r')は直接相関関数と呼ばれるO他

方､(6.2),(6.3)で与えられるp(2)(,,,′)は二,,,,の白丸で結ばれている部分の

数で分類すると､

p( 2 ) (,,,,) Ip( 1)(, ) p(1)( ,,)( 1.b(,,,,) I exp (W(,,,,) )

(6.6)

W(∫,′′) = frとr'に白丸があり､白丸間を直接結ぶボンドがない､2つの

白丸が関節対でない､関節のない､連結した図形の和 )

と書けるOここで園節対とは､2つの丸からなり､それを除くと図形が2つ以上の連結し

ていない部分に分かれ､しかも分かれた1つは白丸を含まないようなものである｡図4では､

(a)だけで2つの白丸が閲節対である.w(r,r')は

W(T,T,) - x(r･rJ) ･ lc(r･r")p( 1)(r")V (r",T,)dr" (6 ･7)

と書けるOここで､x(r,r′)は

∫(∫,′′) = trとr′に白丸があり､白丸間を直接結ぶボンドがない､2つの

白丸が関節対でない､2つの白丸間にボ トルネックがない､関

節のない､連結 した図形の和 〉 (6.8)
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である｡図4の図形のうち(b)と(C)がこの和に含まれる｡ 黒丸を含む関節対で部分和を

取ると､(6.8)は

x(r,r')=trとr′に白丸があり､白丸間を直接結ぶボンドがない､2つの

白丸間にボ トルネックがない､関節も関節対もない､連結 した

図形の和｡ボンドに対する因子はV(･,･))

と表される｡図4の図形のうち(C)のみがこの和に含まれる｡ (6.2)と(6.6)から

1 + V(T, r') =exp∫-β¢(T,r')+W(T,r′) )
が成り立つ｡(2.4)によりInEの変分の式は

6ln=-引∫p(2)(r･T,)6卜 β¢(T,r′)Idrdr,

-i6llp(2)(r･r･)卜 β¢(r,rJ)ldrdr･

弓I巨β¢(T,r･)16p(2)(r･T,)drdr,

(6.9)

(6.10)

(6.ll)

と表される｡ (6･10)杏-β¢(∫,′′)について解いて､(6.ll)に代入すると

･二三 -lp(1)(r)lnz(r)dr - Ip(1)(,)tp(1)(∫)-1)dr

･封Ip(2)(r･T,)卜 β¢(T,r･)ldrdr′

弓IIp(1)(r)p(1)(r′)((1･V(T,T,))】n(1･V(r･r′))
-V(T',r')ldrdT･'

Il

+ = (-1)Tl-1pn +xJl=3
(6.12)

が得られるo ここで､Pn,Xは

Pn - (n個の黒丸で'相 のボンドを次々に結んだ′墳 形の図形. 黒丸とボンド

の因子はp(1)(.)とV(.,I)) (6.13)

X = (関節も関節対もない､連結した図形の和Oボンドに対する因子はV(.,･))

(6.14)

である｡ (6.12)の定数部分は (5･4)で決まる｡ (3.16)と(6.12) を比較すると､

(6･12)でp(1)(･)とp(2)(･,･)は､ (6.12)の右辺が最大となるように決められる

べきであることを示している｡

-386-



気体､液体の図形展開

7.近イ以

a).第2ビリアル係数のみ

ビリアル展開(5.4)の項の中でもっとも簡単な項はボンド1個の図形である(図3)0

この項のみを残すと､一様系では､

V- 1 ln= - p l,lZ - P(Im p - 1) ･i p 2B (7･1)

となるOここで 8-一言(o)- 巨 (T,T,)dr･であるo(7･1)杏(3･12)と比較すると､

p=くⅣ>/Vは(7.1)の右辺を最大にするように決めるべきであることがわかるo したがっ

て､pは

p = zexp(pB)

で与えられることになる｡これはpB<1 のときにのみ解がある｡(1･12)により

V-1ln==p/kBTであるから､状態方程式は

p/(kBT)-p -与p2B

となる｡圧縮率は

i] 引 il
K-石耶 -号丁巧甘

となり､β=1/βで発散する｡

(7.2)

(7.3)

(7.4)

b)リング近似､チェイン近イ以

ビリアル展開で､ボンド1個の図形以外に､同数の黒丸とボンドが多角形の形になる図

形の項のみを考慮する近似をリング近似という｡ その結果は

V~11n= = plnz - p(lap-1) ･ip2B

･掃 葺 (-】n(1- pb～(k,) - pg( k ) - i p 2 6 (k)2)

(7.5)

となる｡これを最大にするβは

p - zexp{pB ･i現 霊 }
(7.6)

を満たすものである｡(2.4)により､(7.5)杏 -β¢(r,r')で変分すると､この近似で

の2体分布関数が
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p'2)(T,r･, - p2e榊 ,′′){1 ･吊 丁悪 eik''r-r''}

(7.7)

と求まる｡

これに似た近イ以としてチェイン近似がある. これはC(T,r')=b(T,r')とおく近似

である｡ したがって

p'2)(T,r′, - p2e-BH T,′'' ･ p2吊 聖 霊 eik.'r-r''

(7.8)

となる｡

Ornstein-Zernikeの式(6.5)から､一様系では､一般に､

V(k) =C (k) + pc ( k)V (k)

すなわち

V(k) =-F(k)
1-pc(k)

が成り立つ｡したがって､圧縮率の式(2.13)は

β-1K = 1 . C(0し
β 1-pc(0)

となる｡圧縮率はp=C(0)-1のときに発散する｡一様系は､一般に､あるkに対し

(7.9)

(7.10)

(7.ll)

p=C(k)-1となるとき､V(k)が発散し不安定となると考えられる｡リング近似､チェイ

ン近似では､あるkに対しp=b(k)-1となると､系は不安定となる｡近似は､すべての

kSこ対しp'b(k)-1とき､したがってp<1/Bでのみ意味があると考えられるO

C) HNC近イ以

節5では､(6.5),(6.7),(6.9),(6.10)でV(T,r'),C(T,r'),W(r,rJ),

x(r,r')を決めると､2体分布関数は(6.6)で計算されるox(T,r')=0とおき､

(6.9)を除く近イ以はHNC近イ以と呼ばれる｡この近イ以は短距離での剛体力が重要ではない

系で有効である｡この系に対するln引ま(6.12)でX=0とおいた式となる｡この式は

(3.16)の最大値を取られるもの､ ( )の中味の形をしているので､これを最大にすると

いう条件でβ(1)(･),V(･,･)を求めることができる｡この最大性を積極的に取り入れた

計算はなされていない｡
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cs(∫,r')杏

cs(∫,′′)= tv(′･r′)の中のボ トルネックのある図形の和 〉 (7･12)

とすると､(6.5),(6.7)は

V(r･r') -C(r･ r') + c s(T,r')

W(r･r')-x(r･r') + cs(r･r')

となる｡これを(6.10)に代入すると

C (T,′') -exp (-β¢(∫,r′)+x (r,r′)+c s(T,r′) I

- 1 - cs(r･F')

(7.13)

(7･14)

(7.15)

-b (r･r') ( 1+c s( r･r') i + ( 1+b(r･''))

× ( exp 【∫ (∫,′′)+cs(r･r') ト ト cs(′･′′) 〉 (7･16)

となるo(7･15),(6･9),(7･13)がC(r･''),x(',r')･cs(T,r')を決める式に

なる｡

x(T,r')=0とおく近似､すなわちHNC近イ以では､(7.16)は

C(T, r') - b(T,'')( 1+cs('･'')i ' ( 1'b(r･r')I

x (ecs(r･r')- 1 -cs(r･,,)i

となる｡

(7.17)

d) PY 近似

(7.16)は

C(T,r') - b(T,F') ( 1+cs(r･r')i

+ (1+b(T,r')Hx(T,r′) + lrとF'の白丸を因子が

cs(r,r')の2本以上のボンドで結ばれている図形の和 ]

+ ･.･ i

となるoここで､因子cs(∫,r′)のボンドが2本以上ある図形を考えるorにある白丸に
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因子C(T,･)のボンドで結ばれた黒丸の一対以上の間を因子 b(･,･)のボンドで結ぶ図形

が､HNC近イ以で省略されたx(T,r')の項に存在している｡相互作用に剛体部分がある系

では､そのボンドのb(.,･)が -1の値を取る場合が重要であると考えられるo この

b(･,I)杏-1とおくと､x(T,r')のそれらの項は､今考えているcs(r,r')のボンドが

2本以上ある項を打ち消す｡したがって､これらの項を無視すると

C (r･r') - b(r･r') (1+c s ( r･r' ) ) (7･18)

となる｡ この近似はPY 近似と呼ばれる近似である｡短距離での剛体力が重要である系で

はHNC近イ以よりよいことが知られている｡

HNC近イ以､PY 近似は､古典気体､液体について気体､液体の相転移を示すO

8,多成分系

2種類以上の粒子からなる体系の性質を論 じるときには､1つの粒子の配置が､その種

類ンと位置Tの組で指定されることになる.Tについての積分∫
drは､種類レについての和

とTについての積分∑J drでおきかえられるo z(,)はZン(r)-ZeXPI-βQv(r))となるo

外場がない系では､¢y(r)はTに依存しないが､ンには依存するozレ(r)はレにのみ依存

する｡これをZンで表す｡1体分布関数はp51)(r)と書かれ､2体分布関数は

pSf′)(r,r,)と書かれる.一様系ではpfl)(r)はレのみに依存し､pレと書かれ､

描 ,)(r,r′)はrとr'に差rィ′の形でのみ依存する｡

9.剛体力のない系

相互作用に剛体部分のない系では､(7.15)杏

C (r,'′) - -β Q(T,r') + exp (一銅 (T,r')+x(r,r')+cs(r･rI) )

- 1 +β¢(∫,r') - cs(r･r')

と表すことができる｡ 第0近似として

C(r,r′)=-β¢(T,r')

とするとき､第0近似のV(∫,r′)は

γ(r,′̀ ) ニーβ¢(∫,′′) +cs(r･r′)

(9.1)

(9.2)

(9･3)

であるが､これによる展開がb(･,･)又は-β¢(･,･)による展開より収束がよいばあい

に用いられる｡
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10.電解質

何種類かのイオンがあって､相互作用が

eレelJ/
(10.1)

で与えられるとするo e少は種類少のイオンの電荷であるo この系の第2ビリアル係数は

与苦言,pレoy,刷【exp(-β帰 ′(r･r' ) i-1】drdr' (10･2)

で与えられるO-鍾 " ′('･r')のベキに展開すると､1次の項は､中性の系では中性の

条件∑レPンey-0 のために0となる02次の項は発散であるo 近距離ではイオンのコア(芯

)の影響を考慮しないと発散する｡

直接相関関数 C… ′(r･r')を一朗 ル t(T,r')とおく近似では､

C …,( k) = -βeye y ,/k 2

となり､2体分布関数は

V…′(k) = -βeyev , / ( k2+xs2C)

V … ′(T,r･) - -鮎 exp(-Ksc'r-,,‖

K雪C -β 言 pye…

(10.3)

(10.4)

(10.5)

となるOこの近似はDebye-HBckelの近似と呼ばれるO この近似ではV" ,(T,r' )は短

距離力となるので､pリ,V",(',r')による展開は収束するo

付録 1･ 】n=-pV/kBT

先ず (1･11)を導 くo 系の容器は3辺がL,,Ly,Lzである直方体であるとするo粒

子の座標r=(x,y,I)をL''=(Lxx'･Lyy',Lz･Z')で表すoここで

0<x'<1,0<y'<1,0<2'<1

とする｡(1.10)の く¢(〟,′〃)'は

･Q(N･r",,-N!1iT(L,L,Lz,"

x JvTQ'"I(LrJ'"'p'"I(Lr')")dr′"

-- <Q(N･(Lr,)N)>V1
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と書かれる｡ここで､VTGま3〃個の変数について(0,1)で取 られることを表す.Lxで微分

すると

範 <Q(N,r" ) ,-<範 Q(N,(Lr')"),vl

･ Ivy Q'",(Lr'八 東 {(LxL yL z'"p'" ･ 'Lr''"' }dr′"
となる｡ pt(N,rN )に関する変分原理(1･5)を考慮すると､(117)のLxによる微分は

琉 kBTln=-<童E(N･(LT')"),vl
となる｡この右辺は､圧力pと解釈されるので､

6(kBTln =) =p(LyLz6Lx ' LzLx6Ly 'LxLy6L z) =p6V
した がって

a(kBTln=)/aV=p

が得られるopはfL,Tで決まり､VによらないのでkBTln==pVが得られるo
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