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作 用 素 環 論 概 説

§ 0 . は じ め に

複 素 nxn 行 列 の.全 体 を MntC)で 表 す ｡Mn(a) は 行 列 の 和 ､ 定 数 倍 ､ 損

､ 馳 伴 (共 役 転 置 )の 4つ の 演 算 で 閉 じ て い る ｡ 一 般 に ､ こ の 4つ の 演 算て 閉

じ た 集 合 を * 多 元 項 と い う ｡ rl･が nl+ - ･+nAtni≧1) と 表 せ る 場 合 に は ､

A =Mnl(a)⑳ - a?MnALCー) を ､ 下 の 図 の よ う に ､ Hn(a)の 対 角 上 へ ブ ロ ッ

ク状 に 埋 蔵 す る こ と が で き る ｡

A =

tlnl'C' I oヽヽ
L1

0 ｢町 居了

C Mn(a:)

こ の A も ま た * 多 元 項 に な る ｡ こ の よ う に ､ * 多 元 項 の 部 分 集 合 で * 多 元

環 に な っ て い る も の を * 部 分 多 元 甥 と い う ｡

と く に ､ Mn(a) ま た は Mn.(41) の よ う に ブ ロ ッ ク の 形 を し た * 多 元 塀 を旦
1

鼠 で あ る と い い ､ A の よ う に 単 純 * 多 元 環 の 直 軸 の 形 を し た も の を 半_単 純 で

あ る と い う ｡
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柏 素 行 列 の 成 す * 多 元 頂 は ど れ も 半 単 純 で あ る こ とが わ か っ て い る . 上 の

* 多 元 環 は ど れ も ベ ク トル 空 riilと し て 有 限 次 元 で あ っ た が ､ こ れ に ttLf_相 を 込

め て 無 限 次 元 Hilbert 空 間 上 の 有 界 作 用 素 の 成 す * 多 元 甥 の 場 合 へ 拡 弓馬し

た も の が 作 用 素 項 で あ る ｡ そ の 際 ､ 完 備 化 す る 位 相 が ノ ル ム 位 相 で あ る か ま

た は 弱 位 相 で あ る か に よ り そ れ ぞ れ C*項 と von Neumann 項 が 定 義 さ れ る (i･E

式 な 定 義 は §1で 与 え る )｡ 最 近 は ､ 無 限 次 元 で 非 可 換 な 対 象 を 扱 う 数 学 が 増

え て き て い る が ､ 作 用 素 項 で は こ の よ う な 代 数 的 構 造 の 他 に ､ こ れ と う ま く

整 合 す る 位 相 ま で 込 め て 議 論 を 行 な う こ と を 特 色 と し て い る ｡

"有 限 次 元 " "無 限 次 元 "

* 多 元 環

ノ ル ム 位 相

C*甥

(Gelfand-Naimark が 1945年 に 定 義 )'

YonNeumann 環 は ､ 有 限 次 元 の * 多 元 甥 の 場 合 と 同 じ よ う に ､ フ ァ ク タ ー

ま た は 因 子 環 と よ ば れ る 単 純 von Neumann 塀 の 直 積 分 と し て

M = M(W)dFlu)

と表 さ れ る ｡ 有 限 次 元 の 場 合 と 著 し く異 な る の は ､ フ ァ ク タ ー が 次 の い ず れ

か の 型 に 属 し ､ 有 限 次 元 の 場 合 か ら は 直 感 的 に 理 解 し難 い 工Ⅰ､ ⅠⅠエ型 が 現 れ

る 点 で あ る ｡
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l型 (ln 型 ま た は Ico 型 )

11型 (H l 型 ま た は lJm RL･J･ )

III型 日 日O 型 ､ IIIA 型 く入∈(0,1日 ま たは lIJ･1 型 )

ln 型 フ ァ ク タ ー は nxn 行 列 全 体 Mn(a) と同 型 で あ る ｡ Ja)JJ.竺フ ァ ク タ ー

は 無 限 次 元 Iiilbert 空 間 上 の 有 界 作 用 素 の 全 体 と同 型 で あ る ｡ こ れ で ､ Ⅰ

型 フ ァ ク タ ー は 完 全 に 分 類 さ れ た こ と に な る ｡ そ こ で ､ 作 用 素 項 で は H 型

お よ び ⅠⅠⅠ型 フ ァ ク タ ー の 分 類 が 基 本 的 問 題 に な る ｡

作 用 素 環 と 一 口 に 言 っ て も ､ さ ま ざ ま な 種 輔 の も の が あ る の で ､ こ こ で は

非 可 換 な も の を ､ 次 の よ う に ､ 有 限 次 元 の 行 列 環 で 近 似 で き る AF 的 な も の

と ､ そ うで な い 非 AF 的 な も の に 分 け て 考 え て み よ う ｡

可 換 非 可 換

AF 的 非 AF 的

Von Neumann 項 してqB,FL) AFD 因 子 頒 群 V.N.瑞
ま た は フ ァ ク タ ー lConnes,Jonesの 理 論 )

C* 環 CJ E2) 核 型 C*環AF環非 可 換 トー ラ ス 等 群 C*甥 等

量 子 統 計 力 学 や 場 の 量 子 論 の モ デ ル と し て 現 れ る 作 用 素 甥 は ほ と ん ど AF

的 で あ る の に 対 し ､ 自 由 酢 や 基 本 群 の 表 現 か ら得 ら れ る C*環 は 非 AF 的 で

あ る ｡

§ 1. 作 用 素 甥 の 定 義

複 素 tiilbert 空 間 BI上 の 有 界 線 形 作 用 素 全 体 を Ltnt) と す る ｡ Ltト日 は
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線 形 作 用 素 の 和 ､ 定 数 倍 ､ 積 ､ 随 伴 の 4つ の 演 算

x+yI Ax tAeC)I XyI X

で 閉 じ て い る ｡ た だ し ､ (xfJヮ)=tik*ヤ),i,76糾 . し た が っ て ､ しく附 は *

多 元 環 で あ る ｡Ililbert 空 間 Blが 有 限 次 元 の 場 合 に は ､ LtM) は H の 次 元

n に よ り定 ま る Mn(a) と 同 一 視 で き る ｡

Lt朋) に は 位 相 ベ ク トル 空 間 と して 各 種 の 位 相 が 考 え ら れ る が ､ 当 面 は ､

作 用 素 ノ ル ム

HxH=supHJ.Tt胡:Iは JLSill

か ら導 か れ る ノ ル ム 位 相 と ､ 内 積 に よ り定 義 さ れ る セ ミ ノ ル ム

pf,ワtX･)=Hx引7日, 古 ･ヤ C Dl

か ら導 か れ る 羽 位 _相 を 用 い る こ と に す る ｡ つ ま り

a)列 txn:neDt) が X へ ノ ル ム 日立相 で )収 束 す る と は ､(lxn-xiJー 0 ｡

b)有 向 族 txi:iellが x へ 弱 日立相 で )収 束 す る と は ､ 任 意 の E･77em こ

対 し て ､ Hxi引 ?)-(Ⅹ引ヤ日 ー0 .

L(刑)の *部 分 多 元 頒 A に 対 し､ 集 合 A =tXE:xeA, gq廿が 刑で 桐 密 の

と き A は 非 縮 退 で あ る と い う ｡A が 非 縮 退 で な い 場 合 に は ､A を Am の 閉

包 と して 得 ら れ る 閉 部 分 空 間 へ 制 限 す る と 非 縮 退 に な る ｡ そ こ で ､ と く に 断

ら な い 限 り ､ I,(M)の * 部 分 多 元 環 に 対 し て は 非 縮 退 性 を 仮 定 す る ｡

星旦 L川 ) の * 部 分 多 元 甥 の う ち ､ ノ ル ム 位 相 で 閉 じ た も の を C*環 と い

い ､ 単 位 元 を も ち 羽 位 相 で 閉 じ た も の を von Neumann 塀 と い う ｡
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弱 位 相 に 関 す る 閉 集 合 は そ れ よ り強 い ノ ル ム 位 相 に 関 し て も 閉 集 合 で あ る

か ら ､ Von Neumann 甥 はC*項 で も あ る ｡ ベ ク トル 空 間 が 有 限 次 元 の 場 合 に は

､ そ の 上 の 位 相 ベ ク トル 空 間 と し て の 位 相 は ど れ も 同 値 で あ る し ､ 部 分 空 間

は ど れ も 閥 族 合 に な る か ら ､ 有 限 次 元 * 多 元 甥 は ど れ も ､ Yon NellniFLnn 欄 で

あ る ｡

C*塀 の 元 x の う ち ､x*=X,x*=Ⅹ-1,Ⅹ*=x=x2 を み た す も の を ､ そ れ ぞ れ

旦互 選 埋 ､ ユ ニ タ リ ､戯且 で あ る と い う ｡ ま た ､ x*x ま た は x*x が 射 影 と

な る 元 x を 部 外 草_畢 で あ る と い い ､ と く に x*Ⅹ=1 ま た は Xx*=1 と な る も

の を そ れ ぞ れ 畳且 ､垂｣里旦 で あ る と い う ｡

u m の * 部 分 多 元 項 A に 対 し ､A の す べ て の 元 と 可 換 な し川日 の 元 全 体

か ら 成 る 集 合

txcL川 4):xy=yx ty CAH

は 再 び vonNeumann 環 に な る ｡ こ れ を A の 可 換 了･現 と い い ､A′で 表 す ｡

A〝 =(A′)∫ ,A〝 =lA′)̀ と す れ ば ､ A ⊂A〝 ,A′ =A"′ な ど が 成 り 立 つ ｡A"

を A の 2重 可 換 子 螺 と い う ｡ Yon Neumann は ､ 作 用 素 項 の 研 究 を ､ 次 の 2

重 可 換 子 規 定 理 を 尊 く こ と か ら 始 め た ｡

呈且 1･1 (Yon Neumann)Lt剛 の * 駄 分 多 元 環 M に 対 し て 次 の 2条 件

は 同 値 で あ る ｡

(i)M は von Neumann 頂 で あ る ｡

(ii) M=トl" ｡

こ れ に よ り ､ 羽 位 相 が 作 用 素 頂 の 代 数 構 造 と 非 常 に よ く適 合 し て い る こ と

が わ か る ｡

von Neumann 項 M に 対 し ､ H と そ の 可 換 子 規 の 共 通 部 分 M nM' を 日 の

中 心 と い い ､ Z(M) で 表 す ｡ 中 心 Z(M) が 自 明 な * 多 元 現 cl の と き ､ M を
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フ ァ ク ター ま た は 凶 ･卜原 と い う ｡ 一一馴 こ､C*環 八 が ､ i()は た は 自 /J･1日 妄･1以

外 に 閉 両 側 イ デ ア ル (* 部 分 多 元 瑞 J で L･＼JA ⊂ .J を み た す も の ) を 持た な

い と き A は旦且 で あ る と い う ｡ 通 常 ､ C *拐 ま た は Von Nemnann 項 に お け る

位 相 は ､ と く に 断 ら な い 限 り ､ そ れ ぞ れ ノ ル ム 位 相 ま た は 弱 位 相 を 考 え る も

の と す る ｡ し た が っ て ､Yon Neumann 甥 M の 両 側 イ デ ア ル m が 閉 両 側 イ デ

ア ル で あ る と は ､ 弱 位 相 で 閉 じ た 両 側 イ デ ア ル の こ と で あ る ｡ こ の イ デ ア ル

m は 中 心 Z(ト日 の 射 影 元 p を 用 い て m=Mp と 表 さ れ る ｡ し た が っ て ､ ト1が

フ ァ ク ター で あ る こ と と ､ 単 純 で あ る こ と は 同 値 で あ る が ､ 作 用 素 甥 論 で は

有 限 次 元 の 場 合 を 除 き フ ァ ク タ ー に 対 し て 単 純 と い う 用 語 を 用 い る 習 慣 は な

い ｡

例 1.1 無 限 次 元 Ililbert 空 間 上 の コ ン パ＼ク ト作 用 素 の 全 体 x(81) は

単 純 C*塀 で あ り ､C*項 L(Dl) の 閉 両 側 イ デ ア ル に な っ て い る ｡ ま た volヽ

Neumann 甥 L=別 の 中 心 は 自 明 で あ る か ら ､ IJHH)は 因 子 甥 で あ る ｡ し た が

っ て ､ X(糾) は I.(HI に お い て 粥 位 相 に 関 し て 桐 密 で あ る ｡

von NeuTnann･璃 M の 射 影 元 の 全 体 を Proj(M) と す る ｡ こ の 集 合 に は

Hurray-Yon Neumann の 同 値 関 係 と 呼 ば れ る ､ つ ぎ の よ う な 同 値 関 係 が 入 る .

*
p,q ∈ proj(ト川 こ対 し ､p - q と は p=u u,q=uu*を み た す H の 部 分 等 長 元

u が 存 在 す る こ と で あ る ｡

注 (量 子 論 理 と 射 影 幾 何 )Proj(HIの 元 p,q に 対 し ､ p刑 と qalの 弓長る閉

部 分 空 間 へ の 射 影 を pvq,pHハq肘 上 へ の 射 影 を p<q と す る と ､ p〉q,p〈q は

Prod(M) の 元 で あ り ､ Prod(HI は 束 に な る ｡ 実 は ､ こ れ が 完 備 な 相 補 モ ジ ュ

ラ ー 束 で あ る こ と が わ か っ て い る ｡ た だ し ､ 束 が モ ジ ュ ラ ー で あ る と は ､p

q な ら ば ､ pv(r̂ q)=(p>rlへq が 任 意 の r に 対 し て 成 り 立 つ こ と で あ る ｡
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proj川 )か ら IR十へ の 督 r,lS<加 法 的 な 写 像 か トllLの il㍉緑 耶汎 関 数 に 拡 張 で き

る か ど うか と い う ､MEICker の 問題 も ､ GLeason が 可 分 (可 音字次 元 )日ilberL

空 間 (3 次 元 は 除 く )とに 作 用 す る Ⅰの型 フ ァ ク タ ー M の 場 合 を 持 定 的 に 解 い

て か ら ､ 永 ら く 懸 案 で あ っ た が ､ 今 で は ､ Yon Neurnann 環 トiが 12型 の 直 軸

成 分 さ え持 た な け れ ば ､ -.熊 的 に 成 り 立 っ こ と が 判 っ て い る (Christensen,

Yeadon,斎 藤 ,前 田 )｡

左且 lJ e r'roJ川 ) と す る ｡

ti)q ～ p,q ≦ p を み た す q ePro.j川 )が ど れ も p と 一･一枚 す る と き ､

p は 亙且 で あ る と い う ｡

(ii)q ≦ p,q ≒ 0 と な る q ∈Proj(M) で 南 限 な も の が 存 在 しな い と き

p は 純 無 限 で あ る と い う ｡

Von Neumann 頒 M に は 最 大 の 有 限 射 影 元 po と 最 大 の 純 無 限 射 影 元 qo

が 存 在 し ､ そ れ ら は 中 心 Z(ト日 に 属 し て い る ｡

星且 von NetlmaI-n 環 H に 対 し ､

H ) po=1 の と き ､H は旦 且 で あ る と い う ｡

(ii) po=0 の と き ､ ト1は 鼻 無 限 で あ る と い う ｡

(iii) qo=0 の と き ､ H は 半 有 限 で あ る と い う ｡

射 影 元 が 純 無 限 の と き に は ､ ど の 部 分 射 影元 も 有 限 に は な ら な い が ､ 泉 無

限 の と き に は ､ ど の 部 分 射 影 元 も 有 限 部 分 射 影 元 を も ち ､ し た が っ て 有 限 射

影 元 の 和 と し て 表 せ る ｡
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注 げietd algebr,1)Pl･Oj川 )の 元 ptキOl が '･日限 で な け れ ば q壬 , か つ ｡1-P

を み た す Proj川 )の 元 q が 存 'TL･:す る ｡ し た が っ て ､ フ 7･ク ク ー が H l型 の

場 合 に は ､Proj(ト日 の は 恵 の O で な い 元 p に 対 し て ､ll-t と 成 っ て い る ｡

代 数 的 場 の 理 論 の モ デ ル に 現 れ る Field alぢebra の 多 くで は ､ こ の こ とが

成 り立 っ て い る (BorcherS)｡

崖且 ●p ∈ Proj川 ) に 対 し ､ 多 元 環 pMp が 可 換 の と き ､ 射 影 元 p は

Abelian で あ る と い う ｡

Abelian な 射 影 元 は 自 動 的 に 有 限 で あ る ｡

星且 Von Neumann 損 M に 対 し

(i)M の 中 心 に 含 まれ る 0 で な い 射 影 元 p が ど れ も M の 0 で な い

Abelian な 部 分 射 影 元 q (q≦p) を も つ と き ､M は呈.聖.で あ る と い う ｡

(ii)半 有 限 な H の 中 心 に 含 ま れ る 0 で な い ど の 射 影 元 p も M の 0

で な い Abelian な 部 分 射 影 元 q (q≦p) を も た な い と き ､ M は迎 で あ る と

い う ｡

(iii)工Ⅰ型 Von Neumann 甥 が 有 限 の と き ･ H l型 と い い ､ 鼻 無 限 の と き ､

H の型 と い う ｡

(iv)Ⅰ型 を 離 散 的 ､ ⅠⅠま た は ⅠⅠⅠ型 を 連 続 的 で あ る と も い う ｡

一 般 の von Neumann 項 目 は そ れ ぞ れ Ⅰ,H .III 型 の von Neumann 甥
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ト11,ト12,卜13 の 直 軸 ト11⑳トI2馴 13 に 分 解 で き る ｡ さ ら に ･ ト11は Jny･1日-1=1,2･･

J の VonNeumann 頒 MntC庵L仲(E2n)と J.型 の ､,On Neumann 環 Lt札 )5LqtfL)

(di-n叱=̂ と*.)の 直 軸 に な り ､ ‖2 は ⅠIl型 お よ び Il●..型 von Neumann 項 の 直

軸 に 成 っ て い る ｡ lt謹 フ ァ ク タ ー は 工Il型 フ ァ ク タ ー と Ⅰ誹 フ 7･tク ク ー の

テ ル ソ ン 積 と し て 表 せ る ｡ HIO型･lH 入型 ､H Il型 を 理 解 す る に は 冨 田 一竹

崎 理 論 り巨可 擁 積 分 論 )の 準 備 を 要 す る の で ､ こ こ で は 省 くが ､ 例 4.2に お い

て 代 表 的 な 例 を 与 え て お く ｡ 数 理 物 理 の モ デ ル に 現 れ る Von Neumann 頂 は

た い て い ⅠⅠIl型 で あ る こ と が 知 ら れ て い る (荒 木 ) ｡

は こ こ で ､ も う 一 度 ､ 射 影 作 用 素 の 集 合 Proj川 ) を 掘 り 追 っ て み よ う

｡Hurray-YonNeumann の 同 値 関 係 に 関 す る 同 値 規 の 全 体 を ProjtH)/～ と す

る ｡ Proj(M)の 元 p,q が pq=0 の と き に は ､ p+q も Proj(M)の 元 に 成 る

の で ､ 同 値 頼 【pJ,【q】の 軸を 【p十q】で 定 義 す る ｡ pq≒0 で あ っ て も ､ pq'=

0,q'-q と な る q' が 存 在 す る と き に は ､ Ip】,【qJの 和 を 【p+q'】 で 定 義

す る こ と に す れ ば ､ 同 値 頼 proj(M)/～ は 可 換 半 群 を 生 成 す る ｡ 例 え ば ､M=

Mn(a) の 場 合 に は ､ 次 元 の 等 し い 射 影 作 用 素 は 互 い に 同 値 で あ る か ら ､

proj川 )/～ は n+1 個 の 元 か ら な る 集 合 tlpkl:dim pk=k,k=0,1･-･,nl と

成 る ｡ こ れ を (0,1,‥.,n) と 同 一 視 す れ ば ､ 半 群 と し て の 準 同 型 写 悌 ･.

Proj川 )- (0,1,‥.,nJは M 上 の ト レ イ ス の 値 と 一 致 し て い る ｡ ト1が 一 触

の フ ァ ク タ ー の 場 合 に も 同 じ よ う な こ と が 起 り ､ 同 値 頬 proj(M)/～ は ト レ

イ ス の 値 域 と 一 致 し ､ フ ァ ク タ ー の 型 と は 次 の よ う に 関 係 し て い る ｡

通 常 ､ わ れ わ れ は 非 可 換 で 無 根 次 元 な 対 象 を ､ 直 感 的 に は ､ 行 列 環 の 無 限

次 元 版 と し て 捉 え る こ と が 多 い ｡ こ れ を 作 用 素 頂 の 用 語 を 信 用 し て 言 う と ､
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Ico型 的 な 捉 え 方 と 言 え る ｡ と こ ろ が ､ こ の よ う な 対 象 に は ､ こ の 他 に ､ = 型

の も の と 工ⅠⅠ型 も の が あ る ｡ 巾 で も H 型 の も の を 解 析 す る 喝 台 に は ､ ま だ ､

上 の よ う な ト レ イ ス が 使 え る か ら よ い が ､ H l型 の 喝 台 に は そ の 値 が 0 で な

い 射 影 元 に 対 し て は ､ い つ で も ∞ に 成 っ て し ま い ､ ト レ イ ス は 何 の 役 に も

立 た な い ｡ そ こ で ､ こ の よ う に 捕 ら え 所 の な い ⅠⅠⅠ型 von Neumann 甥 に 対 し

､ 非 可 換 積 分 論 と も 言 う べ き 解 決 法 を 提 供 し た の が 冨 田 一竹 崎 理 論 で あ る ｡

数 学 的 意 義 だ け で な く ､ 拘 理 学 に 現 れ る モ デ ル の 多 く が ⅠⅠⅠ型 で あ る こ と を

思 う と ､ そ の 果 す 役 割 は 大 き く ､＼例 え ば ､ 量 子 統 計 力 学 に お け る 平 衡 状 態 は

､ こ の 理 論 に 現 れ る KMS 条 件 を 用 い て 始 め て 数 字 的 に き ち ん と 定 式 化 で き

た の で あ る (Robinson,荒 木 )｡

つ ぎ に ､ 上 に 出 て き た ト レ イ ス の 定 義 を 与 え る た め に ､ 用 語 の 用 意 を す

る ｡ C*項 A の 元 x に 対 し ､ x=y y と な る A の 元 y が 存 在 す る と き ､ X は
*

正 偵 で あ る と い い ､ x≧0 で 表 す ｡ こ れ は ､ 作 用 素 x が 正 使 で あ る こ と ､ つ

ま り 任 意 の i卓Hに 対 し て ､ (x引き)≧0 が 成 り 立 っ こ と と 同 値 で あ る ｡

星旦 C*項 A の 正 値 な 元 金 一本を A+ と す る ｡ A+ か ら R+Vtd へ の 写 儒 T

で

T(冗+xI)=T(冗)+T(冗,), T(Ax)=如 くx) (入≧0), Tty*y)=T(yy*)

を み た す も の を ､ A 上 の ト レ イ ス と い う ｡ た だ し ､ oo･0=0･W=0 と す る ｡ y≒0

な ら ば ､ r(y*y)≒0 が 成 り 立 つ と き に は ､ 丁 は 塵且 で あ る-と い う ｡ と く に ､

Yon Neumann 項 の 場 合 に は ､ xi /x な ら ば ､ T(xi) /Ttx) が 成 り 立 っ と

き ､ 丁 は 塵且 で あ る と い う ｡

Yon Nellmann 項 の 有 限 性 と 半 有 限 性 を ト レ イ ス を 用 い て 述 べ て お く ｡
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良風 l･2 ユ･ 次 の 2条 件 は 同 値 で あ る ｡

(i) トJは 有 限 で あ る ｡

(ii) M 上 に は ､ 任 意 の xeM. に 対 し Ttx)>0 と な る 有 限 (TH )く叫)iE規

ト レイ ス T が 存 在 す る ｡

2. 次 の 2条 件 は 同 値 で あ る ｡

(i)H は 半 有 限 で あ る ｡

(ii)目 上 に は ､ 任 意 の xell+ に 対 し T(Ⅹ)>0 と な る 半 有 限 (xehJ+ な ら

ば ､T(y)くcDと な る 0 と 異 な る N. の 元 yiX が 存 在 す る )正 規 ト

レ イ ス T が 存 在 す る ｡

3. 次 の 2条 件 は 同 値 で あ る ｡

(i) M は TH型 で あ る ｡

(ii)目 上 に は ､ 半 有 限 正 規 ト レイ ス は 自 明 な く偶 と して 0 ま た は の

しか 取 ら な い )も の 以 外 に は 存 在 しな い ｡

§2. C*頂 の 持 故 づ け

Ai (i=1･2) を * 多 元 環 と す る ｡7Eが Al か ら A2 へ の 写 修 で ､ * 多 元 甥

の 4つ の 演 算 を 保 存 す る と き ､ つ ま り

7EtX+y)=7ltx)+7E(y),

TrくxyI=7rtxIn(yh

7r(入x)=入7r(x) (̂ ∈C)

冗(x* )= TE(xI*

が 成 り立 っ と き ､7Eを 準 同 型 写 像 と い い ､ さ ら に 7Eが 単 射 (1対 1 )の と き

に は ､ 同 型 写 価 と い う ｡ と く に ､花 が 食 卓 射 の と き に は ､Al と A2 は旦且

で あ る と い い ､AlニA2 で 表 す ｡ Al=A2 の 場 合 に は ､ 金 串 射 同 型 写 像 を旦_旦月

型 写 像 と い う ｡

崖且 2･l - C*頒 Al か ら C*項 A2 へ の 埠 同 型 写 像 花 は 自 動 的 に 連 続
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日(7r(x川≦bxJ日 で ､ 同 型 の 場 合 に は 等 長 (I17d.t=)lI=n･tlLI)で あ る ｡

(ii) 準 同 型 写 博 7t の 像 7rtA) は C*頂 で あ る ｡

注 Von Neumann 頒 ト11 か ら Von Netlman一一瑞 112 へ の 嘩 同 型 'q･f額 Tr は 必

ず し も 弱 位 相 に 関 し て 連 続 に 成 る と は 限 らな い ｡ し た が っ て 準 同 型 写 橡 7r

の 悌 7E(Ml)が vol一･Veuma1-11 項 に 成 る 保 持 は な い ｡ こ の よ う に ､ 無 限 次 元 空

間 上 で は 位 相 の 選 び 方 に よ り異 な っ た 現 象 が 現 れ る ｡ 場 の 量 子 論 で ､ (反 )交

換 関 の 表 現 が 一 意 的 に 定 ま ら な い こ と を 示 し た ､van Hove の 模 型 も ､ こ の

違 い を 用 い て 説 明 さ れ て い る ｡

*多 元 項 A に 次 の 条 件 を み た す ノ ル ム が 与 え られ ､

Ilx+ytl ≦ uxlt+ qyA JJAxu= 川 uxH l入EC)

pxyl≦州 M Jx*u = 州

しか も ､ A が こ の ノ ル ム に 関 し て 完 備 に な っ て い る と き ､A を Banach* 環

と い う ｡ も ち ろ ん ､C*環 は こ れ ら の 条 件 を み た し て い る の で ､ Banach* 甥

の 一 種 で あ る が ､ こ の 他 に もC*ノ ル ム の 発作 IIx*x‖="xIf も み た し て い る

｡ 実 は ､ こ の 逆 が 成 立 つ ｡

姐 2･2 Banach*頂 A の ノ ル ム が C*ノ ル ム の 条 件

辛
Il}こX H=lIJ" 2 I X ∈ A

を み た せ ば ､A か ら あ る Ⅰ-ilbert 空 間 M 上 のC*現 し(M)の 中 へ の 等 長 同

型 写 像 7E が 存 在 し ､7r(A) は C*環 で あ る ｡

こ の 定 理 に よ り ､ 以億 C*ノ ル ム の 条 件 を み た す Banach*甥 もC*環 と呼 ぶ

こ と に す る､｡
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例 2.1 局 所 :)ン パ ク ト空 間 E2上 の 連 続 関 数 f が 無 限 過 で 零 に な る と は

､ 任 意 の S)0 に 対 し 集 合 tuQ :If(I.,)l2:81 が コ ン パ ク トに 成 る こ と で あ

る ｡E2上 無 限 適 で 零 に な る 連 続 関 数 の 全 体 を C J i2) と 書 く ｡(鳥 E2) は 各 点

ご と の 和 ､ 定 数 倍 ､ 損 お よ び 対 合 :f*(u,)=Tに汀 の 演 辞 の 下 で * 多t.･it瑞 に な

り ､ (上 限 )ノ ル ム

"f ll=sup(lf(u)I:ueE2)

の 下 で C*馴 こな る ｡C∞(Q) が 単 位 元 を も つ こ と と ､Q が コ ン パ ク トで あ る

こ と は 同 値 で あ る ｡ こ の 場 合 に は ､C (E2)か ら 添 字 00 を 省 い て C(E2) と 吉:中二

く ｡

塵且 2･3 (填 ) C*項 目 に 対 し ､ 次 の 2発 作 は 同 値 で あ る .

(i)M は von Netlmalln 塀 で あ る ｡

tii)H は あ る Banach 空 間 の 双 対 空 間 と 同 型 で あ る ｡

条 件 (ii)の Banach 空 間 は 一 意 的 に 定 ま る の で こ れ を 前 双 対 空 間 と い い ､

･* で 表 す oM* は ト1の くBanach 空 間 と し て の )の 双 対 空 間 卜了 の 閉 部 分 空 間

と 同 一 視 で き る ｡ M 上 の 弱 日立相 に 関 し て )連 続 な 線 形 汎 関 数 の 全 体 は トl* の

桐 密 部 分 空 間 に な っ て い る ｡

C*頒 A が 閉 両 側 イ デ ア ル J を も て ば ､ Banach 空 間 と し て の 商 空 間 A/J

は 自 然 に C*瑞 に な る ｡ こ れ をC*硯 A の イ デ ア ル J に 関 す る 商 C*環 と い う ｡

C*環 の 族 tAi:ieH が 与 え ら れ た と き ･ 無 限 直 税 nieIAi の 元 (x･) の う1

ち ノ ル ム

I恒 i川=SuptlJxiIい i∈11

が 有 限 な も の 全 一本は 再 び こ の ノ ル ム に よ りC*JB に な る ｡ こ れ を C*頒 Ai･ieI

の 直 軸 と い い ･ =冒C工 Ai で 表 す ｡

2つ の C*項 A,B の (代 数 的 )テ ン ソ ル 横 A⑳B 上 で 条 件 lfxqyIt:nxI川yH
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*
を み た す ノ ル ム を ク ロ ス ノ ル ム と い う ｡ ク ロ ス ノ ル ム に は ､ C ノ ル ム の 条 件

を み た す も の も 存 在 す る が ､ 必 ず し も 一 意 的 に は 定 ま ら な い ｡ しか し応 大 の

も の と 最 小 の も の の 存 在 が わ か っ て い る (竹 崎 ､ (;uichardet.)｡ そ こ で ､ 最 大

ま た は 最 小 の ク ロ ス(.ノ ル ム を 用 い て Aq-iを 完 備 化 し たC*頂 を そ れ ぞ れ
*

〈 ′ヽ

A乳､axB , ^%inT3と 苦 く ｡ と く に ･A ま た は l･与が 再 開 次 元 ま た は そ の 捕

納 梅 限 の 場 合 に は ､ 長吉大 の も の と 最 小 の もの が 一一致 し ､ ノ ル ム か ･一･患 的 に 定

*
ま る こ とが わ か っ て い る 日1崎 )｡ こ の ク ロ スCノ ル ム の ･一一悪 性 は § 8で 述 べ

る(占 宗の 核 聖 経 と 関 係 し て い る ｡

2 つ の von Neum壬tnn 環 の ト1,N の 作 用 し て い る llilbert 空 間を そ れ ぞ れ

LH, Bt と す る ｡Hilbert 空 間 LH◎恥 に お い て いこ⑳l:)こくト日 , 日伊〉･:.V∈N) の 生 成

す る ､′On Neumann 環 を M と N の テ ン ソ ル 横 と い い ､M も N で 表 す ｡ こ の

テ ン ソ ル梢 は 表 現 空 間 の 選 び 方 に 依 ら な い ｡ つ ま り ､ トIl= M2･ Nl=N2 な ら

ば ､ ト11CNlニ ト12◎N2 と な る 日脚固 生 )｡

§ 3 . 可 換C*環 と 可 換 von NetImann 環

位 相 空 間 の う ち ､ そ の 各 点 で コ ン パ ク トな 近 傍 が 選 べ る も の を 局 所 コ ン パ

ク ト空 間 と い う ｡ 格 子 点 ､ 直 線 ､ 球 面 ､ - - な ど の 図 形 は ､ 自 然 な 位 相 に 関

し て ､ ど れ も 局 所 コ ン パ ク トで あ る ｡ こ の 空 間 を そ の 上 の 連 続 関 数 を 用 い て

言 い 直 す こ と に よ り ､ 自 然 に 可 換C*塀 の 概 念 に 到 達 す る が ､ 歴 史 的 に は

Fourier 変 換 の 代 数 化 と 見 る の が 自 然 で あ る ｡

亙旦 3･1 tGelfand-NaimarkI ti) 可 換 C*頂 A は ､ あ る 局 所 コ ン パ ク ト空

間 E2 上 の 無 限 遠 で 零 と な る 連 続 関 数 全 体 の 成 る 関 数 現 Cのほ2) と 同 型 で あ る

くこ の 同 型 対 応 を Gelrand 表 現 と い う )｡ と く に ､A が 単 位 元 を も つ 場 合 に

は ､E2 は コ ンパ ク トで あ る ｡
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(ii) -rJJ 削 .*J弱 !li(i=1-2) 〟 (】ol･rl" (日 用 を (:u"2i) と す る O ･＼l か ら′ヽ

2̂ の 上 へ の 同 型 写 像 花 と 亡22 か ら E21 へ 0)同 相 写 儒 7tは
■ヽ

(7か こ= hJ)=L-(7r(U H I XeへttI (･X=i72

な る 関 係 に よ り ､ 1対 1に 対 応 し て い る ｡

鉦且 3･2 川 iesz)可 抽 C*項 A;C (fH _上の 南 界 線 形 汎 関 数 中 に よ･fし て はCO

S(f)= f(a))didw),

な る 日-tadon)測 度 〟 が 存 在 す る ｡

f∈C H2)
の

呈且 3･3 可 換 von Nellmann 環 Z は ､ あ る 局 所 コ ン パ ク ト空 間 C2 に 台

を も つ 測 度 〟 に 関 す る 有 界 可 測 関 数 全 体 の 成 す 関 数 環 L 00lQ,～) と 同 型 で

あ る ｡ た だ し ､ ほ と ん ど 至 る 所 で 一 致 す る 関 数 は 同 一 視 す る ｡ と く に ､ Z

が 可 算 分 解 可 能 (Zの 射 影 元 で 互 に 直 交 す る も の の 集 合 は 可 算 )な ら は ､Q は

第 2可 算 公 理 を み た す ｡

注 可 摸 von Neumann 頒 Z は 単 位 元 を も つ 可 換C*環 で あ る か ら ､ Z =

C(E21) な る コ ン パ ク ト空 間 E21 が 存 在 す る ｡ 上 の 定 理 の E2 は ;21 の 部 分 集

合 と 同 一 視 で き ､ そ の 差 QⅦ 1 は Z の 名 石 界 正 線 形 汎 関 数 wi:XeZ 卜→

(x引か∈C(ieH) に 対 応 す る 測 度 に 関 し て 局 所 零 集 合 (任 意 の コ ン パ ク ト集

合 と の 共 通 部 分 が 零 集 合 )に な っ て い る ｡

こ の 定 理 3･1と 3･3は 作 用 素 甥 論 に お い て ､C*環 と von Neumann 甥 の 果 す

役 割 の 違 い を 示 し て い る ｡ つ ま り ､ 位 相 空 間 的 議 論 を 行 な う と き に は C*甥 が

､ 測 度 空 間 的 議 論 を 行 な う と き に は von Netlmann 環 が 用 い ら れ る ｡
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§ 4 . フ ァ ク タ ー の 捕 成法

4 .1 ㍍一測 度 空 問偶 成 淡 く接 合 碩 )

Q を 第 2加 昇 公 哩 を み た す 局 所 コ ン パ ク ト空 間 ､ B を そ の Borel 娘 台 紙

と す る ｡ 測 度 空 間 (('2,a,〟 ) か ら 自 分 自 身 の 上 へ の 同 相 写 悌 S で 非 特 異

(～(E)=0⇔ iJSE)=0) な も の を ､ 非特_輿_変 埠 と い う ｡ 非 婚 異 変 柏 の 全 体

Åut(E2) は 群 に な る ｡

離 散 附 G か ら Aut(a)へ の 耶 準 同 型 写 像 :tト→Tt を G の E2上 へ の 作 用 と

い い ､ tTt) で 表 す ｡ G の 単 位 元 を e と す れ ば ･ Te は 幅 等 写 憶 で あ る ｡

von Netlmann 現 を 具 体 的 に 構 成 す る た め に 次 の 2つ の 作 用 素 を 導 入 す る ｡

L2(QxG,- o) の 元 吉に 対 し て

･4･1, ({Iud.:',;;I.:'.ss',::fr o:t:iE:,W'S ' fe:三 …

と お く ｡ こ れ ら は 共 変 条 件 花tatf)=ult)冗(f)u(t)*を み た し て い る ｡ た だ し

αS ば (αsf)(U)=f(T-1u= こよ 7)定 義 さ れ た von Neumann 環 Lの(Q･〟) の 自S

己 同 型 写 像 で あ る ｡

崖且 上 の (4･1)式 に よ り 与 え ら れ る 作 用 素 の 放 く7r(f):feIJCO(E2日 と

Itl(t): teG) か ら von Neuma一一n 塀 を 生 成 す る こ と を ､ 即丁測 度 空 聞 岬 麟‥法

と い い ､ 得 ら れ た Von Neumann 頂 を L00tE2)×αG で 表 す ｡

こ の 捕 蚊 法 は von Neumann 甥 M に 局 所 コ ン パ ク ト群 G の 作 用 tαt:teG)

が 与 え ら れ て い る 場 合 に も 一 般 化 で き ､ そ の と き 得 ら れ る von Neumann 環

トlXαG を Il と G の 接 合梢 と い う t的 丸 )｡
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耶 一測 度 空 PIj7構 成 法 で 得 ら れ る ,ヽOn Netlmann 甥 が フ ァ ク タ ー に な る た め の

条 件 を 与 え る た め に ､ 次 の 2つ の 概 念 を 導 入 す る ｡

良風 離 散 群 (;の 測 度 空 間 (E2･B･〟ト ＼の 作 用 を tTt) と す る ｡

(i) 任 意 の tdi＼tel と 任 意 の 可 測 集 合 E,〟(E)>0 に 対 し ､ そ の 可 測 部

分 集 合 F,JJ(F)'O で TtFnlT=少 と な る も の が 存 在 す る と き ､ 作 用 ITtJ は 且

由 で あ る と い う ｡

(ii)作 用 (･早 で 不 変 な 可 測 集 合 E に 対 し て は 〃(E)=0 ま た は 〟(EC)=O

が 成 り立 っ と き ､ 作 用 は エ ル ゴ - ド的 で あ る と い う ｡

亀且 4･1 離 散 B･'fI"･の 測 度 空 間 (E2･B,〟) へ の 作 用 を tTtl と す る ｡

1.次 の 2条 件 は 同 値 で あ る ｡

(i)作 用 tTt) は 自 由 で あ る ｡

(ii) LCOlEj)XaG に お い て 7EtLOb )は 極 大 可 換 で あ る ｡

2･ 自 由 な 作 用 ll'tl に 対 し ､ 次 の 2条 件 は 同 値 で あ る ｡

ti) 作 用 (Tt) は エ ル ゴ ー ド的 で あ る ｡

tii)Leo(m XαG は フ ァ ク タ ー で あ る ｡

自 由 か つ エ ル ゴ ー ド的 作 用 を 用 い て 得 ら れ る フ ァ ク タ ー H=Lm(C2)×αG に 対

し て は 次 の こ と が わ か っ て い る ｡ IG巨 ∞と す る ｡

ト1: Ⅰ 型 ⇔ tTt) が 推 移 的 (つ ま り ･ ptE2＼trrtu :t eGH =0 と な る

U∈C2 が 存 在 す る )

M: Ⅰエ1型 ⇔ 〟 と 絶 対 連 続 な 有 限 測 度 Vで tTt) 不 変 (V･Tt=VIteG)

か つ V(th)I)=U,(L'762) と な る も の が 存 在 す る ｡

M: I工 型 ⇔ 〟 と 絶 対 連 続 な d有 限 測 度 Vで tTt) 不 変 か つ J(th,))=0こ申二

(W<2),V(i2)=∞と な る も の が 存 在 す る ｡
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ト1: = 雌 ⇔ p と 絶 対 連 純 な 輔 限剤 皮 で (TtJ iこ変 な も の は 行Ii:･し な

い｡

互 選_ l･2 跳 批粧 (;が 測 度 票 llJl((2ilt㌧,〟 i) へ 臼 由 か つ ユ ル :[一 卜的 に

作 用 し て い る と き ､ 次 の 2 条 件 は 同 鳩 で あ る ｡

(i) Ld(Ql)×αlG = 1,～(Q2)×α2G

H i･) 力 学 系 H21,G) と (i22,G) は 軌 道 同 値 で あ る ｡

例 4･1 ;2=tzeC=:fT･l=1), (〕=2･ Tn7J=e2n花iOz と す る ｡ 8如 な ら ば ､

tTn) は 自 由 か つ エ ル ゴ ～ ド的 で あ る ｡E2 上 の ル ベ - ク 測 度 を 〟 と す れ ば ､

ILOTn=FL｡ ゆ え に L(刀(a)Xα引 ま可 分 ]tilbert 空 間 L2(a)◎22(a) との = 1聖

フ ァ ク タ ー で あ る ｡ た だ し (α f)(Z)=f(T -1Z).n ∩

CO 00

例 4･2 E2= n t0-1)n l･･へ の G= u tO,lin の 作 用 を 各 tdj に 対 し
1つ=1 n=1

Tt(hJn)= (un‡tn) と す る ｡ た だ し ､ a‡b≡a+b (mod 2)｡ 明 ら か に ､ tTt) は

自 由 か つ エ ル ゴ ー ド的 で あ る ｡

- (下Iurrar ､,On Neumann) 集 合 tO.,1)上 の 測 度 〟n((01)=pn･(川 = 盲 を

用 い て ､ ≡〟

- で あ る ｡

･
島

瑞

し

と す れ ば ､ pTt=FL ゆ え に L∽(ED XαG は II]型 フ ァ ク タ

(α tfHb))=ftT-tu)･

･ii) (Powers,集 合 tO･1)上 の 測 度 pn･tO), = 読 ,pnttlJ,:孟
LD

ò'Åく1' を 用 い て ･〝=n_?1Pn と す れ ば ､〝 o Tt キ 〝｡ 証 明 を 紫 す る が ､ こ

の 場 合 に は ､ L∞(E2)×αG は H ⅠA型 フ ァ ク タ ー に な る ｡ こ れ を Po､寸erS フ ァ ク

タ ー と い い ､ R人 で 表 す ｡

･iii- ,oore,Araki-､ヾoodsH ii,を 少 し 変 え て ､ pn･(0),= 青 ,
n
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入 入

pn(tlJ,= Tr と お き ､ 和 熊 倉 un:ml l五 ･昔 )を 区 間 -0,日 で 桐 酎 こな
Il

n n n
I

る よ う に す れ ば ､ 漂 ({2)×α (- は 1日 l 型 フ 7･ク ク ー に な る ｡

ti､-) Oく入iくl ti=l･2) を み た す 入1 と 入2 が 南 坤 独 立 の と き に は ､ 2つ

の PolヾerS フ ァ ク タ ー の テ ン ソ ル 穏 R入1⑳ R入2 が 工ⅠIl型 フ ァ ク タ ー に な る ｡

こ れ らの 例 で 与 え た フ ァ ク タ ー は ど れ も AF 的 (§6 の 用 語 で 言 え ば ､

AFl))で あ る ｡

4 .2 離 散 群 の 糾 Von Neumann 頒

離 散 群 G に 対 し

(A(tlE= S) = E(t-1S), E∈22tG), tIS <1

と お い て 得 られ る ユ ニ タ リ表 現 (入'C2(GH を (.･ の 左 正 則 表 現 と い う ｡ こ の

と き fA(t)･.tdり の 生 成 す る Von Neunann 塀 を 群 von Neumalln 現 と い い ､

RIG) で 表 す ｡ 群 一測 度 空 間 構 成 法 で E2が 1 点 の 喝 缶 に は ･ L00tE2)×αG と

氏(G) は 一 致 す る ｡

崖且 G を 放 散 群 と す る ｡ 各 tcG＼te)の 共 役 煩 tsts-1:scGI が 無 限 集 合

に な っ て い る と き ､ G を 無 限 共 役 粗 目CC)耶 で あ る と い う ｡

旦且 4･3 離 散 那 G に 対 し ､ 次 の 2条 件 は 同 値 で あ る ｡

(i)氏(G) は 因 子 頂 で あ る ｡

tii)G は 無 限 共 役 頼 群 で あ る ｡

例 4･3 (長 田 尚 ) 刑 に お い て ･ 互 換 (n･n+1)を sn と す る ｡ tsn:ne叫 の

生 成 す る 群 を G と す れ ば ､G は 無 限 共 役 類 群 で あ る ｡ こ れ か ら 得 られ る フ
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ァ ク ク ー IHG) は AF 的 tAFl))で あ る ｡

例 ･l･4 (Murrar -von Netlmann) n個 ln≧2)の 生 成 ･'-Cを も つ F=1両 耶 を Fn と す

る ｡ Fn は 無 限 共 役 規 群 で あ る ｡ こ の と き の フ ァ ク タ ー lH F11) は 非 AF 的 (

非 AFD)で あ る ｡
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§ 5 . AF 項

5.1 有 限 次 元C*甥 の 包 含 関 係

A を 有 限 次 元 C*甥 ､ B を そ の 部 分 C*環 と す る ｡ B は A の 単 位 元 1を 共 有

し て い る も の と す る ｡ B が A に 含 ま れ る 梯 7-は こ れ か ら 説 明 す る 包 含 行 列

に よ り 記 述 さ れ る こ と を 示 す ｡

A,B の 中 心 Z(A)･ZlrH の 悔 小 射 影 元 全 体 の 集 命 を そ れ ぞ れ Ipi:i=1,-

･･m)I(qj:j=1･････nJ と す る ｡ ∑ご=1 pi = ∑;:1 qj:1 と な る ｡ゆ え に

A,B は

∩

L､ = た lApi,
∩

n = JP:lBqj,

Api= Mlく.(¢)
l

Bqjニ ト14.tC)
J

と な る ｡ 簡 単 0,た めに､ ^ は ZOiごlLtlk.(a) に 一･致 し て い る も の と す れ ば ､
1

包 含 関 係 A ⊂ B は ､ * 多 元 塀 ∑

7Eを 用 い て ､

oj:1ト i ゼ.(W
J

か ら * 多 元 環 B へ の 同 型 写 悌

崇 " A .{ C , A B⊂ Em◎ H k .(a ,J i=1 1

と表 さ れ る ｡ こ の 同 型 写 修 の さ ら に 詳しい 様 子 は ､rn 個 の 頂 点 と n 個 の 頂

点を 2 行 に な ら べ ､ そ れ ら を 校 数 の 辺で 結 ん で え ら れ る ､ 次 の よ う な 図 式 に

よ り 表 さ れ る ｡
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kI k2 l･::).

tm=･l , ll=3 0)場 合 )

た だ し ､ 入i･j(i=1,- ,m;･j=1,･･･,n) は トil.{i化 ) の 巾 に MAj川 が 現 れ る 虚

根 度 で あ る ｡ つ ま ｡ ･ト1Ajt… )削 ､射 最3,元 fj ldim fj=1) の 儒 花tfj) 杏

ト11くi …̀ ニ制 限 し た と き に 縛 ら れ る 射 野 元 l)i 隼 j' の 次 数 で あ る :

A- ≡ dim lpi7r(f.日1J J

D が A に 含 ま れ て い る †弟7･は ､ こ の よ う な mx n 行 列 ∧= u ijI と B の

名 既 約 成 分 の 行 列 の 大 き さ を 表 す (㌔ ) に よ り定 ま る ｡ そ こ で ､ 以 後 ､ こ の

行 列 人 を B 与A に 対 す る Ld_含 行 列 と い う ｡

塵且 5･1 A を 有 限 次 元C*増 ､ Bi を l e B. ⊂ A (i=1,2) を み た す A1

の 部 分C*JB と す る ｡ r31･Bq が 同 じ 包 含 行 列 を も て ば ､A の 自 己 同 型 写 像 α&J

で α(Bl)=82 を み た す も の が あ る ｡

5.2 AF 甥 の 定 轟

tAn:neJN) を 馴 尺次 元(T*甥 o)増 加 列で ､ 胎 位 元 1を 共 有 す る も の と す る :

l e Al ⊂ A2 ⊂ ･- ･

各 An の * 多 元 項 の 横 道 は 自 然 に 相 集 台 U nCO=1An に 導 か れ U nO=lAn も *

多 元 環 に な る ｡ さ ら に､各 An の ノ ル ム は 自 然 に UnO=1An の ノ ル ム に 一 意

的 に 拡 弓長さ れ る の で ､ こ れ を 完 備 化 す る こ と に よ り ､ 新 た なC*頂 を 得 る ｡
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*

走 飛 こ の し一 瑞 を .･＼ド JLt1号と い う ｡

tAn:net"J に 別 し て も ･ §5･1･で 与 え た 包 含 聯日系の rl 式 の 上 下 を 逆 甑 し ､ 順

次 重 ね 合 わ せ て 行 く こ と に よ り ､ 下 の 例 5.1, 例 5.2よ う な 図 式 か 得 ら れ る ｡

こ れ を Hratl.teli 図 式 と 呼 ぶ ｡ 逆 に ､ Bratteli 図 式 が 与 え ら れ る と ､ 包 含

行 列 を 用 い て ､ 5.2で 説 明 し た よ う に し て ､ 対 応 す る AF 甥 の 列 が ､ 同 型 を

除 き ､ 一意 lJ'Jに riEま る ｡

例 :-i.t t20'!.fBuIF唱 ) 例 5.2 (Current喋 )

___1

.--_.--一■
1

0

-
0
-
0
-
0

●●●

q:I

Al=ト12(a)

A2ニト14(4:I

A3=?18(a)

項FTt■■l▲‥U35

all

1̂=C⑳ a;

A2=C〇日2◎C

A3=C◎ト13か13◎ d:

上 の 例 5.1の よ う に ､ 頂 点 が 縦 1列 に 北 ん で い て ､ 隅 揺 す る 各 頂 点 が 複 数

の 辺 で 結 ば れ て い る Bratteli 図 式 か ら 得 ら れ る AF 環 を UHF 環 と い う ｡

図 式 に 現 れ る 辺 の 数 を す べ て 掛 け 合 せ る と ､ 値 は 03に 発 散 す る が 形 式 的

に は 素 数 の 積 2n13n25n37n･･l‥ . の 形 に 一 意 的 に 表 す こ と が で き る (例 5.1の

喝 台 は nl.= 00, n2=n3=n.l=- ･=0 で あ る )｡ こ こ に 現 れ る 列 (nl･n2,- ･)か

つ ぎ の 定 理 で 用 い ら れ る ｡
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左且 5･2 (l',linm)川 1-fB に 対 し て ･ 利 く一十 日と,-･)は し川I√環 の 同 型 蛸

に 対 す る 完 全 不 変 蛍 で あ る ｡

JIl

l

-

p-

0-
0
-
0
-
0
-

･1

-
1-
･1-1一1
▲-一--

A()=4!L

･tl=M.I(41)

A,J=ト11(i(a )

･･1.･i=ト1rH (a)

◇

◇

･-

L･tl= C ◎ 4:

^2ニト12(a)

･＼3=N 2tC )馴 2(a)

_Lの 定 理 に よ 1)､ 例 5.1､ 例 5.3､ 例 5.′Jの AF 甥 は と も に 2u'1i'H ) uHF 環
′､

で あ ')､ Ⅰ2型 フ ァ ク タ ー ト12(fC) の 無 限 テ ン ソ ル 横 On…1(M2(a ))n と 同 馴 こ

な っ て い る ｡ 反 交 換 関 係 の 表 現 と し て 得 ら れ る Ĉ lt甥 や Clifford 甥 は 例

5.4の 形 を し て11る ｡ 例 5.2は CAR 王,q に お い て l荊 一 種 )ゲ ー ジ 変 換 に 関 し て

不 動 な 元 か ら な る 部 分 C*環 で あ る ｡

§ 6 . 人FD フ ァ ク タ ー くそ の 1 )

こ の 節 お よ び 次 郎 で は Hilbert 空 問 が 可 分 (可 if.次 元 )の 鳩 缶 た け を 考 え

る こ と に す る ｡

崖且 von N'ptlmar-1一環 トlが ､ そ の 桐 密 * 部 分 多 元 瑞 と し て ､ 単 fl'f-.元 を 共

有 す る AF 頂 を 含 む と き ､トtは F̂Dt;lPPrO:くimate'ly finite dimensional)

で あ る と い う ｡ と く に ､ .･1日) 南 限 フ ァ ク タ ー を 超 朽 W<フ ァ ク タ ー と も い う ｡

現 Ij･:ま で の と こ ろ ､ ･ヽon Neurnal111項 の 研 究 に お い て 得 ら れ た 結 果 で ､ 興 味
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あ る も Ll)の 多 く は 八日)7 7 ウ ウ - に 閲 係 し て い る ｡

･'C'厘 uげ 哨 と し ､ そ の 忠 実夫11,1を (7r,lH) と す る ｡7r(A)のい ま ､∫.＼ を ん

弱 閉 包 トI=7E(A)1' は へFD フ T ク ク ー で あ る ｡ こ の フ ァ ク タ - は 表 現 の 遥 び 方

に よ '')､ Im'･Ft'.!､ ‖]"I'･1､ 1㌦;F･11､ 日･lo1-r4､ 日｣大型 ま た は 1日 1'i竺の い ず liLか に な

る 岬 Jj.2参 照 )｡ こ の こ と は ､ 位 相 t表 現 空 間 )を 変 え る こ と に よ り ､ C*環 の

段 階 で は 存 在 し な か っ た 違 い が 現 れ た こ と (:な る ｡ AFD で な い T･IIJ=F･.･･!フ ァ ク

タ ー d)例 が 例 ･,1.I.lで 与 え ら れ て い る ｡

フ ァ ク タ ー が Lu'D の 喝 (:)･に は ､ 次 の一･一恵 惟 '定 理 が わ か っ て い る ｡ こ れ は

作 用 素 頂 論 Ill､ 崩 高 時 に 位.'tfTl.す る 紙 製 で あ る ｡ 他 方 ､ AFl)で な い 均 台 に は ､

同 型 で な い も U)か 連 綿 無 限 個存 在 す る こ と が わ か っ て い る 川 cl)aff,噴 )｡ lし

か し ､ ま だ 系 純 的 な 分 綿 と 言 え る 程 に は ､ 解 明 か す す ん で い な い IeollneS,

llaagerllp)｡

定 理 6･1 川urray一､･On Neumann,Connes･IlaagerupJ H IoWJU-以 外 の AFD

フ ァ ク タ - は 同 It;･!を 除 い て 一 意 的 に 定 ま る ｡

Ⅰ型 フ ァ ク タ ー は 自 動 的 に AFD で あ る ｡ Ⅰ型 プ ア 9-ク ー お よ び AFU Ill型

の フ ァ ク タ ー の -悪化 は 1943年 Nurray-Yon Neumann に よ り 示 さ れ た ｡ lIl

型 の 場 合 の 試 論 は 1967年 の 冨 田 一竹 崎 埋 論 の 出 現 を 待 た な け れ ば な ら な か っ

た ｡ 1975年 に な っ て よ う や く Connes は 懸 案 の AFD IIco型 フ ァ ク タ ー の 一･･意

性 の 証 明 を し ､ 同 時 に ･ つ き に 述 べ る 竹 崎 の 構 造 定 理 を 用 い て ､ AFD IIIA型

フ ァ ク タ･- の 一 意 他 も 示 し た ｡ IIIO型 の 喝 台 は 様 子 が 違 う の で ､ 改 め て 定 理

6･3の 巾 で 述 べ る こ と に す る ｡ 残 さ れ た AFD IIIl型 フ ァ ク タ ー の 場 合 に も 当

然 一 恵 他 が 予 想 さ れ ､ (二011neS は こ の 一一一悪 性 が 成 立 つ た め の 同 等 条 件 を 沢 山

作 っ た ｡ し か し ､ 拍棺 的 な 決 着 は 198こl年 に ､ Haagerup に よ り 与･え ら れ た ｡

こ の 日 ユl型 フ ァ ク タ ー の - 急 性 が 示 さ れ る 直 前 ま で の 様 子 は 1121に 孟:t･し く 鰐
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説 さ れ て い る ｡

梢 追 走 増 6･2 (竹 崎 ) 虫 無 限 von Nculna1-1､瑞 トtは 工工∞型 von Neum･'川n
-t

環 N と そ の 上 で etl･1;)=C X･XeN を み た す 作 用 letl と の 持 合 椅 NXo択

に よ り 表 せ る ｡

遷且 6･3 (Con一一es, Krieger, 浜 地 一問一押 川 ) 次 の 3つ の 同 型 規 の 間 に

は 1対 1対 応 が あ る ｡

tAFD フ ァ ク タ ー の 同 型 規 )

度
成

測
捕

群

エ ル ゴ ー ド変 換 の
軌 道 同 型 輔

i 辛 - - - ラ

随 伴 涜
(ユ 芸 孟 蒜 卜 的 流 れ の )

こ の 定 理 に よ り ､ AFD H IO型 フ ァ ク タ ー の 同 型 頬 の 分 類 は エ ル ゴ ～ ド的 流

れ の 共 役 規 の 分 頬 に 帰 着 さ れ る こ と が わ か る ｡

connes は こ れ ら の 結 果 を 導 く 際 に ､ Ⅰ工l型 (ま た は ⅠⅠ 型 )フ ァ ク タ ー がa)

AFD に な る た め の 特 出 づ け を 与 え た ｡ こ れ は 定 理 6.1を 尊 く 際 に 使 わ れ る 談

論 の 骨 格 を 成 し て い る の で ､ そ の 一 部 を 次 に 述 べ て お く ｡ 原 論 文 で は ､ 群 が

従 順 で あ る (群 G 上 の 有 界 連 続 関 数 環 clG)上 の 有 界 正 線 形 汎 関 数 で G 不ー~二= ｢

変 な も の が 存 在 す る )た め に 知 ら れ て い た 同 値 条 件 が ､ も の の 見 事 に 作 用 素

環 の 言 葉 に 言 直 さ れ て い る こ と が わ か る ｡ 以 後 ､ 慣 例 に 従 っ て ､ こ の よ う な

AFD IIl型 フ ァ ク タ ー を Roで 表 す こ と に す る ｡

定哩 6･4 (Connes) 工Il型 フ ァ ク タ ー M に 対 し て ､ 次 の 4条 件 は 同 値 で

あ る ｡

(i) Hニ Ito
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日･i) トi = 咽 10か つ 任 意 の 8>0 と トI の fr･･意 (I)元 ･tこ1･- ,TIn に 対 し て

-l}Lj郎 -"tl針 j).l*-L2 ≦ ど Ij=1･- ,n)

を み た す Ro の 元 yl,- ･･}-.1 と ト1取 り の ユ ニ タ リ一 元 Ilが 存 在 す る ｡

(ii日 日融 の 自 己 同 型 写 像 dx◎.TJ=y X は 日高トIの 内 部 日 己 同 1.T.=!写 像 に よ

り 近 似 で き る ｡

(iv) LlM)か ら 日 へ の ノ ル ム 1射 影 が 存 在 す る ｡

こ の ',ii理 を 使 う と ､ 粧 l･1の ITl型 フ ァ ク タ ー が AFL)で あ る こ と だ け で は な

く ､AFU H I_iP_フ ァ ク タ ー の ･一意 惟 と か ､ Attl)フ ァ ク タ ー の 部 J))フ ァ ク タ ー0〇

が 再 び AFD に 成 る こ と な ど が わ か る ｡ つ い で に ､ こ の 定 埋 を 薄 く 際 に ､ も

っ と も 基 本 的 な 概 念 と し て 用 い ら れ た ､ 単 射 性 に つ い て 述 べ て お く ｡

C*螺 A か らC*環 B へ の 有 界 線 形 写 懐 中 が 正 値 惟 を 保 存 す る と き くや(A.)⊂

a+)･ 写 性 中 は 塵且 で あ る と い う ｡ さ ら に 少 を

(xij)dIn(A) トー (如 ij)) cMn(B)

の よ う に M (AI か ら 卜1n(B) へ の 写 像 に 拡 張 し ､ こ れ が す べ て の n に 対 し∩

て 正 値 で あ る と き ､ ラ己0)写 像 中 は 完 全 正 鳩で あ る と い う ｡

こ の 完 全 正 使 性 は ､ 群 上 の 正 定 傾 関 数 の 概 念 を 非 可 換 C*環 の 場 合 へ 拡 弓長し

た も の で ､ こ の 仲 間 に は 準 同 型 写 像 ､ ノ ル ム 1射影 (条 件 付 期 待 鳩 )な ど が 含

ま れ て い る ｡

違且 A を C*項 と す る ｡ 任 意 のC*環 B, C の 完 全 系 列 O - D - (･･に 対

し ､ B か ら A へ の 完 全 正 値 写 像 が C か ら A へ の 完 全 正 使 写 博 に 拡 張 で き

る と き ､A は 単 別 的 で あ る と い う ｡

定理 6.5 (羽 毛 田 一富 山 ,Connes) von Netlmalln 項 目 に 対 し ､ 次 の 3条

件 は 同 値 で あ る ｡
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(i) M は AFl)で あ る ｡

tii)H は 唯 射 的 で あ る ｡

(iii) しくM) か ら 日 へ の ノ ル ム 1射 S,i,が (･i在 す る ｡

一 般 の 局 所 コ ン ハ ク ト耶 G に 対 し て も ､ 4.2 の 敵 取 召手の 喝 缶 と 同 じ よ う

に ､ 左不 変 川 aar)測 度 を 用 い て L2(G) 上 の 左 正 貝11表 現 を 考 え る こ と が で き

る ｡ こ の 表 現 の 生 成 す る

で 表 す ｡

vorlNeumann 甥 も 那 von Neumann 甥 と い い ､ 氏(G)

盈 6･6 tCom Cfり 吋 '')局 所 コ ン パ ク ト雛 が 連 結 な ら は ､ そ の 表 現 の 生 成 す

る von Ncllmann 堀 は 埠 射 的 で あ る ｡

こ れ に よ り ､ AFI)で な い Von Neumanll 甥 の 研 究 に は ､ 離 散 酢 の よ う に ､

連 結 で な い 酌 の 表 現 の 研 究 が 必 要 に な っ て く る ｡

§ 7 . AFD フ ァ ク タ ー くそ の 2 )

こ の 節 で も Ililbert 空 間 に 対 し 可 分 性 を 仮 定 し ､ AFD フ ァ ク タ ー の 部 分

フ ァ ク タ ー の 分 柏 閑 地 を 考 え る ｡

塵且 7･1 (Hurray-von Neunann) M,日` を 有 限 フ ァ ク タ ー ､T,T' を そ

の 上 の (一 意 的 に r/iIま る )規 招 化 さ れ た JI･'.規 ト レ イ ス と す る ｡ 1Ji feDl.ミキ0 に

対 し ､ 別 か ら閉部分 空 間 txi:x∈ =) お よ び tx §̀:x'EM′了 へ の 射 影 作 用

素 を そ れ ぞ れ e川 ,i),e(H/,i) と す れ ば ､ T(e(H′,i日/T′(e川 ,iH は E
の 選 び 方 に 依 ら な い 定 数 で あ る ｡
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こ の 臆 は M の 代 数 的 構 造 だ け で 決 る 値 で は な く ､ M と そ の 表 現 空 間 に よ

り 決 る 値 で あ る ｡

崖且 有 限 フ ァ ク タ ー トt に 対 し定 ま る 定 数

Cト.: (:: e'" 'i'''T è" '川

を M の 結 合 定 数 と い う ｡

ト1' : 有 限

N' : 鼻 無 限

こ の 定 数 は M′ と ?Jの 大 き さ の 比 を 衷 し て い る ｡ 例 え ば ､ ト1= Mm(a)郎 C.

の 喝 飢 二は ､ トl･ ≡ ltMか IntC) と 成 る の で ､ CN = n2/n2 で あ る ｡ 一･馴 こ､

Yon Neumann 項 が 有 限 で あ れ ば ､ ト1上 に は 規 格 化 さ れ た 正 規 ト レ イ ス T が

存 在 す る ｡ M の 作 用 し て い る Ililbert 空 間 に 可 分 性 を 仮 定 し た の で ､ T と

*
し て 忠 実 な も の を 選 ぶ こ と が で き る ｡ し た が っ て ､ 写 悌 X,yトナT(y x) は 目

上 の 内 積 に な る ｡ こ れ に よ り トlを 完 備 化 し て 得 ら れ る llilbert 空 間 を

L2川 ,T ) と す る ｡ こ の と き

入tx)y=xyI A(x･)y=yX, Jr=y

′l
と F.け ば ､ tA,lJ乙川 ,TH は M の 表 現 で あ り ､ tp,L2(.hl,TH は 横 の 順序 を 入

れ か え る M の 表 現 で あ る ｡ さ ら に ､ J入(H)J=p(M)=入(M)' が 成 り 立 っ て い る

｡ し た が っ て ､ M が フ ァ ク タ ー の 場 合 ､ H が こ の よ う に 左 は 鼻 作 糊 素 と して

(標 準 的 に )表 現 さ れ て い れ ば ､ … 1) の 結 合 定 数 C… 1) は 1 で あ る ｡ ゆ え

に ､ そ の 部 分 フ ァ ク タ ー 入(N) の 結 合 定 数 は 1 よ り 大 き い ｡

呈且 卜1,N を ldJ･⊂ M を み た す 有 限 フ ァ ク タ ー と す る ｡ N を L2tM,T) 上

の Jj.掛 鈴 作 用 素 と し て 表 現 し た と き (つ ま り ､入(NH の 結 合 定 数 を Jones 指

乱 と い い ､ 【トi:Nl で 表 す ｡
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定 理 7･2 tJonesl ti) 1111.型 プ ア ク J,I- ト10)部 分 フ ァ ク タ - N に 対 し
rI

Jones 指 数 川 :Nlは t.leos乙(7r/n ):Il=.ち,1,‥ .1 u tJ,C｡Jに 鳩 す ｡

(ii) 卜t が Al･1) の 哨(,H :は ､ す べ て の 鳩 か 実 現 さ れ る ｡

注 ｡ Jones 指 数 の 概 念 は ､ 幸 崎 に よ り ､ 作 用 素 値 荷 重 (非 市 外 条 11'･付 期 待

値 )を 用 い て ､ 1111型 フ ァ ク タ ー の 場 合 へ も 一･一般 化 さ れ ､ 淀 P.7.2と同様 な 事

柄 が 示 さ れ て い る ｡

有 限 Von Neumann 拐 日 と そ の 部 分 von Netlmann 頒 N を そ れ ぞ れ 上 の

A(M),入(N) と 同 一-祝 し ､ L=Jp(N)′J と 置 け ば ､ 包 含 関 係 N⊂ N⊂ L が 得 ら れ

る ｡ こ の よ う に ､M, N か ら L を 作 る 方 法 を (Jones の )基 本 偶 成 は と 言 う ｡

こ の と き ､ L2川 ,Tl か ら N の 閉 包 へ の 射 影 作 用 素 を e と す れ ば ､ IJは Ii

と tel に よ り 生 成 さ れ て い る ｡ さ ら に ､ こ の 基 本 捕 成 法 を 繰 り 返 す こ と に

よ り ､ ､･on Neumarln 甥 の 増 加 列 Mo(=N)⊂ Ml(=N)⊂ ト12(=L)⊂ M3⊂ - ･ が 得 ら

れ る ｡ と く に ･ N･ N が フ ァ ク タ ー の 場 合 ､ L2(I,n ･Tn ) か ら ト㌦ 1 閉 包 へ の

射 影 作 用 素 を en tn=1,2- - ) と す れ ば ･ 射 影 作 用 素 の 列 Ien‥1､=1,2,- ･)

は 次 の (組 み 糸 耶 0))関 係 式

川 :N 】e｡emer.ニen (トーml=日, e｡em=emeI､ 小 一ml≧ 2 )｡

こ れ は Temperley-Lieb algebra の 生 成 元 の み た す 条 件 で も あ る ｡ Jones は

こ れ を 用 い て ､ 現 在 _壬9_平__甲声 多 項 草__と 呼 ば れ て い る ､ 結 び 目 の 位 相 的 不 変 量

を 作 っ た ｡ ま た ､ H が 有 限 次 元 の 場 合 に は ､ 目 上 の ト レ イ ス T で ､
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'rT､(A(＼日=Tいこ),汁ll.NITrlAいこ)E)=Th･) txeトー)

を み た す L 上 の ト レ イ ス 'rr へ 拡 張 で き る も の を トIarko､r ト レ イ ス と 言 う

｡ こ の ト レ イ ス は 包 含 行 列 の Perron-Frobcni.us ヴ ェ ク トル に よ り ､ 定 数 倍

を 隙 き 一 意 的 に 定 ま る ｡

亙盈 vo一一Ncmn･,-n 螺 ト1の 2つ の von N" rn,17川 部 /,1淵 N,I,r､.!2 に 刈 し て

･ 日 の 目 己 同 W･'.!'Ej:†敬 α で α(NlJ=N2 を み た す も の が 存 在 す る と き ､N'1 は

N2 に共∴堤月 旦 で あ る と い う ｡

定 理 7･3 (OcW an") F̂D Hl 型 フ ァ ク タ ー の 部 分 フ ァ ク タ ー で Jones

指 数 か 4 よ り 小 さ い も 0)の 共 役 同 型 絹 は Dynkin 図 形 An,I)2n型 tl､=1,2,･･

･H =対 応'.す る も 0)が 名 1個 ､ E6･E8型 に 対 応 す る も の が 各 2 個 存 在 し ､ こ

れ 以 外 に は な い ｡ そ の 際 ､ Jones 指 数 は l)ynkin 図 形 に 対 応 す る 隅 は 行 列 の

ノ ル ム の 2乗 に な る ｡

こ の 定 理 の 証 明 に 使 わ れ る 構 造 が ､ 可 解 格 子 模 型 に 現 れ る も の と よ く 似 て

い て ､ 専 門 家 の 関 心 を 集 め て い る の で ､ 少 し 補 足 を し て お く ｡

M を ⅠIl型 フ ァ ク タ ー ､N を そ の 部 分 フ ァ ク タ ー と す る ｡ 基 本 捕 成 法 を 繰

り返 し て 縛 ら れ る * 多 元 環 の 増 加 列 トlo(=NI⊂Mlt=トⅠ)⊂ ト12⊂ トー3⊂ - ･ を 用 い

て ､ 相 対 可 換 子 甥 の 増 加 列

N(N/CトⅠ(N･C トIlハ N一⊂ M2ハN,⊂ M3ハN･⊂ ･･-

を 作 る ｡Jones 指 数 川 :NIが 4よ り 小 さ い 場 合 に は ､ こ れ ら の 相 対 可 換 子頒
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は 手亨駅 次 元 で あ る ｡ し か も ､ 対 応 す る Iけ Tlt.Le-1,j l采l式 は ､ あ る 節 鞍か ら さ き

､､..:あ る ])ynkin 図 7f三と IiiJL 樹 形 の 折近 しか 繰 り 返 さ れ る ｡

例 7.1

A4型 D6型 EG型

こ れ ら の Dy11kin 図 形 に 対 応 す る 包 含 行 列 は そ れ ぞ れ 次 の よ うに な っ て い る

臣 〕

ー

ノ

ハU1
l

1

1

1

ハU
0

一 朗 に ､ Uynkin 図 7fZに 対 応 す る 包 含 行 列 を A と す れ ば ､ 隣 指 行 列 は

位言〕と 同 値 で あ る ｡ し た が っ て ､ 隅 描 行 列 の ノ ル ム は 包 含 行 列 の ノ ル ム と

一 致 し ､ そ の 2東 か Jones 指 数 に な っ て い る ｡

逆 に ､ Drnkin 図 形 か ら 例 7.1の よ う に し て Bratt.eli 図 式 を 作 れ ば ､ 対 応

す る 有 限 次 元 * 多 元 環 の 増 加 列 BoC Bl⊂ u 2⊂ ･- が 得 ら れ る ｡ 各 Iik 上の

Markov トレイ スを U fln 上 の トレイ ス T へ 拡 弓長L U Bn を L2(U Bn,T= 二

の 左 掛 算 作 用 素 と し て 表 現 す れ ば ､AITD H lフ ァ ク タ - 入(U Iln)''が 得 ら れ

る ｡ つ き に ､ 有 限 次 元 * 多 元 環 の 2重 列
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A()O⊂ ′＼ol ⊂ (̂12 ⊂ - ･ → Mo

n n n n
AlO ⊂ ∧11⊂ A12 こ ･･一 一 一一 Ml

∪2

∩
<
:J

n

U1

n
㌔

n

UnV

ハ
㌦

∩

㌔

∩
:
･

｣

を Aij = Bi+.J と な る よ う に 遊 び ･ 各 k に 対 し 梢 の 増 加 列 k̂J･ j之0 か ら

上 の よ う に t1,'rlて0､･ ト レ イ ス を 用 い て Illフ ァ ク タ ー Mk を 作 る ｡ 1)yl-1くin 図

形 が 定 理 に 述 べ ら れ て い る 場 合 で あ れ ば ､ 可 解 拍 子 模 型 で 使 わ れ て い る

Bolt7.maml荷 重 ､ 第 ･･一一逆 関 係 式 ､ 交 叉 対 称 性 な ど と 似 た 手 法 を 描 用 す る こ と

に よ り ､ 2 重 列 が う ま く 遊 べ て ･ 川 1:トioll:nAHt と Mkn>101= AkO･ kと0 を 示

す こ と が で き る (Ocneanu,Popa,河 束 ,泉 )｡

§ 8 . 核 型 (:*環

崖且 (-:･*甥 A 上 の 佃 等 写 像 が ､ 各 点 ご と に ､ 階 数 が 有 限 で し か も ノ ル ム

が 1以 下 の 完 全 正 伯 写 像 に よ り 6(A,A*日 立 相 で 近 似 で き る と き ､ C*環 A を

盈 且 と い う ｡

こ の 在 韓 で ､ 完 全 iE伯 写 像 を ノ ル ム 1射 影 に 代 え ､ ♂川 ,A*) 位 相 近 似 を ノ

ル ム 近 似 に す る と AF 環 が 得 ら れ る の で ､ F̂ 現 は 核 型 で あ る ｡

･姐 8･1 (lJanCe,Erfros-Choi) C*環 ^ に 対 し ､ 次 の 3条 件 は 同 値 で

あ る ｡
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(i) A は 核 聖 て あ る

(iH "-･意 の (･:*頂 ｡ に 対 し ､ AOm,Tu:-う = ^sminH

(iii)AH は 単 射 的 で あ る

*
こ の 命 馴 こよ り 抜 T.望C*塀 と の テ ン ソ ル 横 に 対 し て は ､ ク ロ スC ノ ル ム が

一 意 的 に 定 ま る こ とか わ か る ｡ 単 位 元 を も つC*･環 A に 対 し ､ Proj(旭 光)の

連 結 成 分 (トiur･rar-VOIINeLImann の 同 値 関 係 に よ る 同 値 輔 )は 可 換 半 附 に な る

｡ た だ し ､Xは 可 .I)I I日.lbert 空 川上の =Lン ハ ク ト作 用 素 の 全 体 で あ る ｡ こ

の 半 P.'tの 生 成 す る 可 拍耶を A の Jio即 と いい､JくO(A) で 表 す ｡八 の ユ ニ タ リ

元 全 体 UtA) を 単 位 元 の 連 結 成 分 で 削 っ て 得 ら れ る 繭 郎 (剰 余 糾 )も 可 換 桝 に

な る ｡ こ れ を ^ の tくl石羊と い い ､ Kl(A) で 表 す ｡ f̂･-馴 こ対 す る ko酌 は 次 元 即

で あ り ･Itl群 は tO) で あ る こ とが わ か っ て い る ｡ こ の 事 実 を 用 い る と ､AF

甥 で な い 核 型C*甥 の 存 在 が わ か る ｡

例 8.1 非 可 換 トー ラ ス (無 理 数 回 転 C*甥 )

β を (0,1)の 無 理 数 と す る ｡ 交 換 関 係 vtl=e2花18Llヽ･を み た す 2 つ の ユ ニ タ

リ作 用 素 u,V の 生 成 す る C*項 を 非 可 換 - ラ ス と い い ､Aoで 表 す ｡ こ れ

は AF で な い 核 型 C*環 で あ る ｡ こ の C*環 の も つ 推 賞 を 少 し 挙 げ て お く ｡

ti)AO は 単 純 で あ る ｡ し た が っ て ､ Ao は 生 成 元 の 選 び Ljjに 依 らず 同 型

に な る ｡

日･日 八β 上 に は 忠 実 な 規 格 化 ト レ イ ス 丁 が -一意 的 に 存 托 し

T(∑m,ne岩α mnum V n)=ao()

(iii)Ao = Ae･ 幸⇒ 0=0'ま た は e =1-0'

(iv) Ao匂此 =Ae′⑳X (̂ Oと Ae･ は 安 'iE同 型 で あ る と い う )⇔e ′=ge と な る ･gcSL(2,Z ) が 存 在 す る ｡ た だ し

と き gO= 99ibc♂+d
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-)

(～,日 .io( ô) = 71日 1 ◎2:Epj ニ之L (I-,:fHeffel 射E･-i)
lJ

l早 Ao) = れ -j o ･2日 ､'】 ニ21L
∫)

(ヽ･日 〆 (Z) 卜て

(11吉 日 n )=i(n一日 , (ヽ･吉)(ll)=e2,TiOitrl)

と す れ ば ､ ～-1l=e27tiOllヽ･｡ こ こ で

II=tu+u･*-2)+Atヽ･+ヽ･*) (人〉0)

と す る ｡ 右 辺 の 荊 1項 を ラ プ ラ シ ア ン の 差 分 化 ､ 第 2項を ポ テ ン シ ャ ル と 見

な す こ と に よ り ､ 71 は 糊 周 期 的 ハ ミ ル トニ ア ン に 成 る ｡

(viュ) Ô は 例 ･1･1の ′＼FlH llフ ァ ク タ ー の 桐 密 な * 部 分 多 元 喋 と し て 埋 蔵

で き る ｡

例 8.2(;(:lt絹

^ を C*lB と す る ｡ ^ の 既 約 表 現 (̂ か ら あ る tIilbert 望im 二の L(H)へ

の 準 同 型 写 像 で ､ そ の 伸 か u H) で 弱 桐 密 な も の )が ど れ も コ ン パ ク ト作 用

素 の な す C*環 xtn) に 含 ま れ る と き ､ A は 望退 で あ る と い う ｡ ^ 0.)商 C*甥

で ､ t(日 と 異 る も の か ど れ も t())以 外 の Celi閉 両 側 イ デ ア ル を 含 む と き ､

Ll を 公述 (ま た は ､ l型 Iで あ る と い う ｡ さ ら に ､A が tO) と 異 な る GCli閉

両 側 イ デ ア ル を 含 ん で い な い と き に は ､A は ABSBで あ る と い う ｡ U11F 喋 ､

非 可 換 トー ラ ス ､ つ き の C1･untz 塀 な ど は NGClt 塀 で あ る ｡ 数 f･_Q拘 坤 の モ デ

'レに 現 れ る C*頂 は ほ と ん ど NGCIモ 項 で あ る ｡

定理 8.2 (Gl.imm,鳩 I c*項 A に 対 し ､ 次 の 2条 件 は 同 値 で あ る ｡

(i) A は GCIt で あ る ｡

(ii) A の 表 現 の ':壬=.成 す る V｡n NcumLlnn 頂 は ど れ も 1型 で あ る ｡

例 8.3 CtIntZ 環
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* *

n∈ul･r- 2 と す る ｡ ､十-･,､-｡ を ､.1㌦ +- ･+､'.古 ,=l を み た す 等 長 作 用 素

と す る ｡ こ れ ら n 洞 0,L′川 素 の 生 成 す る 了 環 を (･:i" t7･項 と い い ､(,1､ で 表

す ｡ こ れ は AF で も (;｡I‡ で も な い 核 型 しこ*項 で あ る ｡

日 ) On は 単 純 で あ る ｡

it J (j=1-･-1= に よ り 含 ま れ る (Jn 上 の 1繕 数 自 己 同(ii)㌔ (､'j)=e ､'･

型 群 (αtI の 不 動 点 環 (On)α は n∞型 UrIF 現 で あ る ｡

tiiH Onニ Om ⇔ n=m

(ivH (o(On)=y (∩-1lZ, lLIIOn)=tO)

湖 ･ヽOn Neumann 甥 と 同 じ よ う に し て ､ 群 C*甥 を 定 義 す る こ と か で き る ｡

視 索 ベ ク トル 空 間 Al(G) は た た み 込 み に よ る 穏 お よ び 対 合 f*(i)=ftt-1 )一

に よ り Danach* 甥 に な る ｡ こ れ を ノ ル ム 爪fJt:sup村7E(f川 に よ り 完 備 化 し て
7r

*
得 ら れ るC*環 を且 定 温 と い い ､C (G) で 表 す ｡ た だ し ､7tは Banach* 絹

Alto) の 表 現 で あ る ｡ つ ぎ に ､ G の 左 正 則 表 現 tん旦2tGH を 用 い て ､

付 f,=IGf(∴ A- ,dt と す る ｡ 炉 ま Banach* 喋 jl(G, の 表 現トに な る ｡ こ

の 表 現 花人 の 生 成 す る 川 ilbert 空 間 ゼ 2tG ) 上 の )C*環 を 被 的耶C*現 と い い
*

～Cred(G)で 表 す ｡

屋旦 8･3 離 散名手 G に 対 し 次 の 3条 件 は 同 値 で あ る ｡

(i) G は 従 順 で あ る ｡

(ii) C*(G,=C:e｡{G,

(iiiJ C*(G) は 核 型 で あ る ｡

G か 連 続 粥 の 場 合 に は ､ 古 典 Lie 群 の 既 約 義 視 に 捕 系 列 が 存 在'_す る こ と

な ど か ら も わ か る よ う に ､ 糾 C*甥 が 核 型 で あ っ て も ､ G が 従 順 で な い よ う な

例 が あ る ｡
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っ ぎ に ､ 核 型 で な い(;*JB の 代 表 例 を 鵠 つ か あ け る ｡

例 8.･1 n

び 披 約 桝C*甥

個 tn≧2)の 元 か ら 生 成 さ れ る F･ld･l耶 F の 耶 C*喋 C*げ n)お よn
*

cT･ed(1一■n)は 核 型 で は な い ｡ し か し

･くO(C ･F ,) - Ko(C:e｡(F｡)) - a:

*

11
* *

Kl(C け )) = K.1 tCred(Fn)) = 匠nn

例 8.5 m を 可 分 ヒ ル ベ ル ト空 間 と す る ｡ しくH) の 商C*現 川 H)/A(糾) 杏

calkin 螺 と い う ｡ こ れ は 核 当¥で な い こ とが わ か っ て い る ｡

最 後 に ､ 作 用 素 項 の 敢 科 書 を 挙 げ て お く ｡
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