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一次元格子気体の流体力学極限

東京工大･理学部･応物 内山 排平

流体力学極限の問題に関し最近 Guo-Papanicolaou-Varadhan[1]によって開発された

方法は,一般性があり適用範囲が広く,様々の一今のところStochasticな-モデルを,基

本的に彼 らの方法を適用することによって級かうことができる [2-6]｡ここでは舟

木 ･半田 ･内山 [2]の扱ったモデルの特別な場合に話を限定して,結果と証明の概略を

述べる｡

lo結果. 1次元有限格子 目 ,2,･･･,Niを周期化 (kとN+kを同一視)したも

のをSNとする｡ SN上に粒子が配置されており, 1格子点には高々1個の粒子が存在しう

るとする｡ 粒子配置をワニ(77x;x∈ SN),配置の全体を記Nと書 く:

77x∈10,1i,x∈SN; £N-10,1isN

次のmaster方程式によって記述される諾 N上のMarkov過程 177"(i),t≧Ofを考える :

去 pt(q)-N2LNPIN(り)

但し,

〟

LNf(7)-∑l敬 一 私 ･1ト(1+aqx-.･aqx･2)･U(qx抑 トf(7)]x=1

(1)

(αはα>一言なる定数,りXP･.はその,xとx･1の,値を交換して得られた粒子配置)｡

h "(77),7∈鋸 を与えられた初期分布とすると,(1)の解は77"(i)の分布を与える｡

さて 7?"(i)を微視的な物理系とみなし,その巨視的質量分布を

〟
･tN(dO)-去∑qxN(i)8x,Ado) (0∈ T- R,Z≡ [0,1])I-1

によって定義する｡テスト関数J∈ C(T)を αt"で積分した形で書けば
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･J,αtウニ ∑ qx"(i)J(I,N)妄
X
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(2)

iq"(i)fは共通の確率空間 (E2,5,p)上で定義されているとし,P による平均をEで

表す｡次の定理が成立する｡

定理.初期値 α｡"がある関数 p.(e),e∈T,に次の意味で収束しているとする :

･Ni.TeEl<J,αoうーJlJ(e)po(e)dOl-0, VJ∈C(T)

このときαt"は,poを初期関数とする非線型拡散方程式

T5iP-意 (p･ap2)

∂

の一意解p(i,e)に上と同じ意味で収束する｡

A)

20 証明の概略.次の2つの事実は容易に確かめることができる｡

〟 〟

LNf∑ 扉 (I)I- ∑ hx(7)AJ(I)x-1 x=1

(3)

但 し,

hx(符)-(α+1)敬+α(77x_1- 私)(77x- 77x..)

AJ(I)-J(I+1)+J(I-1)-2J(I)

B)(対称性,detailedbalancecondition)

o<p<1に対 し記"上の Bernouli測度 を vNp と書 く : yNp(bi)-p" (Vq∈XN)｡LNは

yNp に関し対称,したがって特に yNpはMarkovprocessが(i)･の定常測度である｡77"(i)は

記N,n…毎∈XN:∑ 77x- nun-0,1,･･･,N)によって Ergode分解 され,各 nについて

Ergodicmeasureは vNP をだN,n上に制限 したものに等 しい (pは 1つ固定すれば何でもよ

い)｡
(J,αlT)-(J,α｡T)+ bN(77N(S))ds+MJt)

よって MJt)を定義する,但 し

bN(77)≡ N2LNi(J,α)i
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〟

- N∑ hx(7)△J(意) (Aによる)X-1

よく知られた公式から

EMN2(i)- E[LIcM(S))dS]-0(妄 ),
〟

ch )-:(J(需ユ)-J(意))× a抑 (り)∬-I

(axか.(q)はLNの定義式に現れる係数)

特にMJt)- 0であるから,或る関数p(i,e)があって次の収束

(∫,α)- - J(0)p(i,0)dO

LtbM (S))ds 一 一 Ltds/J"(0)lp(5,0)･ap2(5,0)]dO

が成り立つことを示せば,(4)より

/J(e)(p(i,e)一曲 e"dO-LldS/J"(e)lp(5,0)･ap2(5,0)]de

(5.a)

(5.b)

を得る｡ 最後の式はp(i,0)が(3)の弱解であることを意味しており,弱解の-一意性から(3)

の解である｡ 従って定理が証明された｡

(5)を示すために bJか)を見やすい形に書き直す :まず △J(I/N)-N-2J"(I/N)に注意

し,さらにJ"の滑らかさを使えば,任意の e>0に対し

柚 ,-去 xf .J"(i )

次の補題が本質的である｡

2eN+1 ∑ h y (7)+0(妄+e)ly-XI≦eN

補題 (局所平衡)任意の局所的関数f(7),77∈10,1izと任意の T>0に対 し

limlim supEel0Nぅ〇〇X ∑ fy(7N(5)ト <f,(pN,e(S,意))Fy-XI≦eN

但し,fy(7?)-f(Ty77)(Ty再ま77のyだけのshift,i･e.(Tyq)x-77y.I),
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p"･e(5,0)-2eN+i ∑ qyN(S),
ly-[Ne]l<eN

･f,(p)-/f(q)yp(dq) (扉 ま10,1iz上のBernoulli測度)

上の補題は,時間平均の下では我々の系に対しある種の局所平衡が成立していることを

主張する｡その直観的理解を得る為にガを1つ固定して考える｡ガの回りで平衡状態が達

成されていると仮定すると,その平衡測度はvpの重ね合わせであり,Pの下ではJ/pのp

はランダムな量であって,それは大数の法則から必然的に,77"y(S)のxの回りでの空間平

均 p",e(S,a/N)によって近似される;逆にfy(が(i))のxの回りでの空間平均は,個別エル

ゴ-ド定理より,fの J/pによる平均値,したがって,J'pN,e(sP/Nによる平均値で近催され

ることになる｡ 最後の結論が補題の主張するところである｡

補題においてf-hとおけば,(6)より

limlimEelON一∝〉 抽 N(5))一志∑J"(意)〈k,(pN･e(S,意))

一方 (5.a)が成 り立つ (compactnessargument)として

pN,E(5,0)-去αsN(lo-e,o･e])

最後に

(h)(p)- h(77)J/p(dq)-P+ap2

ー
〃ぅ∞

ds-0

LLep(S,o･u)du

- - p(5,0)
e･-+0

を確かめれば (5.b)を得る｡

補題の証明は,このモデルの単純さから [1],[2]等に比較して多少簡略化されるに

しても,相等込入ったものなのでここでは省略する｡
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