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ランダム行列理論 と直交多項式の数理

東大 ･理 永尾 太郎

ランダム行列ア ンサ ンブルは厳密な保存量をもたない- ミル トニアンの表現行列を特徴

づけるために導入 される､確率分布関数

P(M)dM

に従 って分布する行列 〟 の集合であるト 4)｡最 もよく知 られているのはガウシアンアンサ
ンプル

p(M)-e-TtM 2

である｡ このアンサ ンブルは行列要素の間に相関を もたないため非現実的であるといわれて

いる. しか しエネルギー準位相関の局所的な性質 (たとえば最近接間隔分布)に関 しては実

験的に知 られている事実 (準位反発の効果)を良 く再現す る｡そ こで､どうすれば局所準位

相関を保 ったままでガウシアンア ンサ ンプルを変形 し行列要素の間の相関を取 り入れ られる

かが問題 となる｡

そのよ うな変形 されたアンサ ンブルとして有望な ものが Balianによって提案 されて

いる5).Balianは P(M)のもつ情報量

I(P(M))-
/

dMP(M)logP(M)

が与え られた準位密度 p(I)を保つ条件下で最小化 されることを要請 した. 最小化の条件は

6【Z(P(M))+/dx入(I)p(a)]-0,

になる｡ ここで 入(a)は Lagrange未定乗数である. この条件か ら

p(M)-e-TrA(M)

がわか る.固有値 31,32,-,XNの分布関数 P(xl,a:2,-･,XN)はこの P(M)か ら

pNβ(xl,･･･,XN)-e~PH,

N N

H-∑V(I,･)-∑log 極 - ,･J, -∞ <xl,･-,XN< ∞ ･
i=1 I'<)I

となる4)｡β-1,2,4はそれぞれ実対称､複素 エル ミー ト､自己双対四元数行列 に対応する｡

ここで V(x)は

V(a)-A(a) at β-1,
V(x)-A(I)/2at β-2,4
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のように決め られ る｡ この確率分布関数 の性質 は以下 の通_Dである.

(1)V(x)=fdyp(y)logla,- yl･

(2)基底の取 り替 えに対 して不変｡

(3)行列の各要素 の分布 は独立ではない｡(Ⅴ(〟)∝〟2の ときだけ独立になる｡ )

Balianの確率分布関数 は解析的に取 り扱 うことがで きる｡ ここでは例 と して直交 ア ン

サ ンブルを考 えよ う.N-2L/(偶数) とす る｡求 めたい物理 的に意味のある量 は

(1)相関関数

IL;A)(xl,･-,Xh)-

(2)準位密度

PN(31,･･･,XN)da:A+1-･ゐ N

p(xl)≡ NlimJILl)(31)/ILo)]･

(3)局所 k次相関関数

L(A,(W;El,････Eh,≡Nl1-J晶 瑠 '(31,･･･,Xk,/ILo',,

xi- W ･ 蕊 Ei･

である｡

モニ ック歪直交多項式を次のよ うに定義す る｡

Rn(a)-cn+-･,

ただ し

< R2m(｡),R2n+1(y)>R- - < R2n+1(a),R2m(y)>R-rmSmn,

< R2m(I),R2n(y)>R-0,

< R2m+1(a),R2n+1(y)>R-0,

ここで

･I(I),9(y),R≡喜/Ilf(x),9(x)]d･x,

･lf(I),9(y)]≡ /_CJ y'3''f(x/)dx,e-Y(y)9(y)-エ e-V'3')9(x,)dx,e-V(y)I(y)･
そのとき相関関数 は

Ii空)(31,32,･-,Xh)-
(2Z,)!(U-k)!2y
Z,!(2Z,-k)!
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ここで

Fi}･-I(a.･,xJ･), t,∫-1,-,k,

I(Xi,2,}･)≡
[
S(諾.･,Xj) I(xi,X}･
D(Ci,3:)･) S(XJ･,2,i

S(x,y,-m!.it IlR2-(I,,R2-･1(y,,,

I(3,y)-/_ywS(a,y/)dy',
D(3,y)-£ S(3,y)

のように表 される6~9)｡ しか し一般の V(x)に対 して準位密度 と局所相関関数を計算す るこ

とはできていない.そこで V(I)を特定 して考えることにす る.(V(I)-x2 な らガウシア

ンアンサ ンプルである｡)ここではラゲール直交 ア ンサ ンブル

V(a:)-3, 0<3:< ∞ ,

-∝), oiherw ise.

を とりあげる9･10)｡対応す るモニ ック歪直交多項式 は

R2-(I)-去 宰 -.1(I),

R2m+1(a)-C2m+1(I)-
2α+2m +1

a;m(x),

ただ し

cn(a)-諒 Li2a'(23),

rn-2~2a~4n~2r(2n+1)r(2a+2n+2).

となる｡ これを用いると､相関関数の表式は

S(I,y)-妄 去 IlR2-(3,,R2-･l(y,]

-e~De~y

-e-ce~y

1 C2V(x)C2V_1(y)-C2V_1(a)C2〝(y)
2h2V_1

1

8Z/h2V_1

LC

X~y

C2〝_1(2:)a;V(y)

e~SC2V-1(x)dxC;y(y)

崇翌 C;V(y),
8L,h2y_122V-1
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ただ し

cn(I)-て券 LLo'(23),

hn -
n!r(n+i)

22n+1

か ら得 られる.右辺 は有限個の直交多項式 (ラゲール多項式 )で書かれているので､ラゲー

ル多項式の漸近形11)を使 って準位密度 と局所相関関数が評価 され る｡それは以下 のよ うに

なる｡

p(x)-吉原,0< C<x<R<∞,

L(lk)(W;El,･･･,Ek)-′応 , o< C<W<R<∞,

Fi,I-i(i.･,E,･), 8,3-1,･･･,k,

i(i,q)-[孟((eE,,qq)) i((eq･,qe))],

i(i,8)-1,A(i,i)-i(i,モ)-0,

5(E,り)-

A(i,り)-

sinlq(i-77)]
打(8171) '

d ,sinlq(E177)]
a(i-71)L打(i-77)

･～(i,7)-三 ･r叩

sinl打(i-ql)]
汀(i-りJ)

a(8-77/).

ただ し

局所相関関数の表式 はガウシア ンアンサ ンプルのときと一致 しているので､この場合につい

ては Balianのアンサ ンブルの局所準位相関の普遍性が証明された｡ このよ うに歪直交多項

式の漸近形の理論 と Balianのアンサ ンブルの局所準位相関の普遍性が密接 に結 びっいてい

ることがわか る｡

今後の課題 としては

(1)より一般的な V(3)に対す る相関関数 の漸近形 を評価するための数学的な理論を発展 さ
せること

(2)量子系の- ミル トニアンの行列要素の分布 と Balianの分布関数を準位密度を一致 させ

た上で比較す ること

などがある｡
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