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概要

多数の粒子がくっつきあったものをクラスターと呼ぶ.この論文では,粒子の状態を表

す相空間内の同一の点,あるいは無視しうるくらいの広がりの中に複数の粒子が集まって

いる時,それをクラスターと定義する.もっと具体的に,-箇所に集まって同じ方向に同

じ速度で運動する粒子の集まりをクラスターと考えでも差しつかえない.クラスター形成

は実験室内に限らず地球上,さらに宇宙の至るところで見られる重要な物理現象である.

非弾性衝突も巨視的な世界に普遍的な現象である.けれども,ものとものとの衝突は秩序

を壊し系を乱雑にするという印象があるので,衝突によってクラスターができるというの

は常識に反するような感じがする.弾性衝突であれば確かにクラスターを作ることはない.

だが非弾性衝突の場合には,エネルギーの散逸によってその考えにくいことが起こるので

ある.本研究の狙いは,非弾性衝突はむしろ系に秩序をもたらすということを実証するこ

とである.そのために私達はこの論文を通じて,はじめランダムな粒子の配置が,非弾性

衝突によってクラスターを形成する現象を調べていく.

本論文は扱う対象によって2部に分けられる.第 1部では自由空間内の非弾性多体系を

扱い,第2部では中心重力場中のそれを扱う.

まず第 1章で私達は一次元空間内で非弾性衝突する粒子という理想的な例について調べ

る.そしてクラスターが形成されること,さらに多数の粒子からなるクラスターは,一つ

*本稿は,編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である｡
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一つの粒子の反発係数が0でなくても,あたかも完全非弾性であるかのように,入射粒子

を吸収しながら成長することを示す.クラスターが成長するためにはそのクラスターの粒

子数がある臨界より大きくなければならず,臨界より少ない粒子からなるクラスターは入

射粒子によって散らされてしまう.また,完全非弾性粒子の作るクラスターの粒子数には,

粒子等分配則ともいうべき単純な法則が見られる.

ここで実験的に見つけられたクラスターの統計的性質は,慶鷹義塾大学理工学部数理工

学科の渋谷政昭教授らによって数学的に証明されている.そゐ証明を次の第2章に示す.

第3章では,二,三次元空間においてもクラスタが形成されることを計算実験で示す.そ

の統計的性質は,いまだ整理できるほど単純な形では得られていない.この事は日本物理

学会で発表されたが論文としては未発表である.

第4章が第2部になる.再び物理現象に戻り,ケプラー軌道をまわる非弾性粒子のクラス

ター形成について論じる.大惑星に見られる環は,細い同心円状のリングレットが集まっ

て出来ている.これまで,環を構成する粒子同士の非弾性衝突にはリングレットを壊す作

用があると考えてられてきたので,非弾性衝突に逆らってリングレットを形成する別の作

用が必要であると考えられてきた.私達は環の最も単純なモデルを用いて,非弾性衝突そ

のものがリングレットを形成する作用を持つことを理論的に示す.また,シミュレーショ

ンによ-ってリングレット形成を実証する.独自に開発したものも含め3種類の手法を用い,

リングレット形成を視覚的に示した.

保存系の振舞いを調べる強力な道具として統計力学がある.けれども散逸系を調べるた

めに同様に強力な手法はまだ見当たらず,本研究のように個々に考察せざるを得ない状況

である.本研究が,散逸系の統計力学を導くための何かの取り掛かりになれば幸いである.

なお,本論文は志田の学位論文をもとにし,計算機アルゴリズムに関する章を除くなど,

構成を変え,一部修正を加えたものである｡
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｢非弾性粒子が作るクラスター｣

第 1章

一次元空間で非弾性粒子が作るクラスター

1.1 概要

この章で私達は,一次元空間内で非弾性衝突する粒子という理琴的な例について調べる

【191.そしてクラスターが形成されること,さらに多数の粒子からなるクラスターは,一つ
一つの粒子の反発係数がOでなくても,あたかも完全非弾性であるかのように入射粒子を

吸収しながら成長することを示す.クラスターが成長するためには,そのクラスターに属

する粒子数 (クラスターサイズ)がある臨界より大きくなければならず,臨界より小さい

サイズのクラスターは入射粒子によって散らされてしまう.

1.2 モデル

本章で私達は以下のことを仮定する.

1.運動は一次元の線上にある.

2.粒子は大きさを持たない点であり,初めすべて等しい質量を持つ.

3.粒子間力は衝突時の撃力のみである.

4.粒子の融合や破壊は考えない.

粒子iとi+1の衝突はx.I-3;i+1の時起こる.その瞬間それらの速度 u.I,u.･+1は次の非弾性
衝突と運動量保存の法則にしたがってu'i,u:.+1に変る･

u:･+I-u:･- -e(u.･+1-ui),

u:･+1+u:･- ui+I+u.･
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これらは,

u:I- αui+βu.I+I,
/
uI･+1 - Pu.･+αu.I+1,

ただし,

α - (1-e)/2,

β 等 (1+e)/2,
α+β - 1

と表せる.反発係数eは物性値で

0≦e<1

の範囲の定数であるとする.

1.3 数値計算

〃粒子の初期条件は,

xo<xl< x2< -･<xN_I

を満たし,それらは,一様乱数yi(0<yi<X)を用いて

Ji- Xt･_1+y.I

(1.2)

(1･3)

(1･4)

(1･5)

(1.6)

のように順番に生成する.初期の速度 u.･は平均Oで分散q2の正規乱数をもちいて生成し,

(uf)-q2 (1･7)

を満たす.XもJも1とおいて一般性を失わない.
シミュレーションのパラメータはeと〃である.図1.1はⅣ-101,e-0.5の時の粒子
の軌道を示す.粒子が段々とほほ同位置同速度にあるようなクラスターを形成することが

分かる.

クラスターは段々成長する.一つのクラスターを構成する粒子の数をクラスターのサイ

ズと定義する.私達はクラスター内部での衝突がある時刻以降極めて頻繁に起こり,シミュ

レーションがその時刻より先に進まなくなることに気付いた.頻繁に衝突する粒子のグル-

プ間の衝突間隔及び相対速度も距離もどんどん小さくなる一方である.これより完全なク

ラスター (同じ座標と速度を持つ粒子の集まり)が形成されることを確認した.完全なク

ラスターは入射粒子を吸収する.引力を持たない粒子にあって,この現象は興味深い.逮

い粒子が打ち込まれればクラスターはバラバラになりそうに思われるが,非弾性の場合そ

うはならない.図1.2には速度空間でのクラスタリングの様子を幾つかのeについて示す.
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(a) 40

(b) 2000

■ 一〇〇…i8
7

-I

i二二二二二二二一J

._5●

0 5 10 15

t

0 500 1000 1500

t

図 1.1:粒子の軌道.

N-101,e-0.5としたシミュレーション結果の3;-1グラフである.(a)は1000回目の衝

突重で(0<l<10.6).(b)はi<1425.2に起こった最後の衝突 (3642回目)までを示す･
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図 1.2:速度空間でのクラスタリング.

(a)e-0･0･(b)e-0･5.(C)ど-0.9.どれも〃-100で初期条件は等しい.
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｢非弾性粒子が作るクラスター｣

1.4 クラスター形成の分析

粒子が2つしかないときには非弾性衝突してもクラスターはできない.けれども3つ以

上の粒子があればeの値が条件を満たせばクラスタ-ができる.図1.3はe=0.5のとき9

粒子のクラスターができる様子を示す.クラスターは臨界粒子数Ncより多くの粒子から

なれば成長しそれ以下ではバラバラになる.私達はまず考察し,次に葵験によってNcをC

の関数として決定する.

1.4.1 2粒子クラスターの分析

まず2粒子のならびに (粒子1,2)に第3の粒子 (粒子o)が相対速度 1で打ち込まれる

場合を考える.相対速度をW,.≡ ui- u.･_1と定義する.粒子i-1とiはW.･<0であれば衝

突しW.I>0であれば衝突しない.衝突が起こるとそれまで負だった相対速度W.･が正に変

るとともに,叫土lにも影響する.まとめると,

W:-'-ew.･,
W.!士1- W.･土1+βwi

となる.これを今の問題に適用すると,粒子0,1の祷葵では

/
Wl =-eWll
w;-W2十βwl

粒子 1,2の衝突では

wi-wl+Pw2,
W;ニーew2

となる.初期粂件は

- =(::)'o'- (-.1)･
最初の数回の衝突を追跡すると,

( :: ) '" - (-pe:)(-.I) - (_ep)･

(::) 2̀' - (去_pe)(::)̀1' - (-eap2)I

(::)̀3' -(㍊ )(::)̀2'

- 34 3 -
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これより0,1衝突と1,2衝突が交互に起こっており,この後もずっとそれが続くと推定さ

れる.最終的には2つの場合が考えられる.

1.wlとW2はどちらも非皐になる.衝突はやみ,粒子はJ5ラバラにはなれていく･

2.Wのいずれかは負であり続け,衝突は永久に続く.この時wl,W2は0に近付く.無限

の衝突が瞬間的に起こり,3粒子のクラスターができる.

交互に衝突すると仮定してどちらが正しいかを検討する.遷移行列を

A= (-pe ; ) ･B= ( 日 Pe ) I

とおくとW の数列はW (1)=AW (0),W (2)=BⅥ′(1),W (3)-AⅥ′(2),...;一般に,

Ⅳ (2m)- (βA)mW■(0),

W (2叫 1)-A(βA)mW (0)

とかける.(BA)'nやA(BA)mの行列要素はBAの固有値入1,人2を用いて,

cl入T+C2入㌻

と表せる.この場合には

BA -Lae2p_Pe),
11 - T+FL,,

人2 - T-Ff

となる.ここで,

α2-e 1-6e+e2
丁 =

2 8 '

FL - VTT7

である.以下の議論で相対速度

W皇27nJ- α入T+β入㌻,

wr '1)- α'lT+β′入㌻

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

が任意のm について負であることを示す.式1.18は無限に続く交互衝突を仮定している.
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係数a,b,a',b'は数列の最初の2つの項から決定される.即ち

wT - a+b - -1,

wl2 = aAl+b入2 - -α2I

wll - a'+b' = -P,

wf - a′Al+b′入2 - -β(α-e2)

より,a,a,a′,b′を解いて,

(ab) - (̂11AlJl(二2)-去(
(;,I) -(Al.Al,)-I(詔 e2)) - 慕(

入2-α2-人1+α2
人2-α2+e-Al+α-e2

(1･19)

(1･20)

となる.クラスターが形成するためには固有値が実数でなければならない.でないと,

W=a入㌣+bA2m-a人㌻十戒テ-2la=人117ncos(me+6) (1･21一)

となり,クラスター形成の条件を破ってしまう.人が実数である条件は式1.17から得られ,

o≦e≦7-4ヽ乃符0.0718 (1.22)

となる.以下eがこの範囲にあるとする.すると,

入1≧入2>0 (1.23)

であり,a+a(il/入2)7nの値はmが増えるにつれてa+b(m-0)からa(m-∞)まで単調
にかわる.従ってクラスター形成の条件は次のようになる.

a+b<0,aJ+b'<0,a<0,a/<0

式1.19より初めの2つの条件は既に満たされていることが分かる.残りの2つは,

入21 α2<0,人2- α2+e<o

(1.24)

(1･25)

となるが,後者が満たされれば前者も満たされるから本質的には1つである.α2-e≡

2T,入2-T-FL,人1-T+FLを用いてこの条件を書き換える.i,

入2-α2+e-人2- 2TニーT-FL- 一入1 (1･26)

となり,これは常に負である.

以上でe≦0.0718のとき衝突が無限に続き,2粒子クラスターが3粒子クラスターにな

ることの証明を完了した.
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図 1.3:9つの粒子が入射粒子を吸収する.

グラフの右端で無限の衝突が起こり,粒子は一点に集中している.

1.4.2 初期条件の一般化

次に初めの相対速度が(wP,W20)である3粒子系を考える.これまでwg-0を仮定して

きたが,ここでその制約を外そう.3つの場合が考えられる.

1.wYとW雪の両方とも正である.衝突は起こらずクラスターもできない･

2.wPとW20の両方とも負である.最初の衝突の後,Wの一方は正になりもう一方は負の

ままである.･よって次の場合に帰着する.

3.一方のWが正でもう一方は負である.一般性を失わずにWO-(-1,W)ただしWは正,
とおける.

この時クラスター生成の条件は

e ≦ 0.0718,

a+b- -1<0,
a/+'b/- -P+ W <0,

a- -(P2/2+p)+Pw<0,

a'- -llβ+(β2/2+p)W <0

となる.Wの係数が正であることに注意すれば,クラスター生成条件は

W < mi nlβ,筈+芸,
入1β

β2/2+〟
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となる.eが小さい極限では,近似的に1,

J(e)-(1-3e)/2

となる.従って,Wはeの臨界値には影響しない.

(1･33)

1.4.3 n粒子クラスターが成長する条件

この節では2粒子クラスターについての分析を一般化し,n粒子クラスターが成長する

ための反発係数eの条件を求める.そのために一般の

〟 (m)≡
1

'-

れ

5

W

'+
.

W

W (2m+I) - AW (叫 I

w (2m+2) = BW (27n+1),m -0,1,2,･..

を計算する.ここで

lel≪ 1を用いて

よって,

また,

これらを比較して

β≡(1+e)/2.

つ

p-, - 竺宇 和を(芋 -e)-上空8'
β2/2+FL 籍 (1+2e)/8.

β2/2+JJ ;Y (1+2e+1-6e)/8=(1-2e)/4,

人1=2T 宍ゴ(1-6e)/4,

描 +p) 符
(1-2e)/4__1-3e≠≠=~~~二-二二=~~=

2'(1+e)/2

禦 _ ,Y(1-6e)/4･(1+e)/2
P2/2+FL (I-2e)/4

1_3e-_____
2 ●

mint(1･29),(1･30),(1･31)]=(i-3e)/2･

- 3 47 1
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であり,かつ

である.初期条件は
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とした.各々の衝突について私達がお いた基本的な仮定

W22tTn_l< OI
w22.pl-1 < oI2,m-1121･･･

p
rhH一
631nHtl川u

(1.37)

(1･38)

が成り立っているかどうかを調べ,成り立っていれば,さらAまたはβを掛けて計算を進

めた.その結果図1.4に示す臨界値より反発係数 eが小さければ,衝突は,W.A-0となる
まで (実際には叫 <10-50)無限に続くことがわかった.反発係数が大きくなれば臨界ク

ラスターサイズは大きくなる.クラスターの大きさが臨界より大きければ,クラスターは

まるで反発係数がoであるかのように入射粒子をすべて吸収してしまう.

この結果は前出の図1.3に示したクラスター形成のシミュレーション結果と適合してい

る.もっとも図1.3と本節で考察した場合では衝突の順序が異なるので,完全に等価ではな

い.クラスターができるかどうかはそれぞれの場合の衝突順序に明らかに依存する.

より簡単な議論から,必要条件は求まる.粒子Oが打ち込まれた時の衝撃波面は図1.3か

ら分かるように速度βnでクラスター内を伝わる.もしこの速度がクラスターの重心の速度
1/(n+1)より速ければ,クラスターはできないだろう.この必要条件

(宇 )A<;嘉
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図 1.4:クラスター生成条件.

グラフの上側の領域ではクラスターが形成される.グラフの下側ではできない.

は辻2によるもので,図1.4を見ると,計算実験によるクラスタリング条件グラフの下側す

なわち散乱領域にあるが,比較的良い近似になっている.

1.5 最終状態でのクラスター数と大きさの分布

前節までに,臨界サイズNcよりもサイズの大きいクラスターは衝突により粒子や他のク

ラスターを完全非弾性的に吸収することを確かめた.粒子数が非常に多い場合には,ほん

の数個の粒子 (例えば両端の粒子)を除いてほとんどすべての粒子はクラスターに含まれ

ることになる.それゆえ粒子系の振舞いはe=Oの場合によって代表されると考えられる.

そこでe-0の場合の計算実験を行なった.〟-8から1,000までの9通りの場合を初

期条件を変えてそれぞれ100回ずつ行ないその結果を集計した.最後に残るクラスターの

個数の平均く叫 を図1.5に示す.実験式は

(M)-0.6328+0.99941nN. (1･40)

となった.この実験事実から.,粒子数が自然対数の底e望2.718倍になると,クラスターの

個数は平均して1増えるのではないかと推論できる.したがって最も大きいクラスターの

サイズは

nl-N(i-1)
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であるだろう.同様にして,2,3,‥.番目に大きいクラスターのサイズは

n2 - N(e-1)/e,

n3- N(e-1)/e2,

一般にm番目に大きいクラスターのサイズは

nm -aexp(m)

になっていると考えられる.両辺の対数をとってmで微分すれば,

dn/n-dm

(1･42)

(1.43)

(1.44)

となる.dm-1であることに注意すると,大きさnのクラスターの個数の期待値として

E(n)-1/n,または nE(n)-1(n-1,2,..･,N)

が得られる.これより

〟

(M)= El/n
n=1
窒 0.5772+lnN

(1.45)

が得られ,これは式1.40と良く-敦している.

式1.45の予想を実験で確かめた.〟-1,000の場合を乱数を用いた10,000ケースの異

な'る初期条件で行なった集計結果を図1.6に示す.ある粒子がどのサイズのクラスターに最

終的に属するかは全く等確率であるという興味深い結果が確かめられた.

1.6 議論及び結論

私達は反発係数eで衝突する一次元非弾性N体系はクラスター (速度と位置を共有する

粒子の集合)を形成することを見つけた.クラスターを形成する臨界サイズも決定した.

臨界サイズを越えるクラスターは入射してくる粒子や他のクラスターを,完全非弾性であ

るかのように吸収する.衝突がやむまでクラスターは無限に成長する.この事実は私達に

Alder【1】の相転移を思い出させる.Alderの相転移とは粒子間の引力がないのにある臨界条

件の下で凝集 (クラスタリングに対応する)が起こることである.私達の場合はAlder転

移と2点で異なっている.まず衝突が散逸的であること.次に運動が通常の統計力学では

相転移があり得ないとされている一次元空間内にあることである【14ト
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図1.5:平均クラスター数

100 200 300 400 500 100 740 800 的0 loo°

clustersize

図1.6:nEの実験値
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クラスターの臨界サイズは反発係数に依存する.eの単調増加関数でeー 1で無限大に

向かう.けれどもe<1であれば有限の臨界サイズNcが存在する.系に充分な数の粒子が
あれば,ほとんどの粒子はいずれかのクラスターに属し,衝突は完全非弾性的になる.こ

の意味でe=0の場合がクラスターの振舞いを代表する.

e=Oの時には,Nが唯-の変数である.最後に残るクラスターの数Mの平均は

〟

(M)-=1/n
n=1

である.また大きさnのクラスターの数の期待値は

E(n)=1/n

(1.48)

(1.49)

である.

同様な関係は様々な場所に見られる.例えば人口が第n位の都市の人口とか長さ第n位

の川の長さなどが同様の関係を持ち,Zipfの経験則【291と呼ばれている.本研究は更に一

つの例を加えるものである.Zipfの経験則は様々な複雑な現象に近似的に成り立つもので

あるが,私達のモデルは厳密に定義された単純なモデルである.このモデルは散逸系の統

計力学の一つの極限である.

ここで生じる新たな疑問は,

1.なぜ,クラスターは上のような単純な統計的性質を持つのか.

2.2次元以上の空間内でもクラスターはできるか.できるとすれば,それはどのような

性質を持つか.

前者については,私たちが実験的に求めた関係式1.47,1.45は,渋谷らによって任意の〃

について数学的に証明されている【21ト その証明は次の第2章で述べる.後者については第

3章で,いままでに得られている暫定的な結果を示す.
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第 2章

一次元非弾性粒子の1/n分布の理論

2.1 はじめに

前章で私達は,一次元空間内の理想化された非弾性粒子の系を調べ,粒子の集合体であ

るクラスターができ,それがあたかも完全非弾性であるかのように入射粒子を吸収して成

長することを見出した.さらに完全非弾性の場合に,最終状態でのn粒子クラスターの出

現期待値が1/nであること,全クラスター数の平均が

〟

HN≡∑1/n-logN+7+0(1/N),れ=l
(2･1)

であることを見出した.ただし7 %0.5772はEulerの定数である.

この間題が恨事つき変数の統計的見積りの問題に関係が深いことは注目に値する【3】.こ
の章では上の結果とそれに加えさらにいくつかの定理を,数値実験より緩い仮定の下で証

明する.クラスター数とそのサイズ分布に関する定理2.ト2.3は,本質的には【3】に依って

いる.けれども,定理2.4,2.5はクラスターサイズに関して得られた新しい結果である.普

た本章の定理と証明においては物理の用語を用いている.

2.2 問題の定義

問題:一次元空間内のN粒子を考える.質量はm.･で,はじめ位置xiにあって速度V.tを

もつ(i-1,2,...,N).ただし,

- ∞ < xl< 3:2< ･- < xN < co (2･2)

というように順番になっており,(vl,V｡,...,VN)は連続かつ交換可能な分布関数を持つ乱

数ベクトルである.粒子はとなりの粒子と衝突するまで等速直線運動する.粒子iとi+1
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が衝突すると,質量保存と運動量保存

ml -m.･+m.･+ll
m.･V.･+mi+lVi+1
m.･+ m.･+I

を満たしながら一つに融合する.粒子の分裂はないとする.

注 2.1衝突は負の相対速度 V.I+1-V.･が存在する限り続く.衝突がやんだ時元々の粒子は融

合して ｢クラスター｣を形成している.最終状態ではいくつのクラスターができるだろう
か?それらのクラスターのサイズ (融合した粒子の数)の分布はどうなっているだろうか?

答えはもちろん初期条件によって変わるが,初期条件がランダムであれば統計的な答えは

求まる.

注 2.2速度分布が連続なので,二つ以上の初期速度が完全に一敦していることはありえな

い.この章の議論では,となり合う粒子の相対速度が衝突の過程でβになることはないと

仮定している.

注 2･3初期速度(vl,V2,- ,Vn))の分布関数

F(al,a2,.-,aN)-P(vl≦at,V2≦a2,-.,VN≦aN), (2.5)

はFの値が引数のあらゆる交換に関して不変である時,｢交換可能｣であるという.典型的
な場合として,Vが独立で同一の分布F.に従う場合,

〟
F(al,a2,･･･,aN)-rIFo(a.1),H:i,H

となるので,Fは交換可能である.または,もしFが微分可能で,確率密度

I(al,a2,-.,aN)-
∂〃

∂α1- ∂叫 ~､一日

(2.6)

F(al,a2,...,aN) (2.7)

が ｢球面的｣(a…+a…+･･･+a2Nが等しければfの値も等しいということ)であれば,Fは
交換可能である.Vが独立で球面的な確率分布を持つ場合はガウス分布になる.

2.3 衝突過程ダイアグラム

以下のようにして,問題における衝突過程を幾何的に措くことができる.

Eo- 恥-0,
I

fi- ∑ m,･,i-1,2,- ,N,
31=1
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I
叩.･=∑miv,･,i-1,2,･･･,Nj=1

および

(2.9)

で定義する累積質量Eと累積運動量77を座標軸とするN+1点の座標平面を･定義する.図2.I

に示すように点p.･(E.I,7.･)を順番に線分で結ぶ.線分Pi_lP,･はm.･=△(,･_l とm.･V.･-△7.I_1
および速度vi-△77i_1/△Llを表している.隣合う粒子iとi+1はvi>vi+1のときだけ
衝突する.図2.2は二つの線分のとり得る配置を示す.衝突するかどうかは線がPiのとこ

ろで上に凸か下に凸かだけで決まる.

衝突する順番は相対距離と相対速度の両方に依存する.最初の衝突がi番目とi+1番目

の粒子だったとする.その結果融合してできた粒子は線分Pi_1P.･+1で表され,線全体の他

の部分には影響しない.注2.2より,図2.2の2つの線分はかならず向きが違っている.よっ

て,衝突は図2.1の線が至るところで下に凸になるまで続く.最終状態は図2.1に示してあ

ち.最終状態を表す線は,Pの包絡線である.
最終状態が包絡線であるということから,クラスターの最終状態は最初の線の形から簡

単に求まる.初期の位置xiや衝突の順序に･は依存しない.このことを定理としてまとめる.

定理 2.1衝突は有限期間内に終わる.クラスターの最終的な位置や速度は初期の位置や衝

突の順番には依存しない.

2.4 クラスタ数の期待値

最後に残るクラスタ数は1から〃までの範囲で,初期速度によって決まる.確率分布は

次のように定まる.

定理 2.2本章の問題では,k個のクラスタが最後に残る確率は,

p(k;N)- /N!,k-1,2,･･.,N (2･10)

である.ただし,

となる.

は第1種の符号なしスターリング数を表す.kの期待値は

〟

(k)-Ekp(k;N)-HN
k=1
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P2

i:累積質量
77:累積運動量

初期状態
最終状態

図 2.1:一次元空間内のN粒子の状態

pi_1/ - へ p''~1＼ ､ / P'''1

衝突する(vi>V.1+1) 衝突 しない(V.･<V.I+1)

図2.2:上に凸と下に凸な配置
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注 2.4スターリング数は恒等多項式

N
Z(I+1)(I+2)･･･(I+N-1)=E

k l

で定義される.この定義は【10]による.幾つかの値を表2･1にあげる.ここで,∑k

N!および, (k)-∑kk二･:_I:_/〃!であることに注意してほしい.

注 2.5クラスタの個数は初期の質量や位置の分布によらない.

注 2.6

p(1,N)-1/N かつ p(N,N)-1/N!. (2.13)

証明 初期速度vl,V2,… ,VNを昇順に置換したものをul< u2<- < uNとする.Vが連続

で交換可能な分布を持つという仮定から, uの全ての置換は同じ確率で実現される.よっ

て以下 u を一つに固定してそのN!通りの置換を初期条件として考えることにする.ここ

で,r(k,N)を最後にkl国のクラスタが残る場合の数と定義する.定義より

〟

∑ r(k,N)-N!
L･=1

(2･14)

が成り立つ.まずN!の初期条件のうちvlが最も速い(vl- uN)場合を選ぶ.この場合粒子
1は必ず粒子2に衝突して一つになる.定理2.1よりこの衝突が最初に起こると考えて差し

支えない.これより,問題はN-1体問題に帰着Lkクラスタを残すr(k,N-1)通りの場

合がある.同様の議論が V2,V3,‥.,VN_1のそれぞれが最も速い場合についてできる.従っ

てkクラスタが残る場合は全部で(N-1)r(k,N-1)通りである.vNが最速の場合は例外

で,粒子Nは衝突せず単独のまま残る.この時kクラスタ残る場合の数はr(k-1,N-1)

通りである.従って各粒子が最速の場合を加えると

r(k,N)≡(N-1)r･(k,N-1)+r(k-1,N-1)

となる.

γの生成関数/を次のように定義する.

〟

f(I,N)-∑ r(k,N)zk
k=1
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式2.15を用いると,次の帰納的な表式が得られる.

〟

f(I,N)-∑【r(k-1,N-1)+(N-1)r(A,N-1)】zkL･=1
N N

-2∑r(k-1,N-1)zk-1+(N-1)∑ r(k,N-1)zkk=1 k=1

-(I+N-1)I(I,N-1)

上の式では明らかな関係

r(N,N-i)-r(0,N)-0

を用いた.I(I,1)-r(1,i)I-Zであるので,
〟_I

f(I,N)-(2+N- 1)(I+N- 2)･-(I+ 1)I-rI(I+k)k=0

となる.式2.12の の定義と式2.16のf(I,N)より,次の結論が得られる.

r(k,N)=
最後に残るクラスタ数の期待値くk)は

(k)
∑kN=lk,(k,N) 孟f(I,N)lz=1
∑JkV=1,(k,N) f(I,N)ll=l
Ni l 1

l=1-n!1三-HN･□

諸 logf(I,N)

(2.17)

(2.18)

( 2 .19)

(2.20)

(2.21)

2.5 クラスタの大きさの分布

含まれている粒子の数をクラスタの大きさと定義する.最後に残る大きさnのクラスタ

の数の期待値は1/nである.まず2つの定理を示し,それから証明を行なう.

定理2.1の時同様 ul< u2< ･･･< uNを昇順に並べ替えた初期速度とする.N!通りの

置換がすべて等確率であることを思いだそう.まずはこの論文の問題を離れ,〃粒子をcl

個の大きさ1のクラスタ, C2個の大きさ2のクラスタ,‥., cn 個の大きさn のクラスタ,

… ,C〃個の大きさ〃のクラスタ,に分割することを考える.分割の仕方は非負整数の姐

(cl,C2,-.,Cn,...,CN)≡Cで指定される.ここで,∑nN=lnCn-Nである.表2.2はN-4
の時の可能な分割を示している.
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表 2.1:第 1種 ス ター リング数

〃 1 2

1

2

3

4

5

Sum=〃!

補助定理 2.1

6

1

6

1

r:

2

3

1

1 2 6 42

･k,-∑kklT ]/N! 1 1十日 +!･"

4

0

5

0

1

0

2

5

3

1

21

一般に,N個の区別できる粒子を区別のない容器に入れて分割Cを作る場合

の数を〟(C)とすると,

〟(C)-
〃!

(2.22)

が成り立つ.

証明 〃 ≡ 〃 1粒子からサイズ 1のグループをcl個作るために cl個取り出す.次に頻 りの

Nl-Cl≡ N2個の中からサイズ 2のグル-プをC2個作るために2C2個取り出す.一般に

Nn_I-(n-1)cn_1≡ Nn個の粒子の中からサイズnのグループを作るためncn個取り出す,

ということをn-Nまで続ける.第 n段階ではncN個の粒子を取り出すのにC(Nn,ncn)

通りのやり方がある.ここでC(N,n)-N!/n!(N-n)!は二項係数である.サイズnのグ
ル-プをcn個連続して作るやり方は

C(ncn,n)C(n(cn-1),n)C(n(cn-2)･n)･･･C(n,n)-# (2･23)

通りある.けれどもcn!通りあるグループ同士の置換は同一のグルーピングであるので,サ

イズnのグループをcn個作るやり方は結局

C(Nn,ncn)
(ncn)! Nn!

(n!)cncn! (Nn-ncn)!(N!)cncn!

〟(C)-∩

通りになる.よって,分割Cによる異なったグルーピングの場合の数〟は

.′′､ 菩 Nn! N!

nl=11(Nn.1)!(n!)cncn!=rI(n!)cncn!

(2.24)

(2.25)

である･ここでNl-N,Nn+1-Nn- ncn,および〃示1-NN-NcN-N-∑ncn-0
を用いた.□
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表 2.2:〃=4 のときの可能な分 割
分 割 cI C2 C3 C｡ ∑4n=lnCn
cl 0 0 O 1 4

C｡ 1 0 1 0 4

C3 2 1 0 0 4

C4 0 2 0 0 4
C5 4 0 0 0 4

この補助定理 2.1は多項係数を用いて直接証明することもできる.表 2.3は〃-4で
C-(2,1,0,0)のときのJV'を示す(JV'(C)-4!/(1!)22!(2!)11!-6).
次にもともとの問題に戻 り,各分割Cごとに大きさnのクラスタが C.I個できる初期条

件 (すなわちVの置換)の数を勘定する.サイズn のそれぞれのグループについてn個通

りの初期条件の置換があり,そのうち一つのクラスタになるのは(n-1)!通りである (式

2.13参照).全体でサイズnのクラスタをcn個作るnT=1[(n-1)坪 n通りの初期条件がある
(n=1,2,.･･,N).

最後に,それらのクラスタが最後まで生き残るためには,速度順にならんでいる場合以

外にはない.それゆえ,

補助定理 2.2最後に分割Cを実現するような初期条件は.∑nN=1[(n-1)坪 n通りである.
定理 2.3分割Cと同じ構成のクラスタができる確率は

p(C)-
Iln-lnCれCn!'hiE p(C)-1 (2.26)

である.

証明 補助定理 2.1,2.2より,最後に分割Cを実現するような初期条件は,N!/(nn:lnCncn!)

通りあり,かつすべての初期条件は等しい確率1/〃!を持つことからいえる.ロ

表2.4はN-4のとき∑p(C)-1となっていることを確かめるものである.

2.6 最後に残るクラスタの期待値一別解

式2･26から出発して別の方法でp(k,N)-
[封

定理 2.4次のようにf(cl,C2,...;N)を定義する.

〃!

を証明できる.

I(cl,C2,...;N)≡ N!p(C)- 口㌘ncncn!
ifcn>_0,Encn-N,

0 otherwise.
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表 2.3:粒子の グ ルーピ ング.
〟- 4,C-(2,1,0,0).〟(C)-4!/(1り22!(2 !)11!- 6.

cl-2,C2-1

表2.4:式2.26の確かめ

1lC1.qC3(しっ一
C

llC 2C3 3C3 4C. cl! C2! [Hii"u一
丁叩≡p.

I
LC一
ej∩4lC

瓢
Z!
C
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1

1
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1

1
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0
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0

0
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0
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0

4
計

U
.

UP
Un

u
l

u
U'

合

1 1 4 1 1 ‖叩
r:

2 1 1 2 1 1

4 1 1 1 2 1

r=
日日
HH

1 1 1 24 1 1 14

4

3

4

8

2

/

/

/
./

/

1

1

1

1

l

1

4

3

4

8

42

すると次の帰納的関係が成り立つ.

f(C1,C2,- ;N+1)-I(clll,C2,...;N)

+Hm(ら+1)∫(C1,- ,cm_I,cm+1,C叫1-1,C叫2,- ;〟) (2･28)1TL

ここで(cl,C2,-)は,cN+.- CN+2-- -0かつIln:N+1nCn･cn!-1であるような列であ
ることに注意する.

証明 式2.28を〃についての帰納法で証明する.〃=2のとき,

J(2,0,0,… ;2)- ∫(1,0,…;1)-1,

J(0,1,0,… ;2)-守(1,0,…;1)-1

であり式2.28は成り立つ.次にN+1をNに帰着する.∑,nmcm-N+1の時,

(右辺)-

+

〃!

1cl-1(C1-1)!nT=2nCncn!
∑mm(cm+1)ノⅥ

Ill≦n≦m-1,m+2≦n≦conCncn!mcm+1(C.～+1)!(m+1)cm'1~1(a,A+1-1)!
〃!cl

1clcl!nT=2nCncn!
I,nN!(m+1)cm+1
TIT;1nCnc,l!
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〃!

n,.ncncn!
(左辺).ロ

(cl+∑mcm)-iii!
(〟+川
ILncncn!

この定理はp(C)の値を計算するのに便利である.

系 定義によりr(A,N)-∑∑cn=kf(cl,C2,･-･,N)である.これは
:-.:::に等しい.

(2,30)

証明 N-1,k≦1の時は上の等式は明らかに成り立つ.N≧2のときは式2.28,2.30を

用いて∑∑cn=kf(cl,C2,- ;N)-
[封
を仮定して計算する.

∑∫(cl,C2,･-;〟+1)- ∑/(ち-1,C2,- ;〟+1)
∑C,.=k ∑C,1=k00
+ ∑∑m(cm+1)I(cl,-･,C.A_1,cm+1,cm+1-1,cm'2,-･;N) (2･31)
∑c,､=k7n=1

C;- cn - 1,cL-cm(m≠1)と書くことにすると,∑ en-∑ Cニ+1である.このCニlを用
いて第1項は

∑cLSk～If(C;,C;,-･,;N,-lkTl] (2･32,

となる･またCニ- cn,n-1,2,- ,m-1;m+2,･･.であること,またCこ.- cm+1,cL+1-
cm十1- 1であること,更に∑Cニ-∑en-kであることに注意すると,第2項は,

00
∑(∑mcニ)I(C;,C;,･･･;N)-∑cL=J;m-i

となる.ここで∑mcL-∑mcm -1-Nの関係を使った.以上のことから,

∑cq=ふ =N+lf(cl,C2,･･･;N･1,-lkTl]･NlT日 "k'1]
となる.ロ

(2.33)

(2･34)

2.7 大きさnのクラスタ数の期待値

定理 2･5本章の問題において,最後にできる大きさnのクラスタ数の期待値は1/nである.

証明

En-∑ CTl

∑れ三=:NIc12C2- nCn-NcNcl!C2!.･･Cn!･･･CN!
1 ｢､ 1

∑∠⊥
nc1.....n(cn-1).....NcN=N_～lc12C2- nCn~1･･･Nc"cl!C2!･･･(cn-1)!
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についてcn-l≡cュ,N-n≡ M と書くことにし,m>MのときC,n-Oであることに注.･
意すれば,式2.26より

En- ∑
1 t_.ー 1
∠一

n cl+-I+ndn+･･･+M cM=M Ic12C3･･･nCL-･McMcl!C2!- C!n!･･･CM!

一三g,p'C'-三･ロ
表2.5にこのことを確かめてある.

系 本章の問題においてはo≦ r≦【〃何 かつ

cir)≡cn(cn-1)(cn-2)- (cn-r+1)!-

とするとき, 1
(ctr))-訂

証明 定理2.5と同様に計算できて,

(C江)) ∑ C,l!/(cn-r)!
∑mf==N (∩,≠nSC･C,!)ncncn!
1._r 1

cn!

(cn-r)!

n r∑m霊 =N (口｡≠nSC･C,!)nco-' ( cn- r ) !

1 ー_.､ 1 1

nr∑mcLeN_n高 言 誘 百 = 訂

となる･ここでcn-r≡Cニおよびcm ≡C;(m≠n)とおいた.ロ

慕

(nnct'))-
1

nnnm

Varlcれ】-1/n.

証明は式2.38と同じ.

1

(cn(cn - 1))-(Cま)-(cn)-諺,
1 1

請 + 完,

((cn-(cn))2)- (Cま)-(cn)2

1/n.□

- 36 3 1
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証明 式2.38より

(2.36)

(2.37)

(2･38)

(2･39)

(2･40)

(2･41)

(2･42)
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表2.5:式2.36の確かめ
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.
3Cp
.

m

r1

3

4

LO
u

C

C

C

C

S
4

43
4
8

2

′/
/

/
′/
ー/

1

1

1
1

1

0001 00
1 01 0
2 1 000200
4 000

0

4ii1

0

0001

3

3

iiZ'

iHⅦ

10001

44
2

′/′/
/

0l101

32
6

′/′/
ー/
l101
1

系

Covlcn,cm]-0.

証明 式2･40より,(cnc,n)-1/mn.また,

Covlcn,C,n]=((cn-(cn))(C.n-(C.A)))
- (cnc,n)- 2(cn)(C,～)+(cn)くC,A)
1 2 1
- -- +- -0.D
nrn nm nm

(2･43)

(2.44)

2.8 言義論および結論

定理2･5は一次元完全非弾性櫛突によって大きさn のクラスタが平均 1/n個出来ること

を示している.この事実はZipfの法則の一つの変形 (完全に同じものではない)と見られ

る.けれどもこの定理は線上にいろいろな大きさの粒子がどのように分布するかについて

は何も言っていない.

数値実験は目だった特徴を示している.大きな粒子は中央部に,小さなクラスタは周辺

部に現れやすい.残念ながらi番目の粒子が最後に大きさnの粒子に含まれる確率は速皮

Vと質量m の初期の確率分布に依存している.質量がすべて等しく,初期速度が独立で等

しく分布しておりある点について対称な確率密度関数を持つと仮定してさえ解析は難しい.

任意の粒子を一つ1/Nの確率で選ぶと,その列の中の位置を無視すれば大きさnのクラ

スタに属する確率は等しく

pn-1/N,n-i,2,...,N (2･45)

である.このことは次のようにしていえる.定理2.5は大きさnのクラスタに属する粒子

の数の期待値はnEn-1であることを示している.この期待値は確率pnのN倍であるか

ら,･式2.45が成 り立つ.この事実は ｢粒子等分配則｣とでも呼ぶべき単純で興味深い性質

である.
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一次元空間に限定したことは現実的とはいえない.けれども,この限定が興味深い結果

に結び付いたのである.本章の証明は繁雑であるが,より簡単な方法が存在する可能性も

あると思われる.また2次元以上の空間においても,やはりクラスタができその性質には

簡単な法則が見出されると期待される.
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第 3章

二 , 三次元空間でのクラスター生成

3.1 概要

前の第1章では一次元空間について調べたが,この章では二,三次元空間内で非弾性多

体系が作るクラスターについて,現在までに得られた結果を述べる.一次元の場合と同様,

まず有限の反発係数でクラスターができることを確かめた.次に完全非弾性の場合にでき

るクラスターの統計を調べた.二次元以上ではパラメータが増えるためか,一次元の場合

のような単純な関係はまだ見出されていない.

完全非弾性衝突によるクラスタリングは,宇宙空間のガス雲の分布と関連がある.ガス

雲の質量分布は観測からある程度分かっている.ガス雲の成因は大きな書が分裂してでき

る説と,小さな雲が合体してできる説があり,まだ決着していない.完全非弾性衝突によっ

てできるクラスターのサイズ分布がガス雲の質量分布と似ていれば,合体説の一つの根拠

になる.

3.2 モデル

ー次元の場合と異なり,粒子は有限の大きさを持つ (持たないと徳突しない)ので考慮

すべき点が増える.パラメータは,d,pの2つ増える.dは粒子の直径で,pは初期分布の

広がりと直径の比で定まる密度のパラメータである.これらは距離のスケールを調整する

ことで比だけが問題になる.速度分布の広がりは,時間のスケールで調整できるのでパラ

メータには含まれない.初期速度を正規乱数で生成したのち,全運動量が0になるように

座標系を決める.

二つの粒子i,jの中心の距離がdになった時,衝突が起こる.衝突の瞬間,速度V.･,V,･は

V:,V;･に変化する･このとき運動量保存

V;+V;･-V.･+V,･
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と,非弾性衝突,

(vlL V;･)n - -en(V.･- V,.)n, (3･2)

(V:･-V;I)t--et(vi- V,I)t (3･3)

の式を満たす.ただし,n,tは図3.1に示す法線および接線方向の単位ベクトルである.

初期分布は2通り考えた.一つは原点を中心とした半径1の円内に一様にばらまく方法.

もう-つは正規分布である.乱数の具合で2つの粒子がはじめから重なってしまった時に

は,融合手続きを適用して予め一つにまとめておく.

完全非弾性の場合には衝突したら融合する.新しい粒子の形をどうするかにはいくつか

可能性がある.

1,形状保存.当たった場所でくっつき,その形を保ったまま運動する.

2.体積保存.粒子の密度が一定となるような大きな球に融合する.

3.直径不変.粒子の大きさは不変で密度だけが高くなる.

私たちは2番目の体積が和になるような融合法則を用いた.質量は和になる.

次元数が増えると逃げ場所が多くなるので,クラスターを作りその性質を調べるために

はよ.り多くの粒子数でシミュレーションを行なわなければならない.そのための手法は文

献【18】で述べている.

3.3 二次元空間でクラスターができることを確かめる

2次元の場合に,1次元と同じ機構でクラスターができることを確かめた.反発係数は

en-ei-0.5とし,400個の直径d=0.025の粒子に一様初期条件をあたえた.その結果
ある時刻から数個の粒子が互いに極めて短い時間間隔で衝突を繰り返し,系の時計がほと

んど進まなくなる現象が起こった.その時間間隔は次第に短くなっていき,桁落ちにより

計算が不正確になるまで (倍精度)やむ気配がないため,瞬時に無限の衝突が起こって,一

体化したものと判断した.図3.2は相対速度が十別 ､さくなったら一体化したものとみなし

て無限衝突を回避し,全衝突終了までシミュレーションを行なった結果である.大小のク

ラスターが形成されているのが分かる.

それぞれのクラスターは,団子というよりはフィラメント状に細長く伸びており,両側

からおし合いへし合いしている様子である.従って,クラスターの形成機構は1次元と変

わらないものと考えられる.次元数が大きくなると粒子が飛び散り易くなるため,衝突確

率が下がる.そのためクラスターの形成にはより多い粒子数が必要である.逆に十分な数

の粒子があれば,3次元以上でも同様にしてクラスターができるものと考えられる.
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1 et

図3.1:衝突時の単位ベクトルと反発係数en,ei.

粒子の相対速度が(vn,vt)ニト1,-1)の時,衝突後の相対速度は(e,"et)になる.
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Lh.:ヽだ一一
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図3.2:2次元空間でのクラスターの形成.

en-et-0･5とし,400個の直径d=0.025の粒子に一様初期条件をあたえた.上は初期,
下は終期での粒子の配置を示す.
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3.4 クラスターの統計的性質

3.4.1 正規初期分布

次に完全非弾性粒子の作るクラスターの性質を調べた.以下に示す結果は,乱数を用い

て生成した1000通りの異なる初期条件についての実験を集計したものである.まず,図

3.3,3.4に2次元と3次元の場合の平均クラスターサイズ(sc)(-N/(M))を示す.直径を

変えずに粒子数を増すと,それに比例して空間内の粒子の数密度は上がっていくが,この

時平均クラスターサイズは粒子数および数密度に比例することが分かる.実験式は,2次

元の時,

(Sc)- 0.93+3.54xlO-2N,(a-0.1)
(Sc)- 0.95+i.57xlO-2N,(a-0.05)
(∫｡)- 0.99+7.03×10~3Ⅳ,(♂-0.025)
(Sc)- 0.96+3.56xlO-3N,(a-0.0125)

(Sc)- 1.02+2.54×10~3N,(a-0.1)
(Sc)- i.03+1.20xlOl3N,(d-0.0707)
(Sc)- i.01+6.00xl0-4N (d=0.05)

3次元では,

(3.4)

(3.5)

となった.ただし中心部での初期密度には限りがあるので,より大きい〃においてはこの

実験式は成り立たないと予想される.

次に質量スペク･トルを調べた.2次元の場合粒子の直径を0.0125として,〃を変えた時

のnE(n)のグラフを図3.5,3.6に示す.図3.5はN-2からN=50までの粒子数が小さ

い場合であり,質量スペクトルは指数分布nE(n)∝nCになっている.粒子数が増えると
グラフの勾配は緩くなる.〃が更に大きくなると,図3.6に見えるようにグラフは折れ曲が
る.サイズの小さいクラスターの分布はご 25-0.4程度で飽和しそれ以上グラフの右下が

りの度合が緩くならないが,よりサイズの大きい領域では更にグラフが緩くなり〇か小さ

くなることが分かる.

これより直径を2倍にすると,衝突が起こり易くなるので単独で残る粒子が半分強に減

る.サイズの小さい領域でのグラフの傾きは変わらないが,サイズの大きい領域の傾きは

媛くなり,サイズの小さいクラスターが減った分サイズの大きいクラスターができ易くな

ることが分かる.

3次元の場合粒子の直径を0.05として,Nを変えた時のnE(n)のグラフを図3.7,3.8に
示す.傾向は2次元の場合と同様であり,サイズの小さいクラスターの質量分布はx R5-0.8
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図3.3:平均クラスターサイズ.(2次元空間で正規初期分布)

程度で飽和しそれ以上グラフの右下がりの度合は緩くならないが,サイズの大きい領域で

は更にグラフが緩くなりXが小さくなることが分かる.

初期条件を正規分布にすると,周辺にいくほど粒子が疎らになり,はじめ周辺部にいた

粒子はほとんど衝突せずに逃げていく.そのためサイズの小さいクラスターが多くなるの

であろう.

3.4.2 一様初期分布

一様初期条件の場合には,サイズの小さいクラスターが少なくなり,その分サイズの大

きいクラスターが増えることが予想される.

2次元の場合についてだけ実験を行なった.平均クラスターサイズ(Sc)を図3.9に示す.

この場合くSc)は,おおよそ2次式で近似できる.実験式は,

(sc)- 1.07+1.24×10~2N+1.20×10-5N2,(a-0･05)
(sc)- 0.98+6.72×10~3N+1.63×10-2N2,(d-0･025)
(sc)- 1.08+3.01×10~3N+5.49×10-7N2,(d-0･0125) (3･6)

となった.
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図3.4:平均クラスターサイズ.(3次元空間で正規初期分布)
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図3.5:質量分布.(2≦〃≦50.2次元空間で正規初期分布)
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図3.6:質量分布.(50≦〟≦1600.2次元空間で正規初期分布)
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図3.7:質量分布.(2≦〃≦50.3次元空間で正規初期分布)
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100 200 300

m

図3.8:質量分布.(100≦〟≦3200.3次元空間で正規初期分布)

質量スペクトルは,粒子の直径を0.0125とした場合を図3.10に示す.サイズの小さいク

ラスターが減ったため,グラフはより指数分布に近くなっているが,それでも大きさ1や

2のサイズの小さいクラスターは指数分布から誤差以上に多い.粒径を小さくしたり数を

増やしてもこれ以上指数分布には近付かない.

3.5 考察と今後の課題

2次元でも1次元とほほ同じようにしてクラスターが形成されることから,非弾性衝突

によるクラスター形成は一般のN次元空間で起こる現象であると考えられる.

平均クラスターサイズ(sc)は初期配置によって変わり,初期分布が正規分布の時には粒子

数の1次式で,一様分布の時には粒子数の2次式で表されることが分かった.質量スペク

トルは,粒子数が少なければ指数分布になるが,粒子数を増やすと,サイズの小さいクラ

スターの分布とサイズの大きいクラスターの分布の間にグラフの折れ曲がりが生じる.粒

子径が無限小かつ粒子数無限大が系の理想的な極限と考えられるので,粒子数を増やした

時グラフが曲がるのは,そのグラフを考察の出発点とするためには好ましくない.

2次元では,任意の変数が増えたこともあって,思った以上に1次元より現象が複雑に

なっている.以上の実験の範囲では,質量スペクトルについて~は期待されたような単純か
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0 1000 2000 3000 4000

N

図3.9:平均クラスターサイズ.(2次元空間で,一様初期分布)

叶 - nE400

-十 n∈1600

十 nE3200

0 200 400 600 800 1000

riil

図3.10:質量分布.(2次元空間で,一様初期分布)
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つ正確な関係を見つけることができなかった.理論的な考察も1次元より難しいと考えら

れるため,取り掛かりとして単純な実験結果を得ることが望ましい.そのためにはさらに

初期条件をいろいろ変えて探すことが必要と考えられる.
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第 4章

非弾性衝突による鋭いリングレットの形成

4.1 はじめに

これまでの章では,自由空間における非弾性多体系のクラスター形成について調べてきた.

本章では,中心天体による重力場が存在する場合のクラスター形成について調べる[13,20]･
念頭においているのは惑星環である.

4.1.1 惑星環の寄妙な2つの特徴

惑星環は長い間人々の興味を引き続けている【11トGalileoが土星の回りの ｢奇妙な附属
物｣を発見して以来,その美しきは見る人を魅了してきた.以来惑星環の研究には長い歴

史があり,MaxwellやPoinca.r昌のような大学者もその中に名をとどめている.

1977年,掩蔽観測により天王星のまわりに環が発見された【8】.その環は十数本のた
かだか数十kmの帽しかない細いものであった.そのような細い環はリングレットと名付

けられた.1979年から81年にかけて,NASAのボイジャー探査器によって土星環の

詳しい情報が得られた【22,23トそして,それまで信じられてきたのっぺりした円盤の措像

を覆し,細かいリングレットが,まるでアナログレコード盤の溝のように何千本も集まっ

た環の姿を私たちにもたらした.木星【16】や海王星【24】も環を持ち,リングレットがある･
現在では細いリングレットの存在は太陽系の大惑星に共通に見られる特徴であると考えら

れている.そこで疑問が生じる.リングレットはどのように形成され,どうして安定に存

在し得るのだろうか.

リングレットが発見される以前,土星環についてもっとも大きな謎は,その薄さであっ

た.土星環はそのさし渡し2.74×105.km に対し,局所的な厚みがわずか数十m しかない

【6ト このことは非弾性衝突で説明できるのではないかと考えられている.自由空間では2
つの粒子が非弾性衝突すると,それらの相対速度ベクトルは衝突前より小さくなる.同様

に,惑星の回りを回る粒子の相対角運動量ベクトルは衝突によって小さくなる.これは2
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表 4.1:環の進化に及ぼす法線方向の反発係数の影響.
e1--1 -1< el<1

鮎ttening yes yes

つの粒子の軌道平面が近付くことを意味する.惑星の回りを回る無数の粒子の間でこの作

用が起これば,次第に平らな円盤が形成されるだろう.このことはBrahicらが数値実験

によって確かめた【4,5ト彼らは100個の滑らかな球体の中心重力場中の軌道を追跡した.

非弾性衝突を決めるパラメータは,接線方向と法線方向の反発係数enとeIの2つである.

彼らは,初め3次元トーラス状の粒子分布が2次元円盤状の分布に進化することを示した.

また,反発係数は残留する円盤の厚みすなわち残留する軌道傾斜角や,残留する離心率に

影響することを示した.さらに,平板化の過程で動系方向の分布はむしろ広がることを示

した.

TrulsenはcollisionalSharpeningの可能性を指摘した【26,27].HAmcen-AntillaとLukkari

はその可能性を確かめようとしたが,決定的な結果は得られなかった.後で述べるように,

彼らのモデルが è--1を仮定していたことが原因と考えられる.Araki【2】とSalo【17】ほ

-1< e.̀<0の場合を統計的に扱ったが,リングレットの可能性を三逃した･Spauteと

Greenberg【25】は同じ場合で,円盤の縁が鮮明になる現象を報告している.これは,リング

レットと関係があるかも知れない.今まで得られている結論を表4.1にまとめた.

4.1.2 衝突は環を広げるという思い込み

非弾性衝突をもとにしたモデルでは,リングレットの形成を説明することはできないと

これまで考えられてきた.'それはエネルギーについての議論に基づいている.2つの円軌

道をまわる粒子の角運動量の和が一定とすると,軌道半径の小さいものと大きいものに分

かれた方が全エネルギーは小さくなる.同じ質量m を持つ円軌道を回る2つの粒子i-1,2

があるとする.それらの軌道半径と速度をri,Viとすると,全角運動量Lはrによって,

2 2
L-∑Lt･- mV官房∑JT:≡Lo

と書ける.ここで, a,Mは重力定数と中心天体の質量である.仝エネルギーは

2

E-∑Eiニー等 ∑三

(4･1)

(4･2)

である.Lが一定とすると,rl=r2の時Eは最大となり,2つの軌道の開きr1-r2が大き
いほど小さくなる.

4(GM )2m3
仁1予崇)2〉
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従って,非弾性衝突によってエネルギーが失われれば,軌道は広がらざるを得ず,リング

レットはできないと考えられる.

しかし,この単純化された議論は正確ではない.この議論は2つの円軌道が2つの別の

円軌道に移るという,あり得ない衝突過程を考えているからである.

差分回転に関する別の議論もある.このモデルでは環を粘性流体とみなす.軌道半径の

小さい粒子は早く動き,大きい粒子は遅く動く.もし,軌道が多少楕円になっていて内側

と外側の粒子の衝突が起こると,速い内側の粒子から遅い外側の粒子に運動量が移ること

になるだろう.内側の粒子はエネルギーを失い,ますます小さい軌道に移り,逆に外側の

粒子はますます外-出ていく.この作用は正の粘性と解釈でき,リングレットを広げるよ

うに働く.

4.1.3 これまで提案されているリングレット形成の機構

非弾性衝突はリングレットを壊す作用を持つと考えられてきたため,その作用に逆らっ

て鋭いリングレットを説明するために幾つかの理論が提案されている.外部からの作用と

して,外側の大きな衛星の重力による密度波の励起や,リングレットをはさむ二つ一組の

羊飼い衛星【9】などが提案されている.これらの機構は,環の構造の一部を説明でき､るが,

すべてではない.拡散不安定性のモデルが,リングレットをつくり出す環の内部機構とし

て提案された【15,28].この理論では,環を粘性流体として統計的に扱い,密度揺らぎが成

長していく可能性を追求している.環の粒子の密度が高い領域では,衝突が頻繁なので粒

子の相対運動は減衰する.従って動径方向の角運動量の運搬は遅い.反対に,粒子が疎ら

な領域では運搬は効率良く行なわれ,粒子は急速に内側や外側の軌道に移っていく.この

ようにして,粒子は密度の高い領域にますます集まってくる.

4.1.4 この章の目標

この章の研究の目標は,Brahicの-/モデル(Letl<1日4】に基づくリングレット形成機構

を提案することである.拡散不安定性理論が立脚している,環を粘性流体としてモデル化

する方法は,衝突時に榔 寸速度の接線成分は変化しない(et--1)と仮定しており,この

場合動径方向に環が広がっていくことは不可避である.けれども)e.i<1であると,広が
らない場合がある.

本章の第4･2節では,まずモデルを与える.第4.3節では,en=e.(≡e;0≦e<1)の場
令,初等的な理論によって,非弾性衝突によって完全なリングレットが出来ることを証明

する.けれどもこの反発係数のとり方は物理的には奇妙である.第4.4節では,en-ef平面を

考え,その中のかなり広い領域で,リングレットが出来ることを示す.この理論は,軌道

要素からなる5次元空間で軌道を表す軌道点の衝突による進化を考察するものである.最
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後に第4.5節では,数値積分とモンテカルロ法によるリングレット形成シミュレーションに

ついて述べる.第4.6節では,3次元2000粒子シミュレーションによって,リングレット

形成を実証する.本章の研究の主な部分は文献〔13,20】として発表されている.シミiレー

ション技法については文献【18】で述べている.

4.2 モデル

環を構成する粒子について次のように仮定する.これは文献【4】に述べられているBrahic

の標準モデルと等しい.

1.惑星のまわりには〃個の粒子があり,分裂や合体をせずに非弾性衝突する.

2.粒子は硬 く滑らかな球形で,共通の質量m と直径dを持つ.

3.環の進化の時間スケールでは粒子間の相互重力は無視できる.

4.粒子の直径 dは軌道半径に比べ無視できるほど小さい.

粒子の運動方程式は,
d2r.･ GMmri
m~_ー~~=･一･
dt2 r.?

+(衝突撃力) (4.4)

で与えられる･ここで,rを代表的な軌道半径r｡で,tを時間スケール節 で親樹 ヒ
することによって,GMを1とすることができる.以下本章では,すべての量はこのよう

にして無次元化されているとする.衝突法則は

V;+vi･- V,･+V,･,

(V上 vi.)n - -en(V.･-vj)n,

(V:･-弓.)tニ ーet(vt･- vj)i

EHrLhHH一
､1rhu
【Hrhu

5

6

7

4

4

4

il
u
lHは■川U
nuLtU

であり,これは第3章の自由空間の場合の式3.1,3.2,3.3と同じである.反発係数en,eI

は相対速度や温度などに独立な定数とする.非弾性衝突では全運動エネルギーが増えるこ

とはないから,o≦en≦1,-1≦è≦1の範囲に限られる.正のetの値というのは物理的

には奇妙に感じられるが,次の第4.3節では,この範囲で単純明解な結果が得られることを

示す.

反発係数e,"eiは,この非弾性衝突モデルの本質であるから,現実のその億を知ることは

極めて重要である.惑星環は無数の水の氷の粒子の集合であると考えられている.けれど

もその形や大きさの分布,反発係数は正確には知られていない.Hatzesらのenの実験によ

る測定値が文献【7,12]に示されている.それによると反発係数は表面の状態に大きく左右
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されるが,良く制御された条件下では相対速度の関数として表せるということである.･相

対速度1cm/S以下のゆっくりした衝突では反発係数は1に近く,速度が増すとともに反発

係数は小さくなる.efについての報告はこれまで見当たらない.第4.7節では反発係数の速

度依存性が本章の理論に与える影響を論じる.

4.3 特殊衝突モデルの理論

4.3.1 環の生成

まず本節ではen-e.=e,(o≦e<1)という仮定を追加した場合について論じる.この
特殊衝突モデルとen≠ etとした一般衝突モデルの違いを図4.1に示す.特殊衝突モデ)i,で

は式4.6,̀4.7は,

V.･'- V,･/--e(V.･- V,･) (4･8)

となり,V,.′-V,･'と･V.･-V,･は常に平行である.それゆえ,第 1章の1･2,･1･3式と同様に,

V.ll - αV.･+βV)･,

V,･'- βV.･+αV,･,

α - (1-e)/2,

β -(1+e)/2

と書ける.全運動エネルギー

R'-Ev.･2/2
は一回の衝突毎に

･△K --(1-C2)(vi-Vj)2/4

だけ減る.式4.5,4.8の両辺にri(- r,I)を掛けて角運動量Lの式に直すと,

Lt･I+Lj/-Li+Lj)
L.･′-L,.′- -e(Li-L,･)

となる.このLの変化量はVと同じ形で,

Li′- αエi+βL,I,
L,･'-βLi+αL,･

また,

エ-∑エi2/2
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かつ,

△L--(1-e2)(Li-Lj)2/4 (4.16)

となる.これは,下限をもつ単調減少列なので,ある極限に収束する.従って任意の量el>0

について,

-AL< el (4･17)

または式4.16を参照して,

JL.I-L,･l<e (4･18)

となるような十分長い時間rが存在する,という収束する数列についてのCauchyの定理

が成り立つ.ここでi,jは衝突した粒子の組であり,Cは任意の正の量である.

時刻T以降に粒子i,jが衝突した場合,それらは連結されたと定義する.i-i,i-kが連結

の時,i-kは間接的に連結と呼ぶ.この第4.3節に限り,互いに連結した粒子の集合をクラ

スターと定義する.

クラスターCに属する粒子の数Scを ｢クラスターのサイズ｣と定義する.単独の粒子は

サイズ1のクラスターと見なす.

また,クラスターの角運動量を

Lc-EL.･/Sc
t'∈C

(4.19)

と定義する.

定理 4.1クラスター構造は最終的に安定になる.クラスターCに属する任意の粒子iにつ

いて,その角運動量LiはLcに収束する.あるいは,C2を任意の正の量とする時,

lLi-LcJ<(Sc-1)e/2≦(N-1)e/2≡e2. (4･20)

証明 時刻 t-Tでは,サイズlのクラスターがN個ある.これ以降の衝突は,同じクラ
スターに属する粒子同士のクラスター内篠突と,違うクラスターに属する粒子同士のクラ

スタ一間衝突に分けられる.クラスター内衝突ではクラスターサイズと角運動量は変わら

ない.クラスタ一問衝突 (i∈a,j∈bとする)では二つのクラスターは一つの新しいクラ
スターCにまとまり,

Sc - Sa+Sb,

Lc -
SaLa+SbLb
Sa+Sも

La-
Sb

(Sa+Sb)(La-Lb)
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となる.全クラスタ数Ncはクラスタ一間衝突が起こるたびに1ずつ減るが,あるとき以降

クラスタ一間衝突は起こらなくなり,Ncは変らなくなる.Ncの最終値はN≫ 1で初期条

件がランダムな時は〃より遥かに小さい.

時刻t=T(Sc-1)のとき,式4.20は明らかに成立する.クラスタaに属する粒子iとb

に属する粒子jがクラスタ間衝突する場合を考える.衝突前に式4.20が成立していたとし

て,以下,任意の粒子k∈a,t∈bについて

ILK-Lcl,ZLL･-Let<(Sc-1)i/2

lLk-Lc,- ILK-La+

≦ tLL･-LaI+

(Sa+Sb)
Sb

(La-Lb)I

(SA+Sb)ILO-Lbl,

JL4-Lbl-ILa-Li+L.I-L)･+LJl-lil

≦ lL4-L.lI+fL.･-L,･l+IL)･-LbJ

･ 王室 e･e･三宇e
Sa+Sb
C.

を示す.

式4.18,4.20,4.24及び4.25より,

Sc-i
lLL･-LcJ≦宇 e･普e-T e,

となる.lLL-Lclについても同様である.

クラスターCに属する粒子吊 のクラスター内衝突については,

L:-Lc- αL.I+βL)I-pp(α+β)Lc
- α(L.･-Lc)+β(L)･-Lc),

IL:･-Lcl≦
α(Sc-1)_ . β(Sc-1)
2 2
Sc-1
= T e

となる･昭 一Lclについても同様である･
以上のことから,式4.20は,t<Tですべてのクラスターについて成り立つ.口
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special general

図4.1:特殊及び一般衝突モデル.

特殊衝突モデルでは,衝突前後の相対速度ベクトルは平行である.

4.3.2 円盤からリングレットへ

この節で私達は,共通の角運動量Lを持つ粒子群はいずれ鋭いリングレットをなすこと

を示す.共通のLを持つ粒子は同一平面内にあるが,軌道が同一である必要はない.軌道は

ん2
ri=
1+e.･cos(0+LJ.･)'

で表される.h≡ILiIは共通であるが,離心率Cや周期T.･は,

eZ- 1+2h2E.I,
T.I-27'(-2Ei)~3/2

(4･29)

(4.30)

のようにエネルギ一郎 こ依存している.初めに,式4.13より,Li-L,･の関係は衝突して

も崩れないことに注意する.次に,粒子のエネルギーは衝突によって変化するため一般に

共通ではない.それぞれの粒子は異なるエネルギーを持ち,それゆえ離心率や周期も異な

る.第三に,Lが共通で異なる維心率を持つ2つの粒子は必ず平面内の2点で交わる.式

4.29より,その交点は,

♂=tan-IeiCOSLJI'- e)'COSWj (4.31)
eiSlnW''- ejSlnW3'

である.第四に,それらは異なる周期を持つ.周期の比は確率 1で無理数であり,いつか

は必ず衝突する･衝突によってEi+E,･が減少するので,式4･30よりeぎ+e,?も必ず減少す
る.この過程が,･すべての粒子が同一の軌道をまわるようになり,鋭いリングレットを形

成するまで続 く.
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粒子が有限の大きさdを持つと,衝突による軌道の変化別は少し変わって,

Li'-αム +βL)･+βdxvJ･,
Lj'- βL.･+αLj-βdx vj (4･32)

となる.右辺第3項が粒子径の項であり,ここでd=dnである.中心天体が静止してい

るような座標系においては,vl･,V,･≫vi-V,.であることから,この第3項は,

βdx v3.-βdxv.･≡ A

と近似できる.SLI･,SL,･をそれぞれ,L.･-くL),L,･-(L)と定義すると,式4･32は,

L.･I - αL.I+βL}･+A,

Lj'-βL.･+αL)･-A

となる.ここで,

(6Li)-く6Lj)-(A)-0,

((SL,I)2)-((SLj)2)-((SL:I)2)-((SLl･)2),
(SLi･A)-(SL).･A)- (6L.･･SL,･)-0,

(A2)- (β2(dviSinO)2)-β2d2/2

を仮定すれば,

((比i)2)-

(4･33)

(4.34)

(4.35)

(4･36)

(6L)2の分散は軌道の散らばりを反映している.式4.29において,i-0とおくと,Sr=26L

となり,これより

((6r)2)-4((6L)2)-三 ;-I-二
となる.この式から,リングレットの広がり･は粒子径程度になる-ことが分かる.

4.3.3 造化のタイムスケール

〃個の粒子を,初期位置と速度

r.I-(cosei+61,Sinei+62,63),

vi = ト sinOi+64,COSO.･+65,66)
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のように等方的に分布させる.ここで,Cは区間【o…叫 の一様乱数で,61… 66は分散J2

の正規乱数である.一つの粒子についての衝突頻度/は,(相対速度で掃引する体積)×(港

子の存在密度)で表され,すなわち

7Td2q N Nd2
-- ここ二二二二二二.二二二-
4 2汀q2 8g'

I- dq芸
〃d

訂 '

(3次元)

(2次元)

となる.ここで,

(SLi･6L3･)-0,
((SLi)2)-((6L,･)2)≡ q2(i)

を仮定すると,軌道の揃い具合の指標

L≡∑(SL.･)2-Nq2

は,衝突毎に
-(1-e2)く(vi-V,I)2)

だけ変わる.n回祷突の後には

--(i-e2)q2

Ln-Loexpト(1-e2)n/N]

(4･39)

(4.40)

(4･41)

(4.42)

となり,これは系の中でN/(1-e2)回の衝突が起こると,軌道の揃い具合の指標が1/e倍
(ただしこのeは自然対数の底2.718...を表す)になることを意味する.進化速度 veは,

VC -

Ve -

(1-e2)〃d2
8g '

(1-e2)Nd
27r

(3次元)

, (2次元)

(4.43)

と見積もられる.進化のタイムスケールは,表4.2に示すように日から年のオーダーと見積

もられる.

4.4 -般衝突モデルの理論

4.4.1 二つの軌道の差を定量的に表現すること

ケプラー軌道には2つの保存ベクトルがある.一つは軌道平面を決定する角運動量ベ

クトルL -rxvであり,もう一つはその平面内にある Laplace-Runge-Lenzベクトル

-386-



｢非弾性粒子が作るクラスター｣

表4.2:惑星環進化のタイムスケール.

(文献【11】のp.48及びp.80による)
Uranusa Uranuse SaAurnc Saturna

M,hnet【kg] 8.683×1025 5.685×1026
2.6×1013 4.9×1015 1.1×1018 6.2×1018

4.5×107 5.1×107 8.0×107 1.3×108

2.2×10-8 1.9×10-8 1.2×10-8 7.7×10-9

4.9×1010 9.3×1012 2.2×1015 1.2×1016

故 【S]3･9×103 4･8×103 3･7×103 7･6×105
1.5×10-6 2.2×10-4 2.1×10-2 4.4×10-21r1-
2.5×109 2.2×107 1.7×105 1.7×105

80.[y】 0.68【y1 2.0【d】 2.0【d】

Mpqtides(fotal)lkg1
局:環の半径 回
d-粒子径/月H

N=恕 H
T(時間スケール)-
ve(3D)-出 生8♂

時定数T/Ve【S]

<-vxL-r/rである.この後者のベクトルは近日点の方向を指し大きさは離心率であ
る.L･e=0の関係から,軌道を決定するために必要な独立な変数は6つではなく5つに

なる.普通天文学では軌道要素として(a,e,0,i,u)をもちいるが,この事では天文学的軌

道要素と,保存ベクトルによる表示を適宜使い分ける.以下軌道は3-y平面に近く,､離心

率も小さいものとする.また,5つの軌道要素として(Lc,Ly,1+6Lz,ef,i,)を選ぶ.ただ
し,LJ,L,,6L之,eS,eyはすべて1より遥かに小さい.

次に,5次元の軌道要素空間内で一つの軌道を表す ｢軌道点｣を考える.そして,2つ

の軌道点の距錐Di,･を定義する.Z軸方向の回転に対しDi,.が不変でなくてはならないこと

から,α,β,Tを軌道空間の測度として

D.?i≡7(L.･r-Ljc)2.+7(L.･,-L,I,)2+β(L.･,-L,･Z)2+α(i.･8-e,･C)2+α(i,･8-C,･,)2(4･44)

とかける･測度の係数α,β,7は正の値であるが,具体的には後に議論する.D.･,･-0であれ
ば,2つの粒子が同一軌道をまわる.

4.4.2 二つの軌道の差を衝突時の位置と速度で表すこと

この節では,二つの円に近い軌道の距離D.･,･を衝突するときの速度と位置で表す.粒子

i,jが位置Rでぶつかり,そのときの重心の速度がⅥだったとする.一般性を失わずに,計

算に便利なように

R - (R,0,0),

Vc- (uc,V,0)
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となるような新 しい座標系をとり直すことにする.このときRRjl,VpSlである.二つの

粒子の速度は,相対速度をV-(u,V,W)として

V.I - Vc+V/2,

V,･ -Vc-V/2 (4･46)

と表せる.小文字の量 uc,u,V,Wなどは1より十jJL/J､さい量である.式4.6,4.7は,衝突前

と後の相対速度γ,Ⅴ'の式

V/=Ev

と一つにまとめられる.行列 Eはn,tわ転置ベクトルnT,tTを用いて,

E=-ennnT-etttT

(4.47)

(4･48)

とかける.

L,Eの陽な表現は第4.9.1節で与えるが,そこで示す式4.81,4.84を式4.44に代入すると,

VFSl,RRjlを用いて,

D.?i - αV2R2u2+(4αV2+β)R2V2+TR2W2+o(V2)
符 au2+(4α+β)V2+JYW2 (4.49)

となる.

この式は相対速度の3成分α,β,げ D.?,.に対 しそれぞれ異なった重みを持つことを表し
ている.それゆえ,相対速度が重みの軽い成分から重い成分に移るときには,Iv'l<l叫で
あってもD.?,･は増加 し得る･D.?,･の増加は成分毎の重みの差が小さいときにはあまり起こら

ない･もし3つの係数α,4α+β,7が等しければ,D.?,･は相対速度そのものになり,非弾性
衝突であれば必ず減少することになる.けれども,3成知 ,β,7は正であるという条件か

ら,そのようなことは起こり得ない.

次にしなければならないのは3成分の重みを決定することである.第4.9.2節に示すよう

に,α-7-1かつβ-8と選べば,D.?,･は2つの軌道の自乗平均距離になる･この係数の
取 り方は意味が明確であるが,それに拘束されるわけではない.というのは,2つの軌道

が同一であるときに限ってD.?jがOであるようになっていれば,係数の選び方は以下の議

論に影響しないからである.従って,α,β,Tは勝手な正の値 として良い.
そこでα-7-1とおき,βは変数とする.この測度の取 り方を式4.49に当てはめると,

Dt?]･-vTMvI

ただし,古をKroneckerのデルタとして

〟 ≡

(

1

0

04言βo:)-(m:1
m.･ - 1+(3+e)6i2
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となる･これより,D.?,･の衝突による変化は

△D?,･-V′TMv'-vTMv-vT(EME-M)V

と求まる.

(4.52)

4･4･3 D.?jが確実に減少する条件
この節では,どんな衝突でも必ずD.?,･が減少するためのe,"etの条件を求める･相対速度を

V-vnn+vlt (4.53)

と分解すると,D.?,･の変化は次のように計算できる･

△D.?,I-V:(e芝-1)Mnn+2vnvt(enet-1)Mnt+V?(eZ-1)脇 ･ ･(4･54)

ただし,

Mnn = nTMn,

MH ≡ tTMt,

Mn,≡nTMt≡tTMn

と定義する.ここに現れるMは,式4.51及びnとtの直交性を考慮して,

Mnn - ∑minヲ - 1+(3+β)n…,
I

MLL = ∑m.･lf- 1+(3+β)tZ,
I

Mǹ - ∑m.･n.･t.I- (3+β)n2t2I
となる.ただし,n.･,t.･はそれぞれn,tの第i成分を表す.

式4.54はvn,vtの2次形式である.この量が負走であるためには,次の関数

f≡(1-eま)(1-eZ)MnnMt,-(1-ene.)2Mn2.

が正走であれば良い.式4.55を式4.57に代入すれば,衝突角度n2,i2の関数として,

(4･55)

(4･56)

(4.57)

f-(1-eま)(1-ei)[1+(3+β)(n…+朝 一(3+β)2(en-et)2-卓… (4･58)

が得られる.第4.9.3節に示す計算により,

(1-e芝)(1-eぎ)-(3+β)2
4(4 +β)
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のとき,n,tに関わらずfが正であることが示される.この式が満たされていれば,相対速

度や衛突角度に関わらずD.?,･は減少する･以下この条件を満たせばリングレットが形成さ
れることを,第4.4.5,4.4.6,4.4.7節で論ずる.だから式4.59はen,efのための1)ングレッ

トの絶対収束条件であるといえる.ところで､リングレットが出来るための物理的な条件

が勝手な係数βに影響されるとしたら,そればおかしいことである.したがって,許される

範囲でもっとも濃い条件を選んで良い.つまり,βー 0の極限 (ただしβ≠0)である.こ
の橿限で,式4.59は,

(- eま)(1-eぎ)一芸(en-ei)2,0

となる.この絶対収束領域を図4.2の領域Ⅰとして示す.

(4.60)

4･4･4 Dt!･が統計的に減少する条件
次に,どんな循突でも必ずD?Jが減少するという条件を緩め,統計的に減少する条件を
求めよう･ある粒子が,一方向からやってくる粒子の流束の中にある場合を考える･D.?,･の
変化は衝突角度によって変わる.特定の方向から来る粒子が正面衝突したり,かするよう

な衝突をした場合のD.?,･の変化の平均を後の第4･9･4節で計算する･その結果は,

く△D.,,.)-害(3e2n-2enet+3e2-4) (4･61)

となる･統計的収束領域はen-è平面の(△D.?,･)が負である領域である･図4･2に示すように
この領域Hは領域Ⅰを含んでいる.

4.4.5 粒子系の広がりを表す量D2

粒子系全体の広がりを表す量としてD.?,.の粒子のすべての組合せについての和

D2-∑ ∑D.?,･
13palr

(4.62)

を定義する･この節では,衝突する姐のD吉が減少すれば必ずD2も減少することを示す･
粒子 1と2が衝突する場合を考える.D2は,Xを軌道点として

N N N N

D2-(xl-X｡)2+∑(xl-XL･)2+∑(x｡-xk)2+∑∑(xk-XL)2 (4･63)
k=3 k=3 k=3L=3

とかける.

補助定理 4.1 2つの粒子の軌道点の重心は衝突によって不変である.すなわち,

X:+X,1-X.･+X,･
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図4.2:リングレット形成条件.

en-èの線を含む領域Ⅰは絶対収束条件である.領域Ⅰを囲む領域ⅠⅠは統計的収束条件で
ある.数値実験点はO,×,△の記号で表され,それぞれポアンカレマップの分散が,減少,

増大,中立傾向にあったことを示す.

証明 4つの軌道x,･,x,I,x:,xi･があり,それぞれL及びEに対し近似的に線形とみなせる･
L及びEの表式は後の式4.79.4.80,4.82,4.83で与えているから,補助定理4.1はVの1次

のオーダーで成り立つことが直接確かめられる.□

補助定理 4.2

2(X:2+X,(3)-2(XI?+X,?)-(X:-X,()2-(x.･-x,A)2･ (4･65)

証明 これは補助定理4.1を用いて次のように示される.

(H上 x,()2I(X.･-Xj)2-(x:-xi･)2+(x:+x,'･)2-(x.･-x,･)2-(x.･+x,･)2･
- 2(X:つ+Xi･2)-2(X.?+Xf)･□ (4･66)

定理 4.2(系の広がりの定理)粒子系の広がりD2は衝突のたびに単調に減少する.

証明 補助定理 4.1,4.2を用いて,衝突によるD2の変化を計算する.式4.63の系の広が

りの定義より,

△D2 ≡ (x:-x三)2-(xl-X,)2
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〟 〟 〟 〟

+ ∑(x上 XL･)2+∑(アニーXk)2-∑ (xl-Xk)2-∑(x2tXk)2k=3 k=3 k=3 k=3

=筈【(ズ:-X:)2-(xl-X,)2]
-(NAD122)/2<0 (4･67)

となる.よって,D122が減少するとき必ずD2も減少する.いまは粒子1,2の場合を示した

が他の組合せでも同様である.

4.4.6 定常状態の存在

これまでの議論で,系の広がりを表す量D2は下限を持つ単調減少列であることが分かっ

た.そのような数列は収束する.収束する数列には,任意に小さい正数e2に対して定まる

充分長い時間Tが経過した後には,

L△D 2l-(N△D,?,･)/2<C2, (4･68)

が成り立つというCauthyの定理がある.時刻T以降の時期を定常状態と定義する.式4.52

を考慮すると,この定理は衝突する粒子i,jの相対速度が0に収束することを意味してい

る.それゆえ衝突する粒子の軌道点は極めて近く,任意に小さい正数Cに対して定まる充分

長い時間γが経過した後には,

LD.引-IX.･- Xjl<e (4･69)

が成り立つ.この状態を粒子i,jがe近傍にあると呼ぶことにしよう.

定常状態ではゆっくりした衝突しか起こらないので,系の状態は変わらない.軌道空間

内ですぐ近くにある粒子だけが衝突して,さらに近付く.このようにして互いに衝突する

粒子は軌道空間内の軌道点が互いに近付いていき,その広がりは衝突が続く限りOに近付

いていく.

4.4.7 クラスタリング定理

この節では,すべての粒子が3:-y平面内にあるとする.このとき,L=-Ly-0,Lz≡1+h
である･軌道点は,(1+h,ef,ey)の3要素で表される.さらに,軌道が単位円に近いとい
う仮定

h,e"ey頑:1 (4･70)

をおく･軌道点は図4･3に示すように(1,0,0)のまわりにある.式4.70の条件が満たされて

いるとき,次の定理が成り立つ.
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定理 4.3(衝突領域の定理)粒子i,jは,次の条件を満たすときいつか必ず衝突する･

2Ihi- h,･I<Le.･-eJ･I･ (4･71)

証明 第4.9.2節より,粒子の中心天体からの距離は

r(0)-i-2h+ercosO+eysinO (4･72)

とかける.従って,2つの粒子の同じCにおけるrの違いは,αをe.･-i,･の向き (E.Ike,･の

なす角度ではないことに注意)とするとき,

ri- rj 恕 -2hj+2hi+(C.･3-ejI)cosO+(ei,-e,.I)sine

- -2(hi-h,I)+Iei-E,･lcos(0+α) (4･73)

となる.不等式4.71が成り立つとき,式4.73は2つβの解を持ち,その角度で軌道が交わっ

ている.2つの軌道の周期の比はほとんど常に無理数であるから,2つの粒子はいつか必

ず衝突する.

系 粒子の大きさを考慮に入れると,衝突条件は

2Ihi- hjl<1̀.･- j̀I+d･ (4.74)

に変わる.

相対角運動量△L≡h.1-h,･及び相対 Laplaceベクトル△e≡E.A-E,･が不等式4･74を満た

すいつかは衝突する粒子の組合せを言衝突可能｣であると呼ぼう.図4.4(a)に, 衝突可能
な△L,△eの組合せを示す.｢衝突不能｣領域にある粒子同士は衝突することはない.
粒子i,jは衝突可能か不能かのいずれかである.系の進化の過程で次の場合が考えられる.

1.(i,i)が衝突可能なとき,

(a)(i,i)が衝突した場合,それらは衝突可能であり続ける.交わる軌道が,お互い

の衝突によって交わらない軌道に移ることはない.

(b)iまたはjのいずれかが第三の粒子と衝突することで,(i,j)が衝突不能になるこ
とはあり得る.

2.(i,i)が衝突不能なとき,iまたはjのいずれかが第三の粒子と衝突することで,(i,i)

が衝突可能になることはあり得る.

このようにして軌道点は軌道空間内を移動 していく.図4.4(b)に示すような軌道空間内

に任意に配置された粒子は,衝突可能である限り衝突を続ける.式4.69が示すように,充
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er

図4.3:2次元の軌道点.
2次元座標空間内の軌道は3つの軌道要素で表される.ここでは,軌道点は(1,0,0)に近

いと仮定する.

分長い時間後には衛突可能な粒子の軌道点は直径dより遥かに近いe近傍に集まる.言い替

えると,定常状態では,衝突可能な粒子の軌道点はe近傍にある(図4.4(C)).互いにe近傍

にある粒子の集合はクラスターである.クラスターサイズは1以上である.クラスター同

士の衝突条件は粒子のそれと同じであることから,次の定理が成り立つ.

定理 4.4(クラスタリング定理)粒子は最終的に,お互いに衝突不能であるようなクラス

ターを形成する.

同じクラスターに属する粒子は衝突を続けるが,相対速度がほとんどないため系の状態

を変えない.図4.4に示す定常状態は,系の状態を変えるようなクラスタ間衝突がないとい

う意味で ｢無衝突状態｣とも呼べる.クラスターサイズが充分大きければ,リングレット
に見えるであろう.
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d′2

(a)Conditionforcollision

⊂コApairofparticleswhoseA∠andAe
arelnthisregioneventuallycollide:
Collidabler-egion

E∃ Noncollidableregion

(b)Non-stationaryphase

(C)collisionlessphase

図4.4:衝爽する軌道点の関係.

(a)衝突可能な関係の説明区L衝突可能領域では式4.74が満たされ,2つの粒子はいつか

は衝突する.衝突不能領域では衝突しない.(b)非定常状態.互いの衝突可能領域に粒子

があるので,衝突が起こり,系の状態はまだ変わっていく.(C)クラスタリング定理で予
言される無衝突状態.クラスターどうLは決して衝突しない.
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4.5 数値実験その1

4.5.1 数値積分によるシミュレーション

この節では,式4.4,4.5,4.6,4.7を数値的にといて,シミュレーションでリングレット

の形成を実証することを試みる.

まず微分方程式を差分化して,4次のRunge-Kutta法で解 くことを試みた.粒子径dは,

基準となる円軌道の半径 1に対して1/1000とした.初期条件は,式4.38を用い,乱数の

分散C2は0.04とした.このd,Uと粒子数Nの合計3つの自由変数がある.この節のシミュ

レーションではZ方向の分布はつけず,2次元円盤状の分布とした.時刻Oから約1000公

転に相当する20007Tまで軌道を追跡した.精度は,熱の発生を含む全エネルギーと粒子の

自転に転換する分も含めた全角運動量が,シミュレーション期間を通じて10-7 の精度で

保存されることで確かめた.時間ステップはこの精度を保障するようプログラムが自動調

整するが,大俸o.03程度であった.一公転約6単位時間であるから-公転当たり約200ス

テップ刻んだことになる.

衝突するかどうかの判定はステップ毎にⅣ(〟-1)/2通りの粒子の組み合わせについて
行なう.時間刻み帽が小さいことから,現在の時刻から次の刻みまでの軌道は直線である

と仮定し,2次方定式を解いて次の刻みまでの間に距離が半径の和以下になる時があるか

どうかを調べる.この方法の不完全なところは,衝突判定部では軌道を直線と仮定してい

るため,Runge-Kutta法を用いる軌道積分部より精度が悪いことである.

まず40粒子でen,etを変えて,環が広がるかどうかだけを確かめる実験を行なった.ポ

アンカレマップは,粒子がxIZ平面のx軸の正の領域を横切る時のx座標を記録したもの

である.ポアンカレマップの分散.

〟

k-∑(xiL(I))2
1

(4･75)

の時間変化を調べ,図4･2の実晩酌こ示す結果を得た.これは理論の結果と整合して十､る･
次に,リングレットの形成を調べるため粒子数を100に増やした実験を行なった.反発係

数は絶対収束条件を満たす(en,è)-(0.1,-0.4)とした.全衝突回数は687回であり,各粒

子は平均10回以上衝突したことになる.しかし,以下の節により多い粒子数のシミュレー

ション結果を掲げることもあり,敢えてここに見せるほどの結果は得られなかった.粒子

数が少な過ぎ,

1.リングレット形成を十分視覚化できない.100粒子をプロットしても,パラパラに配

置するだけで,リングレットには見えない.

2.衝突頻度が更に少なくなる3次元シミュレーションは,計算能力の点からとても無理.
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などの問題があるからである.

40粒子,100粒子の数値積分による計算実験はSONYのNEWSNW-1750ワークステー
ションを用い,約8ないし24時間を要した.100粒子の場合の内訳は,数値積分に要する

時間と,時間刻み毎に行なうN(N-1)/2組の衝突判定に要する時間が半々である.粒子を
増やした場合,積分に要する時間は-ステップあたり0(〟)で済むが,衝突判定は0(〃2)
かかる.よって両者の所要時間が同程度である,〃=100がこの方法で-ステップ当たり

の計算時間が 0(N)でできる限界といえる.それ以上 Nを増やすと.-ステップ当たり
0(N2)かかることになり計算能力が不経済である.NW-1750は約0.2MFLOPSの機械な
のでより速いマシンもあるが,この方法で飛躍的に粒子数を増すことは難しい.

-ステップ毎にすべての組み合わせについて考える方法は,本質的には相互重力系の計

算をしているのと変わりがない.相互重力系は粒子の軌道が解析的に求められないので,数

値積分によるしかないのだが,私達の場合はケプラー軌道であるから各粒子の軌道は独立

に計算できる.しかし毎ステップ毎の衝突判定のためにその利点が生かされていないとい

う点で,この方法は無駄がある.

リングレット形成を明らかに示すためにはより粒子数の大きいシミュレーションが必要

であり,利用できるマシンでそれを達成するためには別の手法を用いなければならない.

4.5.2 モンテカルロ･シミュレーション

軌道を追跡しない非決定的な手法によって,より多い粒子を扱うことができる..このシ

ミュレーションは慶麿義塾大学理工学部川合敏雄研究室の鈴木清弘氏により行なわれたも

のである.以下に2次元の場合の方法を示す.

1･初期条件は式4･38によって生成する.軌道点は(L.,ec,ey)で表され,(1,0,0)のまわ
りにある.

2.系が安定状態に達するまで軌道点の組合せを任意に選び,それが式4.74を満たして

いれば,つぎの相互作用をさせる.

3･軌道点x.A,Xjは,

X:+X,(- Xi+X,･,

lX:-X;.I- ctlX.･- X,･l (4･76)

を満たすx:,X;に移る･(en,et)が絶対収束領域にある時,係数αは0と1の間になる･
αはen,etだけでなく,vn,vt,n,tにも依存するが,簡単化のため定数とする･X:-X,t
の方向は3次元軌道点空間内でランダムに決める.この衝突法則は元のモデルとは異

なっている.
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図4.5に示す結果は,N-5000,α-0.5,a-0.02,g2=0.04の場合である.107個の姐

を選んだところ,730587組が式4.74を満たし相互作用した.一つの粒子当たり約300回七

なり,十分安定状態に達していると考えられる.図4.5(a),(b)はそれぞれ実空間での初期,

終期状態を示す.近日点通過時刻を無視しているため,図では粒子は軌道上の任意の場所

においた.そのため,粒子が重なって配置されている.結果を見ると,軌道のクラスタリ

ングに対応して粒子が一列毎の同心円にきれいに配置されていることが分かる.

このモンテカルロ･シミュレーションは時間を圧縮する方法とみなせ,多数の粒子を扱

うには有効であるがリングレット形成を実証するものとしてはまだ不満がある.

1.衝突のモデルを変えていること.軌道の正確な追跡を放棄しているため,衝突関係位

置も定まらず,任意性が入ってくることは仕方がない.そのため厳密にはクラスタリ

ング定理の証明になっていない.

2.従って,リングレットができても,その構造まで正確に再現されている保証はない.

3.また,時間の概念がないため,時間発展のようすが分からない.

4.これより,リングレットができるような慈恵的な条件を用いているとの批判に答える

のが難しい.

従って,リングレット形成を明らかに実証するためには,多数の軌道をちゃんと追跡す

るシミュレーションが求められる.

4.6 改良 した数値実験

4.6.1 リングレット形成の実証

そこで,私たちはTrulsenの方法【26】を改良して,効率良い方法で粒子の衝突時間を求

めるアルゴリズムを開発し,それを利用したシミュレータを実装した.詳しい方法につい

ては文献shida91b章述べてある.この節では,それを用いた最大2000粒子の軌道を実際

に追跡する3次元シミュレーションでリングレットの形成を実証する.

数値積分の場合と比べて,乱数の分散g2は同様の0.04としたが,3次元分布とし,粒子

径dは1/2000,粒子数は最大2000とした.数値積分の方法に比べ粒子数は20倍,粒子径

は半分にできた.それでも現実の環に比べ,粒子数は少な過ぎ一つ一つの粒子は大き過ぎ

る.現実の土星の環では粒子の直径 1mに対し軌道半径は108m程度ある.私達が用いた

ような大き過ぎる直径は,仮定4(d≪r)を壊すのでリングレット形成には不利な条件と
して働く.
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b)SLaLionaryArrangement

図4.5:モンテカルロ･シミュレーション.

α-0.5,N-5000,d-0.02とした.上の図は初期状態,下の図は730587回の相互作用を
した後の状態である.
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まず,2000粒子で(eれ,et)=(0.1,-0.4)の場合を示す.この反発係数は絶対収束領域の
中にある.衝突回数は22744回で,1つの粒子につき平均20回以上祷突したことになる.

シミュレーションはl=10000汀まで行なったが,これは大体5000周期に相当する.図4.6
は初期状態とシミュレーション終了時における粒子の配置を3-y平面とかZ平面に投影して

示したものである.円盤が薄くなり縁がシャープになっていることがわかる.図4.7と4.8

に示す平均離心率と平均軌道傾斜角は単調に減少している.

初期及び終了時のポアンカレマップの度数分布表を図4.9に示す.一区間の幅は0.01-20d

である.これを見ると動径方向の分布は広がっていないことがわかる.また,初期の正規

分布に近い分布が鋭い山谷の分布で置き換えられている.この山谷はリングレット形成の

証拠といえるだろう.粒子の集まり具合は反発係数によって差があるが,リングレットを作

る傾向ははっきりしている.このことは軌道点空間内でのクラスタリングに対応している.

図4.10には衝突頻度の変化を示す.衝突はシミュレーションの終りまで充分頻繁に起こっ

ているが,それにも関わらず8,iがシミュレーションの後半であまり減少しなくなっている

ことは,定常状態が実現している証拠とみなせる.

4.6.2 粒径を分布させた場合

クラスタリング定理は均質な粒子を仮定している.粒子が大小ある場合は,複雑になる

ためまだ考察してていないが,実験してみた.500粒子,シミュレーション期間10000汀と

し,2通りの分布を試した.初期配置例を図4.11に示す.

1.質量m が一様分布.

質量を0.001< m <1の一様乱数で生成した.粒子の密度を一定として,直径は

1/5000<d<1/500の範囲に分布している.その結果を図4.12に示す.全衝突回数
は6134回だった.

2.質量m が指数分布

小さい粒子の比率を上げるため,質量を0.001< m<0.01,0.01< m<0.1,0.1<

m <1の範囲にそれぞれ粒子を1/3ずつ分布させるように指数分布させた.直径は

1/2500<a<1/250の範囲とし,衝突頻度を保つため直径の範囲を大きい方にずら

した.その結果を図4.13に示す.全衝突回数は7154回だった.

これらの結果を見ると,dを分布させても環は広がらないことが分かるが,リングレット

の形成に関しては,より詳しい実験が必要であるように思われる.
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i_ _=二

図4.6:シミュレーション結果.

(eれ,et)-(0.1,-0.4),N-2000,a-5.0,×10-4,g2-0･04とした･この反発係数は絶対
収束領域にある.上の図はシミュレーション開始時の,下は終了時(i-10000打)の時の粒

子の配置を示す.
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＼.

4xlO4 8×104
∫

図4.7:平均雄心率の変化.

0 4×104 ( 8×104

図4.8:平均軌道傾斜角の変化.
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図4.9:ポアンカレマップの度数分布表.

[
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図4.10:衝突頻度の変化.
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図4.ll:500粒子の初期配置例

4.7 議論

4.7.1 反発係数の速度依存性の影響

本章の議論では,反発係数は相対速度に依らない定数としたが,依存する場合は次のよ

うになる.氷の粒子では相対速度が増すと反発係数は小さくなる.従って,環の進化の早い

段階では不等式4.60が満たされリングレットが次第に形作られる.そうすると相対運動が

小さくなって式4.60を満たさなくなるので,リングレットはそれ以上崩まらなくなる.つ

まり,反発係数の速度依存性は残留する幅を決定すると考えられる.

粒子 1,2の衝突時の相対速度Vは,ケプラー運動の速度 V̂,に対しおおよそ

V=V '̂ e三十e孟+iま+i… (4.77)

程度である.土星の場合,環の中ほどに位置する土星中心から10万kmの場所のV̂-は約

2万m/Sである.en<1/3のときには,e.の値に関わらず統計的収束の条件式4･61が満た

される.文献【7,12】の実験値を参照すると,en<1/3となるのは,u≧o.01m/Sのときな
ので,

ei+ei+i!+i;=V/vK-5x10-7 (4･78)

となる.これは数十mの幅のリングレットに対応する.式4.69は2つの軌道が完全に同一

になると主張しているが,この数十m が私達の理論の適用限界になる.
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図4.12:質量を一様分布させた場合
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図4.13:質量を指数分布させた場合
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力学的エネルギーが減れば軌道半径も小さくなるから,衝突によってエネルギーが減る

とすべての粒子が中心天体に落ち込んでしまうのではないかという疑問がある.確かに,港

子が完全にランダムな軌道をまわっており,全角運動量がほとんどOであれば,あり得る

かも知れない.けれども私達は軌道が大体似ている場合を考えているので,そのようなこ

とにはならない.衝突による運動エネルギーの損失は(vi- V,･)2程度であり,私達の場合

運動エネルギーそのものよりずっと小さい.それゆえ,粒子はもとの軌道の近くに留まり,

やがて無衝突状態に落ちつく.

環を粘性流体として扱った理論では動径方向に広がっていくことは不可避とされた.私

たちの理論では最終的に無衝突状態になり,動径方向の粘性による運動量の運搬がなくな

るので,このことから免れるのである.

現実の環を構成する粒子が領域ⅠないしⅠⅠに含まれているかは興味深いことである.et

の実験データが不足しているため断言は出来ないが,私達は少なくとも環の進化の初期段

階では含まれていたのではないかと考える.というのは先にも述べたように,enが小さく

なればetに関する条件は緩くなり,en<1/3であれば,etに関わらず式4.61の統計的収束
条件を満たすからである.

4.7.2 今後の方向

残された研究課題には次のようなものがある.物理的な興味と天文学的な興味の,大き

くいって2つの方向があるだろう.

物理的興味 リングレットの配置を決めるものは何か.最終的に何本のリングレットが出来

るのか.その間隔は何で決まるのか.個々の粒子の初期位置に敏感なのか,それとも

配置の統計的パラメータで大体決まるのだろうか.リングレットの間隔や太さは,ほ

古均 等になるのだろうか,それともフラクタル構造だろうか.近年自然界の様々な構

造の中に,フラクタルが兄い出され大きな注目を浴びている.惑星環リングレットも

フラクタル構造を持つといわれ,私達のモデルでできるリングレットがどのように

なっているかは興味深い.

天文学的興味 より現実の環に近いモデルではどうなるだろうか.私達の研究は非弾性衝突

によるリングレット形成を純粋な形で証明するために,最も単純なモデルを用いて

いる,よって,この結果を現実の環にそのまま適用することは出来ない.そのために

はまず,粒子の大きさの分布や形の不規則性などを考慮 しなければならない.また,

中心の惑星の赤道面が膨らんでいることにより,粒子の軌道の近点が移動したり軌道

面が赤道面に近付 く効果,あるいは外側の衛星の重力の効果など,考慮しなければな

らない要因が沢山ある.これらのことを理論的にも,数億実験においても取り込んで

いって,モデルを精密にしていく方向.

ー407-



志田晃一郎 ･川合敏雄

リングレット形成をより視覚的に明確に見せるために,また統計的性質を調べるために,

数値実験における粒子数をさらに増やす必要がある.粒子数 1万あれば,粒子配置図上で

リングレットがもっとはっきり見えるはずである.

4.8 結論

衝突は,エントロピーを生み出し多体系を乱雑な方向に進化させるのが自然であるよう

に思われる.けれども,非弾性衝突は,多体系をより秩序づけることが出来,そのとき衝

突で生み出されるエントロピ-は熱放射として外部-捨てられてしまうのである.

4.9 この章の付線

4.9.1 距離と速度で角運動量と離心率を表すこと

1.粒子iの角運動量Lt･は,次のように計算できる.

L.I-r,･× V.･
1 3
月 O

uc+u/2 V+V/2

(V-.:i;2)R･

L,.-(vw_0/V2/2)R
Li-L)･-

同様にしてjも,

となる.よってiとjの差は

た

0

5

となる.

2.Laplace-Runge-Lenzベクトルeiは,次のように計算できる.

ei - V.･×Li-r.･/ri
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I i A

uc+u/2 V+V/2 W/2

0 -W月/2 (V+ V/2)R
5JLこ■コ
(V+V)VR-1
-(uc+u/2)VR
O

i,.-(霊 :'.uv,2,-V去)

ei- E3･=

同様にしてjも,

となる.よってiとjの差は

となる.

4.9.2 二つの軌道の自乗平均距離

式4.45の座標の選び方より,粒子の軌道は次のように表される.

㍗(♂)-
L2

1-"os(♂-〟)
(

cos♂
sinβ

isin e

(4･82)

(4･83)

(4.84)

(4･85)

ここで,Cは真近点角,LJは近日点引数である.h≡L-1≪ 1及びe≪ 1を用いて,1次
の近似をとると

r (0)- (1 - 2h+ ecos(0-u))
(i:S:1'SnSe ) (4･86)

となる.

軌道 1,2の間の距離の自乗平均は,

D122-去/.2T-.inlrl(e)-r2(4)]2dO (4187)

と表される.関数mi叫は,それぞれの0についてlrl(0ト r｡(i)12を最小にするように,粒

子2の真近点角車を選ぶことを意味する.ここで,

-2h+ecos(0-LJ)--2h+eccose+eysinC≡6(e)
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を導入すれば,

【rl(0)-r｡(4)]2-【(coso-cos¢)+(61(e)cos0-62(4･)cosQ)]2
+ [(sine-sin¢)+(61(0)sine-62(4)sinQ)]2

+【i161SinO-i262SinQ]2

と書き換えられる.まず, βと車の関係はo次近似で

【rl(C)-r,(4)]2 -(cos8-cos¢)2+(sine-sinQ)2+o(i,i,h)

-2-2cos(♂-¢)+o(恒,ん)

となるが,式4.90はβ-少で最小になる.それゆえ,△h-hl-h2などを使って,

minlrl(0ト r2(4)]2可 rl(e)-r3(0)]2

- 【61(0)-62(0)]2cos20+【61(0)-62(0)]2sin20

+ 【i161(0)一扉2(0)]2sin20

- ト2hl+2h｡+(e=1-cc2)cosO-(eyュ-ey2)sinO】2+(il"'2)2sin20

- (-2△h+△ercosO十△eysinO)2+△isin2O

となる.以上のことから,

D122-去/.2打【(-2△h･△eccose･△ eysinO)2･△isin20]de
4△ん2+Ael+Ae;.Ai2+

2 2

となる.ここで,式4.80,4.83,4.84を用いて,

Li - (V土V/2)2+(W/2)2

% Vi:V/2,

AeT % 2V,

Aey～ u,

it･- tan一念 - /2

と計算できるから,△h,△ef,△ey,△iは

Ah a v,

△e三+△e; FS 4V2+u2,
△i FY W
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と分かる.最後にこれらを式4.90に代入して,

D122-(u2+12V2+W2)/2

が得られる.

(4･95)

4.9.3 衝突で二つの軌道が近付く条件

この節では,n2や≠2によらず式4.58が正になるためのen,etの条件を求める.一般にn2,l2

は

n2--COS車,i2-Sin車

とかける.これを式4.58に代入すると,

I-(1-e三)(1-eZ)(4+β)-
(3+β)2

(4.96).

(en - et)2sin22¢ (4.97)

となる.これが正走になるには最小値が正であれば良い.Jはsin2¢-1のとき最小値を

とる･よって,もとめる条件は一つにまとめられる･次の式が成り立つとき,D.?,･はどのよ
うな衝突でも減少する.

(1-eま)(1-eぎ)-
(3+β)2

4 (4 +β)
(en - et)2>O. (4･98)

4･9･4 △Dl?,･の統計
一つの粒子に注目してそれを固定して考えたとき,他の粒子はある決まった方向から均

一な流束で飛んでくるものとする.第4.4.2節の議論から,二つの軌道の距離は簡単に

DZj-u2+4V2+W2 (4199)

とかける.衝突によって相対速度がu,W方向からV方向に移る場合この距離は増大する可

能性がある.そこで,W方向の相対速度が支配的であるような2つの粒子を考え,正面衝

突や,かするような衝突の場合を平均したくD.?,.)が減少するような条件を求めよう･
粒子iが(R,0,0)にあるとする.粒子jがZ方向からiに衝突するとき,式4.80,4.81に

おける接線方向と法線方向の単位ベクトルは

n =

t=

sinecos車
sinβsin¢
cos♂

cosβcos¢
cosβsin≠
-sinβ
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x+63,y+Sy,d2-(3'+Sx)2-(y+Sy)2)の間の領域に衝突する確率は,

Sp∝SxSy∝sinOcoseS¢60

であることから,次の式が得られる.

/oq/2dOIo2qdQ△D.?,lSinecos0
､ー〟｡′~ /.q/2dOI.2汀dQsinCcose

w成分が支配的である場合を考えているので,V-(0,0,W)とおいて,

(AD.?,･)=

(4.102)

(4･103)

△D.?,･- (EME-M)33W2

-(e摘 ∑m,･n,?+2enefn3t3∑ m,･njtj+et2t芸∑m,･t,?-1)W2 (4･104)

ここで(EME-M)33は行列の(3,3)成分を表す･式4･55,4･57より,△D.?,･に関して次の
式が得られる.

△D.?,A-【e:ng(1+3n 芸)+2enetn3i3(3n 2i2)+ ei tg (1+3iZト 1】W 2･ (4･105)

式4･105を式4･103に代入すると,D.?,･の変化の平均は

(△D,,i)=害(3右 2enè.3et2-4) (4･106)

と求まる.u成分が支配的な場合も同様である.この式はen<1/3のときetに関わらず負

になる.
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第 5章

終りに

5.1 今後の課題

以上非弾性多体系がクラスターを作ることと,それを実証するためのシミュレーション

手法について述べてきた.今後に残された課題には次のようなものがある.

二.三次元空間のクラスターについて

1.より単,純なシミュレーション結果を得られるような初期条件やモデルをさがす.

2.より規模の大きいシミュレーションを行なって,実験式の精度を高める.

3.単純な場合について理論的な考察を行ない,それを取り掛かりにして一般の場

合に拡張する.

リングレットの形成について

1.より現実の環に近付 くようモデルを精密化する.粒子を増やしたり,中心天体

の形状効果や相互重力を入れるためには,アルゴリズムの工夫はもとより､並

列計算機を利用するなどより高い計算能力が不可欠である｡

2.現在のモデルでできる環の構造をフラクタルなどの観点から考察する.

3.モンテカルロシミュレーションの意味について再検討する.

MD手法について

1.より大規模なシミュレーションを行なうため並列計算機に適用できるようにする.

2.Rapaportの方法に合わせて,アルゴリズムを変更しなければならなかったこと

は,もっと良いデータ構造があり得るのではないかということを暗示する.
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一次元空間のクラスタについて

質量スペクトルは付録2に示すように説明されたが,この理論は,クラスターの場所

の分布を含まない.そのため中心部に大きいクラスターが,周辺部に小 さいクラス

ターが現れる傾向はまだ説明できない.

上に挙げたのは,本論文の内容の直接の精密化であるが,自由空間や重力場中とは違う

系,例えば相互重力系やバネで結ばれた系,あるいは反発力を持つ粒子などを考えること

もできるだろう.
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