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無限粒子系の物理と数学

東大理 香取真理

1 は じめ に

無限粒子系の研究について､corLtaCtPrOCeeを例にして解説を試みるo物理系への応用例として､このプ

ロセスと触媒表面の数理モデルとの関係を示す.また､corLtaCtprOCeSSの臨界現象については､directed

percolationproblem との関係で議論する｡最後に簡単ではあるが､この分野での研究の現状をまとめ､今

後の展望に言及する｡

2 ContactProcessに つ い て

2.1プロセスの説明

このプロセス或いはこれと等価なプロセスは､様々な分野で調べられているが､まずは ｢簡単な伝染病

の伝播のモデル｣と思って見てもらうと分かり易いであろう.数学的に取り扱った最初の論文は､Harris

によるものである1).d次元 simplecubiclatticeZdを考える､時間iは連続とするo各格子点C∈Zd上

に確率変数17(C,i)がのっている.77(C,i)は各々0か 1の値をとる.0は健康な人を､1は感染者を表すと考

える.ダイナミックス (スピンフリップ o ← 1)は次のように与えるoi)0-1a･trate入×(最近接格子点

上の感染者の総数 ).ii)1-Oatratel｡ 但し､人はパラメータであり､感染率を表すoi)のプロセスは､

接触感染を表し､ii)は自然治癒を表す｡

2.2ContactProcessと等価なプロセス

次のプロセスは､contactprocessと本質的には等価である.i)格子上の Sch16gl'S允rstmodel,2)ii)

ReggeonQuarLtumSpinModel,3)iii)ある種の結晶成長のモデル.4)

2.3graphicalrepresentation

プロセスは､space-timeZdx【O,∞)上に次のように表すことができる(詳しくは､D.Gri∬eath5)を参

照のこと)｡

【1】:まず､各格子点ごと独立に､その上 3×【0,∞)にratelのPoissonprocess(U.18;n≧1)を考える.

すなわち､(i)US=0､(ii)U:-Ul_1,n=1,2,3,...独立､(iii)P(Uns-Uns_1≧i)=e-I.また､各最近

接格子点対ごと独立に､その上(C,y)×【O,∞)にrate人のPoissonprocesstTiB･y);n≧1)を考える.す

なわち､(i,)T.(&･y)=0､(ii,)Ti'･y)-Tf_･r),n=1,2,3,...独立､(iii,)P(Tic･y)- Tis_･r)≧i)=e一入t｡但し

ここで(C,y)は順序が意味を持つ､すなわち(3,y)≠(y,C)とする.そして､グラフZd×【0,∞)上には､

各U:点にSの記号を､TiC･y)の所にはCからyへの矢印を書き込むことにする.1次元系の場合に得ら

れるグラフの一例を図1に示した.

(2】:i〒0での初期状態を与えるOここでは例として図1に示したように､f=0で･で示した2点に感染

者がいる場合を考えよう｡

【司:図1の右側に示したルールに従って下から上へ時間正の向きに太線を引いていく｡すなわち､矢印

の所で太線は branchする (これが感染を表す).但し矢印の先に既に太線がある場合には､このbra.rich

の結果変化なしとする (或いはcoalesceすると考えても良い)｡他方､太線がぎ己号Sにぶつかったときには.

太線をそこで中断する (治癒を表す)｡
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【4】:【3)をあみだくじの要領で行っていく.ある時刻 iまで進めたとき､太線で初期の･と結ばれている

格子点が､その時刻での感染領域となるo図1は､時刻 iでは●でマークされた6つの格子点上が感染して

いるようなプロセスが表されたことになる｡

このrepresentationを見ると､contactprocessはspace-timeの上でのpercola.tiorLPrOblem とみなせる

ことが分かるであろうoまたこのgraphicalrepreserLta,tionは､§2.5で説明するように､processのsurvival

を証明するのに役立つ｡

2.4extinctionoftheprocess

感染領域は集合At=tC:n(a,i)=1)⊂Zdで表される.

1)もしも､有限系を考えているのなら､初期状態によらず必ず At-¢,i- ～ となる｡なぜならば､各

格子点でconstantra･teで Tl(3)=1- 0がおこり､一度 At≡¢となればそれ以降はずっと¢のままであ

るからである (この意味で､¢はprocessAtの absorbingstate或いは trapとなっている)0

2)無限系であっても､人が小さければ､初期状態によらずAt-¢となることも容易に示せる｡例えば､

1>2dAすなわち入<1/(2d)ではAt-¢となることは容易に納得できよう.

P(At=¢ forsomei≧0)=1, (2 ･1 )

のとき､プロセスはextinctであるという｡入<1/(2d)では､全ての初期状態に対して､プロセスはextirtct

である6)0

2.5suryival oftheprocess

しかし､無限系では感染率人を十分に大きくとるとi- ∞ においてもAtが¢とならないことがありえ

る｡すなわち健康な個体 0と感染者 1とが共存する定常状態が出現するのである｡このような場合､すな

わち

P(At≠¢ foralli≧0)>0, (2･2)

のとき､プロセスはsurvivalであるという｡証明方法は4通りはど考えられるが､ここではcorttourmethod

(或いはPeierlSargumentといっても良い)にlaJgedevia.tiorLeStima.teの方法を応用したやり方7)で示し

てみる (雰囲気だけ)0

まずstLrVival(2･2)は､P(At=¢forsomei≧0)<1ということであることに注意するOよって､やるべ

きことは､P(A.=¢forsomei≧0)の上限を求めることであるO図1のように各プロセスは､2;dx【O,∞)

上の線 (世界線)の集合で表される｡ここでは､この集合を覆うような､treesetrを考える｡

T=((3.i)∈RJx【O,∞)‥Jc-yl≦1/2 forsomey∈AJ.

さらに次のことに注目する｡

(2.3)

P(At=¢ forsomei>_0)=P(Tisbounded)･ (2.4)

すなわち､問題はRx【0,∞)上の領域Tに対する評価に帰著されたことになる.特に､d=1の場合は空

間1次元十時間1次元の平面上の問題となるので､2次元系に対してなされたPeierlsa.rgnmentが応用で

きる｡

ここでは､Bram Son-Gra.yに従って､Tを separatiorLtimeの回数 Kで分類して､Kについての数学的

帰納法によって上限を得ることにする｡ここでいう､separationtlmeとはtreesetTが枝分かれする時刻

をいうoi=1の場合には､(有限な contactprocessに対しては)各時刻において､widthVVtを定義する

ことができる｡

Wl=maX(3:Tl(37,i)=1)-min(3:叩(I,i)=1)+1. (2･5)

i)K=0のとき､簡単な考察より､Wtが1だけ増す確率 ≧A/(1十人)､W.が1だけ減る確率 ≦1/(1十人)､

であることが示せる.よって人が大きいとwidthWtは増大の傾向にあることが分かるoTがbollndedつ
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まりプロセスがextinctである.のは､それにもかかわらずある時刻iでWt=1(すなわち感染者が一人

だけ)となって､さらにまわりに伝染する前に治癒してしまうという場合である｡このようなことは､大

変起こりにくいo一般に､起こりにくい事象の出現確率の評価に対しては､largedeviationestlma･teと呼

ばれる方法が知られている｡これを用いると､0<a<∞,0<R<1なる定数を用いて､初期のwidtL

Wo=tなるプロセスに対して､

p(Tisbounded,K - 0)≦ 主等 ,

という評価が得られる｡

ii)Kについての数学的帰納法が 0<ヨAo<人で出来て､

p(TisbouAded,K ≦ k)≦主等 ,k-0,1,2,3,･･･

(2･6)

(2.7)

が得られる｡

よって､A>maxfAo,supT≧1(CRT)/t2))とすれi部王意の(有限な)初期状態に対してP(Tisbounded)<

1が得られることになるのである｡

co王ItaCtPrOCeSSの場合には､具体的に入O,a,Rを求めることもできる.その結果､1次元contactprocess

はA>54でsllrVivalであることが示せる｡

contactprocessは (ここでは詳しくは述べないが)a.ttractivesystemである8).この場合には､cotlPling

methodと呼ばれる方法が使えて､d=1のときに入>Aoでsurvivalならば､a>1のときには､入>入o/i

でSurvivalであることが示せる9)o

さらに､別の知識 (attra.ctiverenewalmeaBtlre等々)を用いると､もっと良い結果が得られる｡Honey

とLiggett9)は､一般にd次元のcoTLtaCtprOCe88は､入>2/dでStlrVivalであることを証明している.

Remark.このstlrVivalな定常状態は､詳細つりあいを満たしていない.また今の場合､このことはこ

の定常状態では時間についてのreversibilityも破れていることを意味する｡これについては､香取 ･今野

の解説 10)を参照のこと｡

2.6相転移

以上の考察からcontactprocessは､感染率入<1/(2d)ではextinctであり､入>2/dではsurviValであ

ることが分かった.実際には､この間のあるAc(i)という臨界値でextirLCtiorLからmrVivalへの相転移が

おこる｡ここでのorderpa.rameterは､i=0で感染者がただ一人である場合のSⅦrvivalproba,bilitypAが

適当である｡

p入=P(survivalforAo≡txl). (2.8)

次のことが証明されていが )｡

i)1/(2d)≦Ac(i)_<2/i,ii)p入=0forA≦入C(i),iii)p入>0forA>lc(i),iv)p入isaRon-decreasizLg

ftLACtionofA,V)p入iscontint10uSOnl入C(a),∞).

入= Ac(a)で pA=0であること (すなわち2次転移であるということ)は､最近 BesuiderLhotltと

Grimmettによって証明された11)0

3 触 媒 表 面 の 数 理 モ デ ル との 関 係

Z肝 らは､プラチナ表面上の次の反応に対して簡単な格子ガスモデルを提奏した12)､

C0-00(ads),02-20(ads),CO(ads)+0(adS)-002. (3･1)

ここで､adsは表面-の吸着状態(a.dsorbedstate)を表す.彼らはそのモデルに対してcomputersimtLlation

を行い､COの分圧に対応するパラメータが､小さいときには表面は0に覆われてしまい､また大きいと
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善にはCOに覆われてしまい､ともに反応が止まることを示した｡ これに対して､中間の場合には､反応

が持続することを2次元表面についてデモンストレー トした｡前者の状態は､実際の触媒反応で見られる

poisoningsta.teに､後者はいわゆる弧tivcstateに対応すると思われる.

GraAna,nとSwirLdleは13)､最近このZi∬らのモデルをより簡単化した､しかしながら粒子の種板はCO
と0の2種類ではなく一般にN種類としたモデルを提案した.すなわち､i)(1,2,･･.,N)というN種の粒

子があるとする.ii)各格子点上に独立にi種の粒子はratep̀で吸着する(i≦i≦N)｡但し､∑.r=lP̀ ≡1

としておく(piは種 I'の分圧)｡iii)t'≠3'なる2つの粒子が隣りあったらすぐに反応して結合し､その結果

表面から解離する｡

いま､空孔を0で表すと､このモデルは､拒 ,i)∈(0,1,2,...,NlZJなるプロセスとみなせる(dは表面

の堺元).そして､プロセスii),iii)はそれぞれ､

E(a,i)=0-ia･tratepi (1≦i≦N),
(((a,i),i(y,i))=(t',3')-(0,0)atra･te∞ forlc-yJ=1,i≠j･

このプロセスe(C,i)のi- ∞での振舞いとして次の2つが考えられる.1)i(3,i)=iforal137(これを

Siと書く)｡一度Siの状態になると反応は停止する｡すなわち6,･(1≦1'≦N)はどれも､プロセスのtrapに

なっている｡別の言い方をすれば､糾まI'種の粒子によるpoisoningsta,teである｡

2)どの6･･にもtrTpされずに､0(空孔)がいっまでもあるrateで存在して､反応が持続するOこれは
aL:tivcsta,teと呼べるであろう｡

まずGram a.nとSwindleは､N=2のときは｢股の次元でpoisoning古ta.teLか存在しないことを証明し

た13)｡それでは､Ⅳ≧3の場合はどうであろうか｡

彼らは､このプロセスと§2で説明したcorLtaCtPrOCeSSとをうまく比較して､

pi<
2d入C(a)+1'

(3.2)

のときには､EはSiにtrapされることはないという関係を得たoここで入C(i)はd次元 contELCtprOCeSSの

臨界値である｡

ところが､§2で述べたようにAc(i)≦2/dが証明されているので､1/(2dAc(a)+1)≧1/5 である.よっ

て､p̀ <1/5とすればSiにtrapされることはない｡このことと､∑.r=1P̀ =1という条件より､種の数

N≧6なら､どの6,･(1≦i≦N)にもtra.pされないことがあり得ることが分かる.なぜならば､この場合

には､tpi)のパラメータ空間のpi≡1/N(1_<8'≦N)の点の近くの有限な領域において全ての 1≦i≦N

に対して pi<1/(2d入C(d)+1)と出来るからである.いまの場合､どの6,･にもtrapされない結果 a,ctive

sta.teが存在できることになる13).

この例は､conta.ctprocessの研究が､触媒表面の数理モデルという一見全く別のプロセスに対する解析

に役立つということの良い例になっているように思われる｡

尚､2次元系に対するcomputersimula.tiorLでは､実際にはN≡3でもa,ctivestateが存在するという

報告もあるようである13).また､このGranna.nとSwirLdleのモデルはモノマーのみの系であったが､も

ともとのZiだらのようにダイマーとモノマーの混合系については今後の研究が待たれる.

4 DirectedPercolation と の 関 係 (境 界 現 象 に つ い て )

conta･ctprocessは臨界値Ic(i)で臨界現象を示す.例えば､orderpa.ra.meterp人はfra.ctionalな臨界指数

βを持って出現することが予想されている､

p入-(入一入C(i))P(a) (4.1)

この臨界現象に関して､次にような予想がされている｡すなわち､｢d次元のcontaJ=tprOCeSSの臨界指

数は､i+1次元のdirectedpercola.tionproblem の臨界指数と関係がつく14)｣O
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directedpercolationについては KirLZel15)或いは Durrett16)の論文を見てもらうことにする. a+1

次元のdirectedpercola.tionにおいて､openbondからなる原点を含むclusterCが無限大である確率を

e(p)=Pp(lCl=∞)と書くと､ある臨界値 pc(i+1)があってp≦pc(a+1)ではO(p)≡0であるが､

p>pc(i+1)ではO(p)>0となる (すなわち原点から無限遠までpercolateする).そしてpc(i+1)近傍

では､

e(p)～(p-pc(a+1))P(i+1),

の様に振舞うことが予想されている.

先の予想はこの場合次のようである､

β(a)=β(a+1).

(4･2)

(4.3)

別の臨界指数については､ref.17を参照のこと｡

directedpercolatiorLの臨界指数は､2次元系に対して.bexactsolutionは求められていない｡しかし最近

のBaJ'terらの論文18)では､conjecturcとして大変奇妙な有理数があげられている｡上に述べたβについて

は､♂(2)=199/720がconjecturedvalueである. 2次元のdirectedpercolationに対するexaL=t80hLtion

ははたして近い将来に求められるのであろうか｡方向についての制限があるこの問題は､スピン系にある

種の外場をかけた問題に相当する｡

5 ｢こ の 分 野 ｣で の 研 究 の 現 状

5.1確率論の分野における研究

無限粒子系は数学の確率論の分野で研究されている.最近標準的な教科書が Griqea.th,5)Liggett,8)

Durrett19)によって与えられた｡また､Bezuidenhoutと Grimmettの contactprocessに対する研究11)

に代表されるように､最近のpercolationproblemに対する研究の進展を応用して無限粒子系を解析する

ことがなされつつある.他方､無限粒子系のhydrodyna.miclimitについての研究も盛んである.これは､

格子上の無限粒子系にいわゆるKawasa.kiexchangeを加えたものを考え､このexchangerateを無限大に

するとともに連続極限をとることを考えるものである20)0

5.2Multi-ValuedProcesses

contactprocessは(0,1)の2億しかとらないプロセスであったが､最近様々な要請から3値以上をとる

プロセスが研究されはじめた(前述の触媒表面の〃種モデルもその1例である)｡いま､Aとβという2つ

の状態があるとき､transitionA- Bが最近接格子点上のBの個数に比例したra.teで起こるときこれを

A-Bと書き､cortsta.ntrateで起こるときA- >Bと書くことにする.例として､coRta.CtprOCeSSは図

2(a.)のように表されるo

1)免疫の効果も考えたepidemicmodel

大月らはpartia･lim- rLizationprocess(図2(b))､及びimperfectimmuniza･tionprocess(図2(C))杏

考え､平均場近似と実空間くりこみ群によって相図を調べた21). Durrett,Neuha.userは図2(d)のような

系に対して､いくつか厳密な結果を得た22)0

2)生態系のモデル

松田､佐々木､佐藤は､図2(e)のような系を､平均場近似とcomputersim la.tiorLによって研究し相

図を調べた23).泰中らは､図2(f)で表されるような格子上のLotkむ･Volteramodelの様々なva.ria.tionを

computersimula･tionによって研究している24).Durrett,Swindleは図2(g)のような系を解析して､定常

状態における1と2の共存に関して厳密な結果を得ている25)0

3)その他

最近 Bra･msonとGriHeathは､図2(A)に示したような､cyclicparticlesystem と呼ばれる系の定常分

布のⅣ依存性について､1次元の場合に厳密な結果を得た26)0
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5.3AnnihilatingProcess,Multi-ParticleAnnihilation

1)Bram sonとGrayは､branchingannihilatirtgrarLdomwalkと呼ばれる系の相転移を論じた7)｡この系

は､ra.telでbranchirLgL､ratepでjumpingする粒子系であるが､このbrancLing或いはjumpirtgの結

果2粒子が同じ格子点に来たときには､すぐに対消滅をするものである｡彼らは､2次元以下ではpが大き

いときにはprocessはextinctL､また1次元の場合pが小さいときにSⅦrvivalであることを厳密に証明し

ている.数学的には､この系はnort-attractiveであることが興味深い.Bramsonらは､またamnihila,ting

bra.rtchirtgがratelで起こり､singleannihilatiorLがrateSで起こる系についても報告している27).

最近､Dickn a,Aは触媒表面のモデルとしてbranching,jumping及びmulti-pa.rtilceaJlniLilati6Aからな

る系について､平均場近似やcompllterSimtlla.tionで調べている28).我々は､この系もBramson-Grayの

方法で解析できることを報告した29)0

5.4その他

その他､次のような研究がこの ｢分野｣に含まれると思う.1)高安 ･高安らの注入のあるaggregation

model(或いは川のモデル)における安定分布に関する研究30).2)multi-oqspringbra.nchirLgprOCeSSの定

常分布に関するSudbllry(rigorotlSa.rgument),31)高安､Tretya.kov(ComputerslmtLlation等)32)の研究.3)

A+B-¢(A,BはdiqllSive)といったdiRtLSion-controlledreactionにおけるdensityの i- ∞ での漸

近形の､初期分布や次元に対する依存性の研究.これについては､Bra.msorL-Lebowit2;がいくつか厳密な

結果を報告している33)｡また､大月はくりこみ群を用いて研究している34)0

6 展 望

無限粒子系の研究は､例えば次の方向の研究と今後関係してくるものと期待される｡1)触媒表面の反応

系､特にその表面構造､パターンO2)Ba.kらのsdfl0rganiBedcriticalityを示すモデル､或いは､伊藤､高

安らの地震のモデルの解析｡3)確率的セル･オートマトンの研究｡4)DLAのパターンに対する理論的研究｡
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