
｢統計物理の現状と展望 ～STATPHYS19に向けて～｣

厳密対角化法による量子スピン系の研究

神戸大理 利根川 孝

§1.はじめに

最近の電子計算機の急速な発達に伴って,厳密対角化法を用いた低次元多体量子系,

特にその基底状態の研究が数多■くなされている.この方法は,多体量子系を計算機を用

いて研究する為のもう1つの有力な方法であるモンテカルロ法と比較 して,取り扱え

る系の大きさが厳 しく制限されるが,正確な結果が得られるという利点を持っている･

圭子系を取り扱うとき,その対象は,フェルミ粒子系,量子スピン系,およびボーズ粒子

系の3つに大別できる.本稿では,我々が数年前から厳密対角化法を用いて調べてきた,

競合する相互作用を持つ1次元量子スピン系(スピンの大きさSは1/2の場合と1の

場合とを考える)の基底状態について,紙面の許す範囲で解説する.この系は,相互作用

の競合のために生 じるフラストレーションに対する量子効果を調べるという意味で,輿

味ある研究対象である.

§2.S=1/2の場合

異方的な交換相互作用を考慮 して,系を記述する- ミルトニアンを次のように書 く:

〟

〟-2Jl∑(7(SLGSLC.1.SLySLy.1)･SSLISLB.1〉
J=1
〟

･2J2∑(7(SLBSLG.2･SLySLy.2)･SSLZSLZ.2〉J=1

(1)

ここで,SLa(α=T,y,I)は2番目の格子点を占める,大きさが 1/2のスピン演算子 SL

の α成分;Jlは反強磁性的 (Jl>0)あるいは強磁性的 (Jl<0)な最近接相互作用定数

で,J2は反強磁性的(J2≧0)な第2近接相互作用定数;7,6は相互作用の異方性を記述

するパラメーター;Ⅳ は系全体のスピン数である.境界条件としては,周期的境界条件

(SL+N=EL)を仮定する.また,相互作用の異方性に関 しては,等方的(7=6=1)な場合,

ⅩY型の異方性 (7=1,0_<6<1)の場合,およびIsing型 の異方性 (o_<･Y<1,6=1)の場

合を考える.さらに,Nは偶数であるとし,以下で,Jlの絶対値に対するJ2の比をjと

おく(3'=J2/JJll)･

与えられたⅣ の値に対 して,(1)式で与えられる-ミル トニアンγ に相当する行列
〟

の大きさは 2Nx2N である･全スピンの2成分 S.zo.=∑SLZが 光 と交換することを用′=1
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いると,この行列は,St'otのN+1個の固有値 M (M=0,土1,･･･,土N/2)に対応して,大

きさがNC(N/2)+M XNC(N/2)+M のN+1個の行列に分解できる･これらのN+1個の行

列の最低固有値Eo(N,M)とそれらに対応する固有関数とを求めれば,有限系の基底状

態における種々の物理量を厳密に計算することができる.スピン数 Ⅳが20までの有限

系で得られた結果を外挿することにより,無限系(〟-∞)の基底状態の性質を調べる･

以下では,Jl>0およびJl<0の両方の場合について,このような方法で求められるj

対 7平面上または3'対 6平面上での無限系の基底状態の相図を議論する.

2.1Jl>0での基底状態の相図

Jl>0での無限系の基底状態に関して,いくつかの特別な場合について以前から次

のようなことが分かっている.

(i)j=0で,JY=6=1あるいは7=1,0≦6<1であれば,基底状態は励起状態との間

にエネルギーギャップを持たないspirL-Auid相にある.1)

(ii)3'=0で,0≦･T<1,6=1であれは,基底状態は励起状態との間にエネルギーギャッ

プを持つN6el相にある.

(iii)31=1/2であれば,7およびSの値に依らずに,基底状態は励起状態との間にエ
ネルギーギャップを持つdimer相1)にある.2,3)

(iv)7=0,6=1(完全なIsirtg極限)のときには,基底状態は,0≦j<1/2であれば,N6el

相にあり,]'>1/2であれば,励起状態との間にエネルギーギャップを持つ (2,2)

antiphase相にある.

さて,我々の数値計算の結果によれば,4~6)Jl>0の場合,Nや j,JY,Sの値に依らず

に,一弘(N,0)<Eo(N,M)(M=土1,土2･･･,土N/2)が成り立つ.すなわち,基底状態を特徴

づけるM の値 Ms(N)は,常に0に等 しい･従って,N-∞ を含むすべてのN の値に

対 して,基底状態のエネルギーEs(N)はEs(N)=Eo(N,0)で与えられると考えられる.

(spirt一触id相,dimer相,N6el相,(2,2)arLtipahse相に対してもMs(-)の値は勿論 Oであ

る･)上で述べた(i)-(iii)から,7およびSを与えて]'を変化させるとき,7=1,0≦6≦1で

はspin-1hid相からdlmer相への,また0≦Jy<1,6=1ではNiel相からdimer相への相転

移が起こることが予想される.1,7)これらの相転移に関する相図を得るために,次の式

A(N)=Eo(N,1)-Es(N) (2)

で定義される1重項-3重項エネルギーギャップ△(N)のj依存性をN=6,8,･･･,20に

対 して計算し,現象論的繰り込み群の方法8~10)を用いて,相転移を与えるjの値 ]'Cを評

価 した･ll)種々の7,6の値に対する3'Cの結果をまとめて得られる相図を図1に示す.例
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0･0 0･5 s l･0 7 0･5 010
(7･;1-.0) (SEl.0)

図1Jl>0の場合の無限系の基底状態の相図.実線は計算で求め

た相境界線,点線は予想される相境界線を示す.

えば,7=6=1.0でのjcの値は,3'C=0.25士0.01であり,これは我々が以前に別の方法で

評価した値jc=0.30土0.014)よりやや小さく,最近 Okamoto･Ueno12)が界面の方法を適

用 して求めた値jc～0.26に非常に近い.また,7=1.0,6=0.0では)'C=0.25土0.01であり,

これは我々の以前の値jc=0.35j=0.015)よりかなり小さい.

上述の(iv)から,0<7<1,6=1の場合には,jの値をさらに増すと,dimer相から(2,2)

antiphase相への柏手云移が起こることが予想される.実際,0<7≪1では,この相転移を

与える3'の値)':杏,Tの1次の範囲で正確に3':=(1+2･y)/2と求めることができ,13)こ

の結果も図1に示 してある･)'Cの値を得たときと同様な方法を用いて,一般のTでの

j三の値を十分な精度で求めるには,より大きいN に対する△(N)の値を計算する必要
があり,この点は今後の研究課題の1つである.

2.2Jl<0での基底状態の相図

Jl<0での無限系の基底状態に関しても,以前から次のようなことが分かっている.

(V)3'=0かつ7=1,0<_6<1であれば,基底状態はspirL一触id柏にある.

(vi)j=0かつ 0≦7<1,6=1であれは,基底状態は励起状態との間にエネルギー

ギャップを持つ強磁性相にある.

(vii)7=0,6=1(完全なhirLg極限)のときには,基底状態は,0≦j<1/2であれば,強

磁性相にあり,)l>1/2であれば,(2,2)arLtiphase相にある･

さらに,我々の厳密対角化法の結果によれば,

(viii)7=1,6=0(完全なXY極限)のときには,jc=0.22土0.01として,基底状態は,0≦

j<)'Cであれば,spirt･Auid相にあり,).>jcであれば,dimer相にある.完全なXY
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極限におけるこの結果は,-ミル トニアンが変換 Sf-(-1)LsLS,SLY-(-1)LsLy

に対して不変であることと,上述のJl>0の場合の結果とから得られる･

(ix)･Y=6=1(等方的な相互作用)のときには,基底状態は,0≦)'<1/4であれば,励起

状態との間にエネルギーギャップを持たない強磁性相にあり,)'>1/4であれば,

磁化を持たない相にある.14)

先ず,･T=1,0≦6<1の場合の基底状態の相図を議論しよう･この場合にも,基底状態

を特徴づけるM の値MS(N)紘,N,3',Sの値に依らずに0である･15)このことと上述の
(V),(viii)とより,7=1,0≦6<1の場合にも,jの増加とともに,spin-Auid相からdimer

棉-の相転移が起こることが期待される･Jl>0の場合と同様にして,いくつかの6に

対 して,A(6),A(8),- ,A(20)のj依存性を計算し,現象論的繰り込み群の方法8110)を

用いて)'Cの値を評価した.16)これらの結果をまとめて得られる相図を図2(a.)に示す･

次に,0≦7<1,6=1の場合には,Ms(N)の値はNは勿論jや JYによって変化する･15)

従って,基底状態のスピン当りの磁化 ms(N)を mg(N)=2Ms(N)/Nで定義すれば,そ
の値もN,3',Tによって変化する.上の(viュ)で述べたように,7=0,6=1のときには,無

限系の基底状態は,0≦)'<1/2ならばrns(…)がその最大値 1をとる強磁性相にあり,

).>1/2ならばmg(∞)=0の (2,2)antiphase相にある･一万,0<･T≦0･7を満たす･Yに

対する計算結果によると,有限系(N=8,12,16,20)の基底状態の磁化 ms(N)の値は,
)'が増すとともに,1から0まで,ステップ状に4/N きざみで減少する･このことは,3'

対 ･Y平面上の無限系の基底状態の相図において,強磁性相と(2,2)a･rLtiphase相との問

0･5 s l･0

(a)

図2Jl<0のときの無限系の基底状態の相図･(a･)相互作用の異

方性がXY型の場合(7=1,0≦古く1),(ち)相互作用の異方性

がIsing型の場合(o≦7<1,6=1).
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に飽和していない有限の磁化 (o<ms(∞)<1)をもつ中間相が現れることを意味して

いる.ここで,強磁性相と中間相とに関連 した小さい方の]'の臨界値をjclで,また,中

間相と(2,2)antipha･se相とに関連 した大きい方のjの臨界値をjC2で表す･有限系にお

ける最初の磁化のステップを与える3'の値がほとんどN に依らないことから,jclの

値は容易に求められ,結果は例えば･Y=0.25に対してjcl=0.440土0.001となる.15)一方,

jC2の値は次のようーにして決められる･最初に,種々のjの値に対して

A'(N)=Eo(N,'2)-Eo(N,0) (3)

で定義される△'(N)(N=8,12,16,20)を計算する･次に,各々のjに対して,△'(N)が

1/Ⅳ についての2次式で表されると仮定してⅣ- ∞ への外挿を行い,△′(∞)の値を

評価する.最後に,△'(∞)=0となるjの値を求めると,それがjC2を与える･このように

して決められた3'C2の値は,例えば7=0.25に対してjc2=0.855土0.010である.15)･Y之0.7

を満たす･Yに対しては,mS(N)のj依存性は0<JY≦0･7の場合と比較してやや複雑に
なるが,少なくとも無限系の基底状態における強磁性相から中間相への相転移につい

ては,本質的な違いはなく,この場合も]'clの値を容易に求めることができる.15)

以上のようにして求められた種々のTに対するjclおよびjC2の値を用いると,0≦

･T<1,6=1の場合の基底状態の相図が図2(b)のように得られる.この図で,強磁性相

と中間相との間の相境界線(2),(3),(≧4)紘,それぞれ,強磁性相の不安定性が2-マグ

ノン状態,3-マグノン状態,n(>_4)-マグノン状態に対して起こっていることを示 して

いる･15)詳細は省略するが,文献 15)では,jcl<j<jC2におけるmg(∞)のj依存性な

どについての議論も行われている.中間相に対しては,解析的な研究17,18)もなされてお

り,それらの結果と-も合わせて考えると,少なくとも境界線(2)の近傍では,中間相は,無

限の(〃に比例する)数の2-マグノン束縛状態がお互いに斥力的な相互作用をしなが

ら運動している状態で記述される相であると見なすことができる.また,中間相におい

ては,基底状態と励起状態との間にエネルギーギャップが存在しないことなども分かっ

ている.17)

§3.S=1の場合

ス̀ゼンの大きさβが整数で,等方的な最近接交換相互作用で記述される1次元反強

磁性体の基底状態が,励起状態との間に有限な大きさのエネルギーギャップ (Hddane

ga･pと呼ぶ)を持つ新しい相(Halda.ne相)にある'というHaldarLeの予言19･20)以来,特に

β=1の場合について,数多くの研究がなされている.(これらの詳細については,田崎

21)および勝又22)による最新の解説などを参照されたい.前者は理論的側面,後者は実験
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的側面からの解説である･)我々は,1年程前から,S-1の場合のHaldane相.に対する反

強磁性的な第2近接相互作用の影響を,厳密対角化の方法を用いて調べている.23･24)こ

こでは,その研究の二部を紹介する.

周期的境界条件を仮定して,系を記述する- ミル トニアンを

〟 〟

71≡ 2Jl∑SL･S-L'1+ 2J2∑ SL･S-L'2J=l J=1
(4)

と書く･ここで,S-LはL番目の格子点を占める大きさが 1のスピン演算子;Jl(>0)お
よびJ2(≧0)紘,それぞれ反強磁性的な最近接および第 2近接相互作用定数;N(偶数)

は系全体のスピン数である･以下でも,]'=J2/Jlとおく･今の場合にも,勿論,TtとS.zo.
とは交換し,数値計算の結果は,基底状態を特徴づけるS.Z..の固有値M の値Mg(N)が

N,)'に依らずに0に等しいことを示している.

最初に,(2)式と同様に定義される1重項-3重項エネルギーギャップ△(〟)を議論す

る.この量はHaldarte相に関連した重要な物理量の1つであり,そのN-∞ での極限

値 △(∞)がHalda･negapに相当する･種々のjの値に対 して,A(6),A(8),･･･,△(16)杏

計算し,こ叫らを主としてShanks法25)･を用いて外挿することにより,A(∞)の値を評

価 した.J=0.0での結果は △(∞)/Jl=0･8220土0･0005であり,これはすでに得られて
いる結果26･27)と良 く一致 している.一般の ]'に対する結果を図3に示す.この図では,

A(∞)/(Jl+J2).が )'の関数としてプロットしてある･この量は,Jl=0の場合とJ2=0
の場合とで,同じ値0･8220土0･0005をとるべき量である.(後者の場合,(4)式のハ ミル ト

0.0

5

0

o
(
N

:N＼
N

)
,

ら

o

0･2 ) 0･4 甜

図3(左図)A(…)/(Jl+J2)の )'依存性.
16 10 可 6

図4(右図)いくつかの)'に対する,qa(N/2;N)の1/N依存性.
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ニアンは,最近接相互作用定数がJ2で与えられる,独立な2つの1次元S=1反強磁性

体から成る系を記述 している.)このようにして,図3に示されている結果は,jの増加

が△(∞)の本質的な増加を導くことを明かにしている･

次に,もう1つの重要な量である,denNijs-RommelSe28)によって導入されたstringor-

derparameterO品ringを議論する･我々はこの量を次のように定義する:

08Ttrins≡ NILmJ a(N/2;N), (5)

qa(L･,N)ニ ー ( 〇㌦ ,IslaeXp(iqni2Sna)sla･車 s(N,)･ (6)
ここで,es(N),qo(L;N)は,それぞれNスピン系の基底状態の固有関数,string相関関

数である･Kennedy-Tasaki29･30)によって議論されているように,Osa.-insが有限であると

いうことは,Z2XZ2という隠された対称性の自発的な破れの反映であり,この対称性

の破れが有限な大きさの△(∞)を導く.図4にいくつかのjの値に対するqα(N/2;N)

の計算結果を示す.(J=0.0の場合については,すでにⅣ=14までの計算がなされてい

る･31･32))この図より,083.,ingが3'の増加とともに増加することが容易に分かる･

上述のような△(∞)および087.dnsのj依存性に対する結果から,反強磁性的な第2

近接相互作用の存在,すなわち反強磁性的な最近接相互作用と反強磁性的な第2近接

相互作用との間の競合が,HaldaAe相 を安定化するという結論を得ることができる.

我々は,

wgT(L･,N)=く〇g(N)匪 sT.lies(N)) (7)

で定義されるNiel相関関数usT(I;N)およびその波数 q空間におけるフ-リエ変換

N-I

ssa(q;N)=∑expトiqeJusT(e･,N) (8)J=0

に対する計算も行った.その結果,jの値 に依らずに,無限系の基底状態はN6el型の長

距離秩序をもたないことや,jく3-(～0･38)の時にはLJga(i;∞)が整合的(commensurate)

な振舞いを示し,i>)-の時にはusT(L;∞)か不整合的 (incommensurate)あるいは高次
の整合的(higher10rder-commemstlrate)な振舞いを示すことなどが明らかになった.

§4.おわりに

厳密対角化法を用いた,競合する相互作用を持つ1次元量子スピン系の基底状態に

関する我々の研究を中心に述べた.∫=1/2の場合については,かなりの研究の蓄積が

あり,相図ばかりでなく,エネルギー ,4,5柵 15) 1重項-3垂項エネルギーギャップ,4,13,15)

- 541-



研究会報告

静的スピン相関関数,4･5･14･15)dinerlong-rangeorderparameter,4)磁化曲線,4,6)動的スピ

ン相関関数13･17,33)などもかなり詳しく調べられている.

一方,S=1の場合については,相互作用の競合に関する研究は始まったばかりであ
〟

る.現在,(4)式の-ミル トニアンにZeema･n項 -H'∑SLlが加わった場合の基底状態をJ=1
調べている(J2=0に対 してはすでにいくつかの研究があり,Luttinger液体の措像がよ

く成り立つことが分かっている.34~36)).今後,(4)式において,一方または両方の相互作

用を異方的にした場合や,それにD∑(SLZ)2,K豊(SL･EL.1)2 などの項を加えた場合,
Ⅳ

J=1 J=1
更に相互作用定数が相互作用ボンドの位置によって交互に異なった値をとる場合,など

の基底状態を順次調べる予定である.これらの場合において,J2=0ととると,Haldane

相の他に,N6el相,large-D 相,XY相,強磁性相,dimer相,trimer相などが基底状態

の相図に現れることが分かっている.37)これらに対する反強磁性的な第2近接相互作

用の影響に興味を持って研究を進める.

本稿で述べたS=1/2の場合の研究は,原田勲氏(岡山大理),五十嵐潤一氏(阪大種)と

共同で,またぎ=1の場合の研究は,鏑木誠氏(神戸大教養),原田勲氏 市川直子氏(神戸

大野)と共同で行ったものである･大行列の対角化のために,前者の研究では,滝本淳一

氏(分子研)よりご提供いただいたcoordina･terelaxation法によるプログラム,および西

森秀稔氏(東工大理),田口善弘氏(東工大理)よりご提供いただいた L弧CZ6S法による

プログラム(TITPACKVer.1)38)を利用 した･また,後者の研究では,西森秀稔氏による

Lancz6S法のプログラム(TITPACKVet.2)39)を参考にし,西野友年氏(阪大援)の two-

dimertsionalsearch法40)に対する新しい考え方を用いて,鏑木誠氏が作成したプログラ

ム41)を利用した.これらの方々に厚 くお礼申し上げる.なお,前者の研究の一部は,文部

省科学研究費補助金(一般研究(C),No･61540265)により,後者の研究の一部は,文部省

科学研究費補助金(重点領域研究(1),No･03247102)により行われた.
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