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量子スピン系に於ける長距離秩序について

筑波大学物理学系 久保 健

1｡ はじめに

ハイゼンベルク模型で代表される圭子スピン系は､磁性体の相転移を研究する際の典型的な模

型として50年以上にもわたり様々な方法により研究されてきた｡その性質はフラストレイションのある

ような複推な場合を除きほ周聖解されていると言ってよいだろう｡しかしその理解も数学的に確かな議論

に基ずいている部分は実は少ない ｡ここでは低温あるいは基底状態での長距離秩序についてこれまで厳

密に分かった事を､ごく簡単に紹介しまた今後の発展のために何がいま必要とされているかを述べたい

と思う｡

量子スピン系で実現されうる秩序状態には通常の磁気秩序のほかにダイマー秩序､カイラル秩序な

どがあるが､以下では敬気秩序について述べる｡磁気秩序は秩序パラメータ

Mij)-lAJ-1∑e-iQ.α兎
αeA

によって特徴づけられる｡Qは秩序のもつ波数ベクトル､回は格子点の数である｡

lm(a)]2-hm く(Mij))2),oĴl-∞
(1)

の時j成分の長距離秩序(LRO)が存在すると言う｡執事状態ではまた通常自発的に対称性が破れてい

るが,それはたとえば

-'Bj'-BulB..All-J璃')B,0 (2)

で定義される (極限の個事に注意!)｡ここで(-)BはM&3')lこ働く磁場Bを加えたハミルトニアン

HB-H-坤 IMS'')での平均値を表す.

古典系や強磁性のように執事パラメタが-ミルトニアンと交換する場合はLROが存在すれば自発的

に対称性が破れている事が一般的に証明されている｡それに反し反強磁性のように交換しない場合は､ま

だ基底状態の場合しか証明がないor秘事の存在あるいは相 の証明では､m(a)を議論する場合とm望)
を議論する場合とがある｡いまのところそれらは同等ではない｡
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2｡ 方法

大ざっばに言って､正確解､摂動展開､不等式による方法と三通りの方法に分けられる｡

1)正確解

正確解はほとんど一次元の模型に限られるOこの場合短距離相互作用ならば基底状態でしか秩序

は現れない｡一次元S-1/2XXZ模型がベーテの方法で解けることはよく知られている.その時かに

任意のSに対してこの方法で解ける模型の系列がある｡基底状態だけが正確に分かっている場合として､

S-1/2のMajumdar-Ghosh模型､S-1のA瓜eck-Kennedy-Lieb-Tasaki模型などが知られて

いる｡

2)摂動展開

秩序の無い温度無限大の状態から出発して､βガを摂動として展開する高温展開は広く用いられてい
る｡-⊥･股に短距離相互作用の系では展開は十分高温では収束することが示せ､高温での秩序の不在が証

明できる｡秩序の存在を証明しようとする時は､基底状態の一つから出発して､摂動展開を行いその展開

の収束を示す事により､始め仮定した基底状態の持っている秩序の存在を示す｡摂動展開は一般的にクラ

スター展開の形でかきあらわされ､クラスター展開の収束性に関する定理が有用である｡この方法は基

底状態でも､有限温度でも使える｡

3)不等式の方法

よく使われてきた方法としてa)Bogoliubov不等式の方法､b)Peierlsの方法､C)In血aredBounds

の方法がある｡

a)Bogoliubov不等式の方法

[く【C,A】)l2≦書くAA†)(【[C,H],C†】) (3)

を用いて自発的な対称性の破れの不在を証明する｡この結果として､次元が2以下の場合有限温度では

連続的対称性の破れが存在しないというMemi n-Wagnerの定理が導かれる.上の不等式は号くAAI)

をβ(A,AI)で置き換えてもなりたつ.ここでβは温度の逆数､(A,B)はDuhamel二点関数あるい
はカノニカル相関関数と呼ばれる圭で

(A,β)- (eβGHBe-PcHA)dx (4)

β(A,AI)は感受率xjlAtであり､こうすれI糊料 0度でも上の不等式が使える.この方法は最近西森ら

により用いられた｡
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b)Peierlsの方法｡

この方法は今のところ離散的対称性のある場合しか使えない｡例として系がイジング的な対称性を

もつ時に強磁性の秩序を証明する場合を考えて見よう｡いま勝手なα≠βという2個のサイトにあるス

ピンが各々+Z方向と-2方向を向いている状腰の実現する確率が十分小さければ､強磁性のLROが存

在する事が示せる.ところで､うえに述べたような状態ではサイトαを含む+Z方向スピンのクラスター

ととサイトβを含む-Z方向スピンのクラスターとを分けるクラスター境界が必ず存在しなければならな

い｡Peierls一の方法ではクラスター境界が生ずる確率の上限をもとめ､それによりLROの存在を証明す

る｡この方法は次に述べるInfra.redBoundsの方法が二次元では基底択悲しか議論できないのに較ぺ､

有限温度の執事も読輪できる利点があるが､圭子系でクラスター境界が生ずる確率の上限を求めるのは

なかなか難しく､強磁性にたいしては適用されていない｡反強磁性の場合は､後で述べる鏡映正値性を援

用してクラスター境界が生ずる確率を評価する事ができる｡

C)ⅠnfraredBoundsの方法｡

この方法は今のところ秩序の存在を示す方法としては最も強力な方法であり､連続的対称性を破る

秩序状態に対しても適用できる｡揺らぎの上限を評価して､それがが秩序を壊すほど大きくないことを

示そうというのがその考え方である｡そのためにたとえばっぎのSumRuleを利用する｡

く鴎 .6' -古宇 9g'cosp ･6･

ここで9g)-(SiSip)はスピンの7-T)エ成分

sp-義a;̂e-lp'αSα

(5)

の相関関数であるo反強敵 執事を閥 にするならば､【m§)】2-1imt小 ∞困-198)である事に注
意して(5)を書き直すと

[-y]2--JL-J鴎 .6)-/轟 9g'ト cosp･6]･ (6)

LROが存在する為には右辺が正ならばよい｡そのために9g')の上晦 L'')を知る必要がある｡Falk-Bruch
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不等式と呼ばれる関係を用いると

5g''-喜(Bt,''cf'-')i/2coth【筈(ci'''/Bij')1′2],

が上限である事がわかる｡ここでBgj)､ci'')はそれぞれ
l

(S',,.S'_,)≦β-1Bij)

(lsも,lH,S'_｡】])≦Cij)

(7)

(8)

(9)

を満たす圭ならばよい.問題は適当なBg)､Cij)を求める事に帰着する.Cij)の方は簡単であるが､
Bi'')を求めることは難しく｢般的処方勤 執 ､｡この事がこの方法にとって最大の障害となっている｡い

まのところBi3')が求まる為には系のハミルトニアンが特別な形をしていて､銀塊正億性と呼ばれる性質
が利用できる場合に限られるoこの性質は重要なので､少し粗っぽいが､InfraredBoundsの方法で

用いる形で簡単に説明しよう｡いま考えている状態空間がγとγの二つの同型な空間の直和であるとす

る｡Aが71にのみ作用するオペレータの時､Aをそれに対応する71にのみ作用するオペレータとする.

このとき不等式

TrleX]2≦T,【eY]T,leZ]

x-A+A-∑k(Ck-ek-hk)2
Y-A+A-∑k(Ck-ek)2
Z=B+A-∑k(Ck-ek)2

が成り立つ｡ここで

(10)

Ckは実オペレータ､hkは勝手な実数である｡ハミルトニアンがXの様に書き表されるとき､(10)を用

いてBi'')が求められる｡これは強磁性模型や三角格子ではうまく行かない｡

3｡ これまでに分かった事｡

これまで最も詳しく調べられてきたのはXXZ模型である｡この系のハミルトニアンは

H-- ∑Jaβ(S芸SB+S&Sb+△S乙Sb)
くα,β>

(ll)

で与えられるoS;は格子点αにある大きさSのスピンのⅩ成分を表す.Jαβが正の時は強磁性､負の時

は反強磁性相互作用をあらわす｡A(≧0)は相互作用の異方性を表すパラメタで△-0､1､∞ の時､

(ll)はそれぞれXY模型､ハイゼンベルク模型､イジング模型を表している｡
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1)秩序の不在

前に述べた様に､次元が2以下の場合有限温度では連続的対称性の破れが存在しないという事が､極

く｢椴的にわかっている｡基底状態では､一次元でも連続的対称性の破れが存在しないと考えられている

がまだ証明はない｡一次元ではMajumdar-Ghosh模型､Afneck-Kennedy-Lieb-Tasaki模型など

で､通常の磁気秩序が存在しない事がわかっているが､これらの系の基底状態は､別種の秩序状態であ

る｡ ところで(7)式を考えに入れると､Bg)がある場合は諺)が存在する事になり､波数pをもつ
S3'のLROが存在しない事が容易に言える事に注意して欲しい..

2)秩序の存在

最もよく調べられているのは､最近接相互作用をもつhypercubiclatticeの場合である｡

a)強磁性模型

△ >1の時2次元以上では充分低温で強磁性LROが存在する事が証明されているoハイゼンベ

ルク模型 (△-1)の場合基底状腰は全スピンが完全に揃った状態だからLROが存在する事は自明で

あるが､有限温度ではLRO存在の証明は無い.XY模型 (△-0)の場合は反強磁性模型と同等で､

LROがある｡0<△<1の場合は基底状腰､有限温度共に厳密な結果は無いようである｡

b)反強磁性模型

この場合InfraredBoundsの方法が非常に有効であるO三次元では､任意の異方性のときに十分

低温で反強磁性LROがある事がわかっている｡二次元では､S-1/2かつ0･2<A <1･67の場合

を除き基底状態でのLROがしめされているoまたPeierlsの方法により､二次元で任意のSにたいし

て十分低温かつ十分△が大きければ反強磁性LROがある事が示されている｡残念ながら､最も関心の

集まっている二次元のS-1/2-イゼンベルク模型ではまだLROの存在は確立していない｡

反強磁性模型にかんしては､このほかに擬二次元格子上のS-1/2AFH模型で面間相互作用と面内

相互作用の比が0.16以上の時IJROが存在する事が示されており､また蜂の巣格子や相互作用をさら

に一般化したXYZ模型でのLROが証明されている｡

C)フラストレイションのある場合

反強磁性模型でもフラストレイシヲンのある場合は､秩序が無くなったり､あるいは目新しい執事

が現れる可能性があり､特に興味深い｡よく知られているのは三角格子上の反強磁性模型であるが､この

場合これまで厳密に分かっている事はほとんど無いし方法もできていない｡この他では次近接相互作用

をもつ正方格子上の-イゼンベルク模型が最近興味を集めている｡次近接相互作用と最近接相互作用の

強さの比を入(>0)とすると､入≦1/2の時はInfraredBoundsの方法が使えて､例えばS-1では

入<0･16の領域で通常の反強磁性LROの存在が証明されている.入>1/2の時は鏡映正値性が使え

ないため､なにもわかっていない｡
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4｡これからの課題｡

上に述べた事は､これまで分かった事の全てを尽くしてはいないが､主要な結果は挙げた積もりであ

る｡これから分かるように､われわれは最も標準的な模型に対してすら､厳密な理解を十分持っていると

は言い掛 ､｡いまネックになっているのは､鏡映正値性が成｡立たない場合にBij)縛 められない事で

ある.この為に強磁性､あるいはフラストレイシヲンのある場合にほとんど手がつけられないのである.

全く新しい方法論か､あるいは鏡映正値性をもちいないでBL'')を得る方法の発見が待望されている.若

い新鮮な豆朝道のチャレンジに期待したいo

文献はいちいち挙げなかったが､大部分は

久保健､岸達也 : 固体物理 Vol.26,No2,125頁(1991)

に載っているので参照して欲しい｡
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