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1 序

本研究の冒r机ま､流体における乱流の時間的及 び空間的構造を解明できるような効果

的な数値モデルを構築することにある. その際､目的 とす るのは実際の乱流の運動を

正確に再現することではなく､あくまで､統計的な意味での活量の特徴的な抜群い､例

えば､スケーリング的な性質などを再現する串か出来jlば充分であるとし､そのぶん､

できうる限り単純なモデルを構築することを目的とす る.

対象~となる乱流は､一様等方性乱流と呼ばれるものに限定する.これは､その名の

通 り全空lLSlに於て講堂が一定であり､また､異方性 もないという完全な並進及び回転
対称性を持つような流れとして定義 される. ここでは､3次元非圧縮性の場合に限定

する｡

また､ここで､我々がモデルの構築に当たって採用する描像は渦管描像である｡よ

く知 られているように流体の速度鳩をポテンシャルによって表現 される部分 (禍無 し

の流れ)と､ベク トルポテンシ1･ルによって表現 され る郡分 (渦ありの流れ)とに分

けた場合､後者は渦管 と呼ばれる渦の連なりによって定苑 される管が相互作用 しなが

ら運動 していることに等価であると信 じられている｡我々が採用するのはこの描像で

ある｡

また､計算を簡単にするために､格子モデルの柿第をめざす｡この場合問題になる

のは､渦管の運動をどうやって格子上にはめ込むかという問願である｡そのためには､

まず､流体の場 (速皮場及び渦度場)をどうやって格子上に埋め込むかが問題 になる｡
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｢パターン形成､運動およびその統計｣

2 格子上の渦度場及び速度場の表現

使用する柄子は､印純立方格子である.この格子の上に3次元的な速度域を埋め込む

わけであるが､その際速度場は碍子点上ではなく格子と格子をっな ぐポンドの上に定

我す ることとする｡また､X,y,Z-bondにはそれぞれ､iEi皮のx,y,Z成分 しかないことと
す る｡ もちろん､このような離散化 の仕方は一意的ではない｡次に､渦度場は､単純

立方格子の而上に定我する｡そして､その方向は､各面に垂直であるとする｡ つまり､

ある面が.Lly而 (9:ボンドとyボンドに囲まれる面)である場合にはその面上の渦皮場
は.,･戒分のみを持つものとする｡この渦度場G;の定義は速庇鳩Vとの関係 1･OtV-U-また

はfv･･･LLqT-LJという閲係を離散化 した場合に相当するo

L yx wv#E
三 二Ⅹ レ音
Fi即rC1: 梯子上の速庇職 V､渦庇 )'rJrSLD

以上の事は文字で書けば難 しいが､図で書けば一目瞭然であり (図 1)､∫V･ds--Lt)
は図の例では vly- V2y- V21+vll-山こ相当するo従って､Wは渦度 と言 うより､循環
というべきかも知れない｡このような離散化の仕方は特殊す ぎて信用がおけないよう

に層えるか も知れないが結果か ら判断す る限り以下にみるようにきわめてうまく機能
している｡

基本的には以上でおしまいであるが､我々が構築 しようとしているモデルは渦管の運

動モデルであり､与えられた渦管の自己匿に対 してその配置に対応する速度場を逆に求め

られなくてはならない｡この点 が多少難 しい｡やらなくてはいけないことは､基本的に

は.iv･d.㌻-LJを離散化 して得 られる方程式を変数 Vをもつ連立方程式系Av.I(r)-wj(1･)
(Aは係数行列) とみて解 く串であるが､これには多少問indiがある｡邦-の問舷は周
期 的).;けF呆件をとっているために､独立な方程式の数が､変数であるVの数よりも1

つだけ多 くなって しまい方程式の解が不定になって しまうことである｡ もう一つの問

題は､非圧縮性の条件divv-0が何処にも入っていないことである｡ この困難を克服

するために､A･ui-LJjという連立方程式の内の一個をdivv'-0という式を離散化 した
式 ･U;,,(:,:+士.ltJ.～-)-Vx(.T一書,y,I)+vy(I,y+告,I)- vy(I,y一書,I)+vz(a),y,I+
tl=(.ll,y,=1一書)-Oでおきかえた (I,y,Zはどの一点でも構わない). これにより､ 一の

)
刀叶T

IIつ一角
一意性は保iTJliされるO 更に､これは理由が明らかではないがdivv=0も全空間で満た
さ司.tた｡ただし､これは数値的にこうなっているというだけで数学的に証明された事

実ではない ｡ しか し､現実的には各点でdivv=0を満たしているのでこの離散化は非
圧縮性流体が満たすべきすべき全ての条件を満た しているといえる｡
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3 動力学

前節で述べられたような格子上 に埋め込 まれた流体の動力学 はどのような ものになる

であろうかo古兆的な措像では♪渦管は流体 と共に流れる､つまり､渦管 は渦管上の

流体の速度 Vで移動するとみなされる. しか し､前節で述べたように､速度賜の乗 って

いる相子と渦度場 の発 っている.格子は互いにデュアルな関係にあるので渦管_との速皮

は[-Llr.接には求 まらない. そこで､注 目す る渦管の部分に最 も近い速度場の値を平均 し

て渦管の速度 とするものとす る｡具体的には､例えば Zポンド上では格子定数を即位 と

してC(Ilo)-(【V.T(ro+9/2)+V.T(Ilo-タ/2)]/2,[V,(Ilo+文/2)+vy(ro一文/2)]/2,0)とい
うようにす声 (文,9,或は､格子ベク トル)O この速度で渦管を動かすわけであるが､た
だ動か したのでは､渦管がぶつぶつ切れて しまう.渦管は粘性が糾いときには､切れ

てはならないのでこれでは困る｡そこで､｢引き延ば し｣の効果を入れる｡つまり､あ
る点1･での渦度の Z成分が､速度 Vによって隣のボン ドに流れたとす ると､この流れた

分の渦管がちぎれないように､yまたは〇成分の渦管を付け加え､ることにす るo これだ
けで もよいのであるが､動力学の対称性をよ くするために､流れの速度 とは反対の方

向に反対符号の渦管を置 くようにす る｡ これを具体的に数式で書 くと

LJ.1･(Ilo,i+△t)-W,(ro,i)+△串=J,I(l･o千g,i)土Jrz(l･o千丈,i)
〒J.3(ro一会/2干支/2,i)〒Jzy(ro一 会/2干タ/2,i)
〒JzS(ro+盆/2干支/2,i)'〒Jzy(Ilo+iJ/2千倉/2,i)]/2

であるO(ただ し､ Ji,･(1･,i)-bi(r,i)uj(1･,i)であるo)ここで､△.t･は時間刻みである.
△1,は､別に小 さく取る必要はな く､ 1節で述べたようなスケー リング的な性質が再現

できる程度でよい｡具体的には､maxl･lJ t.,.(r,i)△il-0･1を満たすよ うに決められる｡
この動力学の特徴は､∑rとコ(r)をきちっと保存することである. 乱流の本質が､渦にあ
るとすれば､このアルゴリズムは乱流の本質をきちっと押 さえることが出来るはずで

ある.ただし､このアルゴリズムにはどこにもェネルギーを保存するとい-ぅ要諦が入っ

ていないので､∑ rv(r)2/2を一定にす るように､V,C3を規格化 しなが ら実行す る.
以上が､基本的な部分であるが､実際のシミュレーションでは､粘性を必要 とする.

これは､渦管の拡散を用いて表現するo具体的には､ある点 rでの渦度のi成分がLJ.･(r)
であったとす ると､粘性係数がL,のとき､△i後には､LJ.I(1･)U△i/6ずつを周 りの最近接
のボンドに付け足 し､元のボン ドにはU.I(r)(1-i,△t)だけ残すようにす る.
さらに､定常乱流が目的である場合には､外力の効果 も考える必要がある｡これは､

外力がf(1･)･であるとき､LU-eX(r)-rOtf(r)で定義 される渦管を注入することで､代用す
る｡具体的に使用 された外力は､披数の小 さい方 ほうのみを励起するよ うな ものであ

り､T{l･.VIor-G一･ccn-vortexに2Jh/Lの波数の外力を加えたものである｡
この格子モデルはかなり乱暴なモデ リングのように思えるが､これによって どの く

らい乱流の性質を捉えることが出来 るかを実際に数値計算で行 ってみた｡

4 結果

実際のシミュレー ションは､L=24とい う､比較的小 さい格子で行われた｡乱流がは
ば定常な状態に遵するまで待 った後､9ない し10個程度の瞬rHlJ直をサ ンプ リングし､
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｢パターン形成､運動およびその統計｣

平均をとることにより､様々な物理丑を求めた｡また､粘性の劾串 もr確認するため､4

種籾の異なった値の場合について行 った.求めた物理丑は速度鳩 のIZ成分のkS成分の

エネルギースペク トル､EL-<IJvs(3,y,I)exp(Tikx)叫 2>y,I(<･･･>y,Zはy,Zにつ
いての平均である｡･)､速度場 vSの大 きさ分布､速度場の微分の大 きさ分布の､3つで
ある｡

まず､エネルギースペク トルであるが､粘性が小 さくなるとずれがひどくなるもの

の大体､コルモゴロフのスケ ー リングが成立 している｡実線は､-5/3乗のべきを表 し
ている｡243という小 さいサイズで､かなり粗いタイムステップの計算であることを考

えるとかなりよい結東 といえるであろう｡

次に､嘩皮場の分布関数であるが､これは､ほぼガウス分布であるo実線は分散が

等 しいガウス分布を表 している｡片対数プロッ トにしてあるので vsの値の小 さいとこ

ろまでガウス分布にきわめて近いことがよく解 る｡また､全体の形が粘性の大 きさに

あまりよらないことがよく解 る｡

最後に､速度域の分布関数であるが､これは大体､指数分布である｡また､その形

は速度域の分布関数 と_jmli.なり､粘性の大 きさに軟 くよることが解 るO

こjJLらの結果は実験や大規模な数値 シミュレーションで得 られた ものとよく一致 し

ており､この格子渦管モデルが乱流の性質をよく捉えていることを示 している｡

5 考察

ここで我々が提案 した格子渦管モデルは､かなり荒 っぽいモデルであるにも関わらず､

乱流の定性的な性質をきわめてよ く捉えていることが解 った｡ この理由は一つには､

｢スケー リング性等の定性的な性質 は､モデルの細かい定義にはよらない｣という ｢ユ

ニバーサ リテ ィークラスの存在｣を示唆す るものである. この考え方は､近年､統計
力学の様々なモデル化 において採用 される考え方であり､また､非常 に多 くの場合に

正 しいことが経験的に知 られている｡ このモデルの成功により､流体に於ける乱流の
ような古 くか ら研究されてきた授純な現象にも成立することが示唆 されたといえよう｡

この点をもっと突 き詰めて行けば､｢何部乱流の本質であるか｣という点に於て何等か

の貢献ができるかも知れない｡

また､紙面の関係上触れなかったが､このモデルは､時間差分 と空間差分の連続極限

において渦度方程式 と完全に等用になることも示されており､新 しい乱流計算スキーム

を与える可fJt紺Eもあることも解っている.この研究の詳 しい内容は､このシンポジウム

の蘭.後 に行われた ｢計算流体力学 シンポジウム｣の報告宙が FllJ,i(lDy17,0.micResearch
の特集号 として発刊 される予定なのでこれに投稿する予定であるO

なお､以上の研究はすべて､田口が ドイツのユー リッヒ研に滞在中に行われたもの

である｡
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