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1 はじめに

拡散場の中を成長している結晶の界面は､突き出ると､より加速するという不安定性が

ある[11｡ この不安定性と様々の安定化要因の競合の結果､成長中の結晶は多様で複雑な

形態をとる【2,3]｡不安定性を調べるのには線形解析で充分であるが､不安定性が起きた

後の形態を調べるには､数値解析が一般的である【2】｡本講演では､拡散方程式を数値的

に解 く方法と､格子気体モデルをモンテカルロ･シミュレーションする方法を使った研究

結果をまとめる｡

過冷却融液からの結晶成長を例に考えよう【3】｡成長は､結晶化に伴う潜熱の除去が律

速となる｡ 適当に規格化された拡散場をu(r,i)とすると､それは拡散方程式

聖=D∇ 2uat (1)

に従う｡

結晶が速度γで成長している状況を考える｡界面で発生した潜熱が熱拡散流となって過

冷却液体中に流れ出ていくという､単位時間単位表面積当たりのエネルギー保存則を記

すと､

vn--Dau/an (2)

となる｡ここでnは結晶界面の法線方向の単位ベクトルである｡また界面が成長するた

めには､成長の駆動力として界面の拡散場の侶uiがその平衡値ueqからずれていることが

必要であり､成長速度γはそのずれに比例 して

vn-K(ueq- ui) (3)

で与えられる[4]｡ここでKは運動論的係数と呼ばれる｡平衡値ueqは界面張力によるギッ

ブスートムソン効果を含んだもので､ 伽eq-△-dpcと与えられる｡ ここで△はバルクの過

冷却度､dは界面ステイツフネスに比例 した毛管長､fCは界面の曲率である.毛管長dや

運動論係数 〝は､結晶の微視的構造を反映して異方性を持つが､ここでは四回対称性を

仮定する｡

d-do(1-d4COS40) K-1-bo(1-b4COS40) (4)

まず､一番極端な場合として､d｡-b0-0の場合を考えてみる.K-∞ であるため､

(3),(4)式より界面での拡散場の値は一定叫-△となる｡平らな界面では界面が等≠面と

なり､対称性より融液中の等 u 面は界面に平行になる.uの空間変化は指数関数的であ

り､変化を特徴づける長さはl-2D/Vで定義される拡散長となる.

もし界面のどこかがでっぼれば､融液中の等 u面を押し出すためuの勾配がきつくな

り､(2)式よりそこの成長速度が増して更にでっぼりを助長する｡ このように､界面のカ

イネティツクスが非常に早く界面張力もないと､平らな界面は不安定となる川｡
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平らな界面が不安定でどんどんでっぼっていったとしたら､針状の結晶形が可能と思わ

れる｡イヴァンツオフにより､放物状の結晶が定常的に成長する事が可能であると示され

た【5】.しかし過冷却度△は､成長速度Vと先端の曲率半径pの積､p-vp/2D Lか与えな

い｡二次元系の場合､この積は

p(A)-ノ両eperfc(､序) (5)

となる｡また曲率半径の小さな結晶ほど速く成長するから､イヴァンツオフ解はこのまま

ではやはり不安定である｡

2 不規則な結晶

イヴァンツオフ放物結晶形は定常解であるが､不安定であるため僅かな雑音で壊れてし

まう｡この雑音の効果を取り入れるため､格子気体モデルを用いて､酔歩運動をモンテカ

ルロ･シミュレーションする｡気体原子が格子点上をランダムに動き､種結晶かそこから

成長した結晶原子に触れたとき固化するという不可逆的な結晶成長を考える【6】｡ 気体原

子密度が零の極限は拡散律速凝集体 (DLA)という不規則でスカスカの構造物となり､そ

の構造は空間次元dよりも小さな､フラクタル次元 巧 で特徴づけられる【7]｡有限濃度

の場合は､拡散長l-2D/Vより小さなスケールではフラクタル的だが､それより大きな

スケールではスカスカとは見なせず､気体と同じ密度n9を持つ-様なものとなる｡この､

構造の遷移を特徴づける長さに対する考察から､成長速度がV ∝ ni/(a-Df)となることが

予想され､モンテカルロ･シミュレーションでも確かめられた【6】0
気体原子が結晶原子に触れたとき､直ちに固化するのでなく､固化に伴うエネルギー変

化を考慮した確率で固化させ､また逆過程としてステップ位置にある結晶原子の気化をも

ある確率で起こさせると､界面張力やカイネティツクスの効果が取り入れられる｡そして

拡散に伴うショット雑音が相対的に弱まると､不規則な結晶形がより規則的な樹枝状結晶

へ､更に雑音が効かなくなると規則的な多面形へと結晶の形態が変化することが確かめら

れた[8】｡

3 規則的樹枝状結晶

界面張力がなく､雑音によって決定される結晶の形は､不規則でフラクタルな樹枝状形

となることを前節で述べた｡また界面張力が効き出すと規則的樹枝状形態となる事も述

べた｡ここでは界面張力と樹枝状形態や成長の様子との関連を､もう少し定量的に調べる

【9,10搬 この時､雑音の効果は問題としないので､ノイズを含まない拡散方程式の解法

を行う｡速度γで樹枝状結晶が定常成長しているとして､それと一緒に動く運動座標系に

乗り､そこでは拡散場の時間変化がないという準定常近似を行う｡この系での拡散方程式

を､グリーンの定理を用いて境界値積分の形

/dF'G(r,r')vn(rI)-/dr′H(r,r')ueq(r')
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に直す.積分核G,Hは運動座標系での拡散方程式のグリーン関数を用いて書け､Gの中

には運動論係数K~lを含んでいる｡一方､ueqには毛管長dがふくまれている【9,10】.

過冷却度△が与えられたとき､適当な成長速度γとイヴァンツオフの関係から決まる先

端曲率半径pを持つ針状結晶形rを初期状態として与える｡積分核G,Hや平衡値 ueqは計

算できるので､(6)式より界面上での法線方向への成長速度㌦(r)が求められる｡この速

度に従って界面を成長させる｡ また一般に先端速度 vtipが仮定した結晶全体の成長速度 V

と違っているので､ Vをvtipに近づけていく.以上の過程を繰 り返して､定常成長形をさ

がす｡

その結果分かった事は以下の通りである｡

(1)界面張力や運動論係数に異方性がないと､結晶の先端が不安定化して､分裂してし

まう【101｡

(2)異方的界面張力だけがあるとき､樹枝状結晶成長が実現する｡成長速度γと先端曲

率半径pの積は､イヴァンツオフの関係(5)を満たしている｡スケールされた成長速

度q ≡(do/2Dp(A)2)Vは過冷却度によらず､毛管長の異方性パラメタ-d4のみの関

数である｡二つの関係は

vp2--疋
′-LI

という普遍法則にまとめることができる【101｡

(3)横枝の周期人は異方性によらず先端曲率半径pの約3倍である【101｡

(7)

(4)異方的運動論的係数を〝持つ界面カイネティツクスも考慮すると､両者の競合が起

きる｡ カイネティツクスが速いと､結晶成長は界面張力で律速され､(7)式が成立

する0-万､boが大きくなってカイネティツクスが遅くなると､成長は界面カイネ

ティツクス律速になる｡このとき､V 符p(A)/bo,pFY2D/boとなって､曲率鞄

が過冷却度によらなくなる｡この移り変わりはパラメタ-2Dp(A)di/2(b｡/d｡)でス

ケールされるので､b｡が大きくなる､または過冷却度が大きくなったときに起きる

【4]0

4 ステップの形

低温では結晶表面はほとんど平であるが､僅かに傾いた面ではステップが少し入ってい

る｡気相から成長している結晶表面では､ステップの形もまた拡散場による不安定化を示

す【11,12】｡この時､周囲の気相から表面に飛び込んできた付着原子の密度 C は表面拡散

して拡散方程式に従うが､(1)式の右辺に外から原子が飛び込む効果や原子が気相に飛び

出していく効果を加えて､

∂C/at-D∇ 2C+I-C/T, (8)

と書かれる｡ ここでJは気相からの原子の入射頻度､丁は付着原子の寿命である｡新しく

つけ加わった項は新しい拡散距離 a'8-ノ万Tを導入する｡ゆっくりと成長しているとき
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はl-2D/VよりごSの方が短く､拡散場の空間変化はxsで特徴づけられる.ステップから

xs以上離れたところでは密度は一定値 C∝,-fTに近づく.入射頻度fが小さい間は張力

のためにステップは真直ぐのまま前進するが､臨界値fc以上になると､拡散場により実

直ぐな形は不安定となる. モンテカルロ･シミュレーションをするとjc以上ではステップ

に凹みが生じ､その凹みが左右勝手な方向に移動して隣のものとぶつかって消滅し､また

凹みの間隔が空きすぎると新しく凹みが生ずるというように､非定常的な振る舞いをする

【131｡ この時間的空間的に不規則な振る舞いが､系に内在する本質的な現象なのかそれと

も熱雑音によるものかが気になるところであるofc近くでのステップの時間発展を逓減摂

動法により近似すると【14ト 蔵元-シバシンスキー(KS)方程式が得られる[151｡この方

程式は決定論的な式でありながら､時間的空間的にカオス的振る舞いをすることで知られ

ている.従って､fc以上の不規則な振る舞いは系に内在するものであり､ステップの定常

的な成長が本質的に不可能であると思われる｡

5 あわりに

以上のように､拡散場と界面の様々な要因の競合により､結晶の成長形の多様性(例え

ば､不規則な樹枝状結晶､規則的な樹枝状結晶､多面体結晶など)を示すことができた｡

そして場合によっては､ステップの形のように､定常的成長が出来ず､時空カオス的な成

長様式になることすらある事が分かった｡
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