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概要

連続系においてみられる周期軌道の自分自身との絡み合い方を記述するために導入した局所交差数

とHolmesらが考案した記号力学によるHorseshoetemplate上の周期軌道の記述との関係について

考察する｡

1 連続系の周期軌道の絡み方

今回考察する系 としては､以下のような トーラス R2×S上の力学系で､

空
虚
重

出
壁
此

- fl(I,y,0,IL)

- f2(I,y,0,p)

さらに､fl,f2は次の2つの条件を満たすもの とする｡

条件 1.1:一il,f28まともにのこ関 して周期 1の周期関数｡

条件 ュ.2:flは変数 がこ関して単調関数｡

このような系の代表 としては､Du氏ng方程式のような 2階数分方程式で記述される系に

周期的外力が加わったものなどが挙げられる｡

このような系で観測される周期軌道は､R2×S上の絡み目と見なすことができる｡次に､

この絡み目を∬-β平面に射影 して表現することにする｡一般にこのように射影 した場合に

は射影された絡み目には交差点が発生するが､実際には交差点は図 1で示される2種類 し

かない｡

k rLJ
図 1:交差点の雀類
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ところで､これから考える系では､条件 1.1より交差点としてほ図 1のうちのどちらか

一方しか現れないことが簡単に示せる｡このことは即ち､2次元平面に射影された軌道上の

交差点の配置から本来の軌道の トポロジカルな情報をもれなく導き出すことが可能となる｡

2 局所交差数

羊のような軌道の絡み合い方の中で今回は､特に2n分岐中に絡み合い方がどのように変

化していくのかを見ていくことにする｡実際に軌道がどのように絡み合うかを示す例 とし

て､損失変調レーザーモデル方程式 【5】の数値計卦 こよって得られた周期軌道の結果を射影

したものを図2(a)-(d)を挙げる｡

0 7T 27r
wt

0 7T 27T
wt

図 2:レーザーモデルでの周期軌道の交差例
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この回を眺めると､2n分岐中の周期軌道は自分自身と自己相似的に絡まりあうことがわ

かる｡このような自己相似的な絡まり方を利用 して軌道の構造をもっと分かりやすく示す

量として､次のような局所交差敷 島 というものを定義する｡

まず､2n周期軌道を2n本の 1周期分の長さの部分軌道 Si(i-1,...,2n)に分割する｡こ

うして得られた､2n本の部分軌道 tSi)に対 して｡

局所交差数 Cnを次のようにして定義する｡

2rl-1
Cn-∑ 【Sn21'-1とS31'O交差数1才-il

(2)

周期軌道が周期倍分岐を繰 り返すと､分岐するにしたがって現れる2,4,8,16,32,‥.周期

軌道に対応 して局所交差数の列 C1,C･2,C3,C4,C5,- を得る｡

前の数値計算の結果からも分かるように一般に周期倍分岐中の2n周期軌道には2,4,8,...,2n-1

周期の軌道の構造が入れ子になって入っていて､各周期成分の構造は ton)から知ること

ができるということが示せる｡このことから､倍分岐中の周期軌道の トポロジカルな構造

を知る方法として､射影軌道全体での交差点の配置から求めるのとは別に､局所交差数の

列 ol,C2,...,Cnから求める方法があることが分かる｡

2.1 いくつかの系での結果

実際にいくつかの系について数値計算の結果を示すと表 1のようになる｡

表 1:いくつかの数分方程式での結果

MODEL Primaryn.q. 21 22 23 24 25

Lasermodel 1 1 3 5 ll 212 1 3 5 ll 21

3 1 3 5 ll ?

Noュl-1illearMathieuEq. 1 3 5 ll 21 432 3 7 13 27 53

Single-wellDufRngEq. 1 5 9 19 37 75

(1)･LaserModel【4,5ト

血

F出
生

此

- -u(6cos(Jt-I)

-elZ-u-e2Zu+1
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e1 - 0.09

e2 - 0.003

u = 0.91,2,2.43
∂ -o･5- 1･6251,1.33-2.0452,1.30-1.32813

(2)･NonLinearMathieuEquation【6,7ト

盆+FC土 ニ ーx(1+6cosLJi)-33

㍍ =0.ll,0･22

u = 2.0

∂ =0.550-0･5931,0.327-0.3352

(3)･Double-wellDu乱IgEquationl8】･

丘+Id = 3-x3+6cosLJt

rc = 0.09

LJ = 1.2

∂ = 0.195～0.1982

(4)･Single-wellDu氏ngEquatioll【3,9】･

立+FC.il=-X3+6cosLJt

rc- 0.21,0.052

W =1.0

∂ -5.70-6.491,5.8-6.5352

※計算したパラメータの方の上の数字は一つの方程式について複数の倍周期分岐がある場

合の元の周期軌道の周期を示している

2.2 局所交差数の漸化式

以上の､数値計算の結果をみるとなんらかの規則性が有るように思われる｡さらに表 1

の結果を詳しく調べてみると､この局所交差数Cnについて以下のような漸化式がなりたつ
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ことがわかる｡

Cn+2-Cn+1+2Cn

さらにこの2階差分方程式を解 くと

cn - 冒[2n-1- 2(ll)～-2]cl･[2n-1･(-1)n-2]C2)
(n≦3)

(3)

(4)

この関係式は､力学系の詳細に依らず普遍的に成 り立つもので､周期倍分岐現象に固有の

性質と思われる｡そして､この関係式より､ 周期倍分岐中の周期軌道の トポロジカルな構

造は第 1,2分岐での局所交差数さえ求まれば､その後の構造は全て自動的に決定できるこ

とになる(2PSNB,3PSNB‥などの場合は分岐を起こす前の軌道の絡み方の情報 も必要に

なる場合がある)｡

ある周期倍分岐現象に付随 して得られる局所交差数の列 (Cn)は力学系の Bowに関 して

なんらかの同値関係を捷供すると思われるので｡逆にこの量から､周期倍分岐を起こして

いる力学系を幾つかの同値類に分類 し､それぞれのタイプについての一般論を議論できる

のではないかと思われる｡ その一つの試みとして､Holmesらの考えた Templateが挙げ

られると思われる｡

3 Horseshoetemplate

Holmes【1,2】たちは以上述べてきたような､3次元多様体上で絡みあった軌道を解析する

ために､2次元写像である馬蹄形写像を3次元に拡張した｡このような､3次元多様体上の

図 3:suspensionofSmale'shorseshoemap

流れ4,tを次の同値関係～ :21 - _,2⇔¢t(zl)- ¢l(22);(i- ∞)使って分岐している2次元

多様体 Il'上の流れ石に縮約する｡この多様体 Kをhorseshoetemplateと呼ぶ｡馬蹄形写像

はx軸方向に縮小を続けるので同じyを持つ点は上の関係では同値 と見なされるので､多

様体 〟は結局 ∬軸方向に潰されたものになる｡
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identily

図 4:horseshoetemplateK とその上の流れ南

この様に締約した多様体 K上のflow石の周期軌道は元の多様体上の流れ4,,の周期軌道 と

同相であるという性質を持っている｡そして､彼等は〟の分岐線 Ⅰに関するreturnmapを

つくりその写像 Jについて 1次元写像に関する記号力学の理論から､retum mapに対する

一次元写像から得られる (a･,y)2文字からなる非周期ブロックWを周期的に繰 り返す無限

の文字列に対 して 2次元多様体 K上の流れ石の周期軌道が 1つ対応することが分る｡結局

一次元写像から得られる周期文字列の各分岐での変化の仕方からK上の軌道がその分岐で

絡み方をどのように変化させるかが導き出せるわけである｡

4 一次元写像の記号力学

ロジスティック写像のように単蜂で負の Schwartz数分をもつ一次元区間写像

ん:∫-∫, 極大点 C

上の記号力学を考える｡

Z∈Jに対 して文字 (.T,y)よりなる半無限の文字列を次のようにして定義する｡

g(I)∈(a),y)Z'を半無限の文字列として､j番目の文字は次の法則で決める｡

Qj-(≡

f3(I)< c

fl'(-,)-c

fZ(I)>C

(5)

つきに､ヱ∈IK対して (+1,0,-1)からなる半無限列 invarialltCOOrdinatee(I)-(Okは=0

(6)

(7)
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によって定める｡例として列爾 -lxyyylxyyylxyyyJ･･.に対するinvariantcorrdinateは

l+-+--+-+l+-+--+-+l+一十一一+一十ト.となる｡

この,kneadinginvariantに+1>0>-1で invariantcoordinateに辞書式の順序をつけ

ると､

zl,Z2∈I,zl<22ならば0(zl)≧0(～,2)がなりたつ｡

さらに､2n分岐などを解析する際に､criticalpointの軌道が重要な役割を果たす､kneading

invariantレ(〟)を

U(p)-Z聖 ｡e(I)

定義する､これはつぎの日の意味で最小となる

∀Z∈I, lO(I)J≦t,(p)

ただし回-Oo･0,今後は簡単のために土1を省略 して士と書 くことにする｡

最後に､任意の列βでシフ ト演算Uに対 して

fc,n(β)1≧β,∀n≧0

(8)

(9)

となるものを､admissiblekneadingi11Variantとよぶ｡このようなkneadinginvariantを実

現するパラメータ〃が必ず存在するといういみで admissibleと呼ぶわけである｡

次に､分岐現象をあつかうために周期 kの admissiblekneadinginvariantuとadmissible

kneadinginvariantαに対 して*清算を次のように定義する｡

V*a･- (Tn)T;0, (10)

71Lk+i - αiZ/i;0≦i<k. (ll)

詳 しい説明は省略するが､周期倍分岐中で得 られる kneadinginvariamt〝に対 し次に分

岐 したときに得 られる kneadinginvariantはL,とF q)*演算によりつ くられる admissible
invariantであることが分っている｡つまり､周期倍分岐でのadmissibleillVariantは

kx21周期 kTx2'2周期 kx23周期 kx24周期

l/*+- L/*十一*十一 L/*+-*+-*+- 1/*十一*+-*+-*+- L/*+-*+-*.‥

と変化 していくことになる

4･1 んの周期倍分岐

以上の結果から､周期倍分岐中での admissiblekneadinginvari弧tに対 して次の関係が

なりたつ

Z,L･-UlL.*F を周期 '2たの addmissiblekneadinginvariantとし､pLlをはじめてZ/(FL)-Uk

となるパラメータの値とする｡そして､レLlに対する(tQj(C))畏Oの最初の2k個の要素中にnLl
個の yを含むとする｡pが増加するとV(FL)はつぎのadmissiblekmeadillginvarianti,i.-*午
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をとる(このときのFLの値をpIL.とする)｡この二つのkneadillginvariantに対応してそれぞれ

長さk,2kの周期的ブロックwk,W2L･をもった軌道7k,72L.が存在する｡yk,yk+1を的 ,W2k中の

yの数とすると､

yLl+1.- 2yL･+ト1)nk

nil+1- 2nL･+(1-(-1)nk)

yL･+1 - 2yL'+(-1)nO+A

nL･+1= 2nLl+
(1l(-1)nO+i)

または

がなりたつ､また明らかなことであるが､パラメータFLkとFL'i.の間の値で周期軌道は周期倍
分岐を起こしている｡

5 局所交差数と記号力学の結果

記号力学から得られる周期的なword中のyはtemplateのひねりのある方を通る軌道を

示す｡軌道が分岐するとそれに対応するword中のyの数だけひねりが加わるので､これか

らynとCnは
Cn=yn_1(n≧0),C0-0

という関係を持つことが分かる｡さらにCnの漸化式はynの漸化式から導き出せ､式 (14)杏

変形すると式(3)になる｡これからわかるように､局所交差数のダイナミクスはhorseshoe

template上のリターンマップに対する記号力学を使って説明することができるわけである｡

ここで､問題となるのは記号力学の結果はあくまで､分岐線Ⅰに対する軌道q)交差の仕

方を記述するのみで､軌道全体の構造を記述しているわけではない｡軌道全体の構造はそ

の際に考えているhol･SeShoetelTlplateの構造に大いに依存する｡つまりある wordに対応

する周期軌道の自己絡み数,交差数(全体)を求めるのにはhorseshoetemplateの構造が重

要になってくる｡
そこで実際に､double-welldu氏ng万巻式の 1-P SN B の 局 所 交 差 数 列 の 結 果 か ら ､ 軌道

の絡まり方を求めると図5になる
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1-Periodic

了 ｢

4⊥Pedodic

2｣)edodic

図 5:double-WelldufRng方程式の軌道の絡み方
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この絡み方をつくるためには､horseshoetemplateとしてほholmesらが最初に考えたも

のではだめで図 6で示されるものを考えなければならないことが分かる｡

図 6:double-welldu鮎 g方程式に対するhorseshoetemplate

ここで重要なのは Holmesらが考えたynは実際の軌道の構造に園する情報は全 く含んで

いないが､我々の考えている局所交差数では生の軌道の構造をもれなく含んでいる点であ

る｡言葉を変えていえば局所交差数は記号力学の結果のrealな系での表現になっている｡

6 結論

周期倍分岐中の周期軌道の構造を解析するために､導入した局所交差数の周期倍分岐で

の変化の仕方は､Holmesらが同じ目的で導入した horseshoetemplateの分岐線 Ⅰ上のリ

ターンマップに対する記号力学による取扱で説明できる｡しかし､Holmesらの結果にはそ

の基底となるhorsesl10etemplateの構造は含まれておらずそのため実際に軌道全体の トポ

ロジカルな構造を決定することはできない｡ところが､局所交差数はもともとの軌道の構

造をきちんと捉えているので､実際に軌道の構造を解析するにはこの方法が非常に有用と

思われる｡また､逆に局所交差数の結果からhorseshoetemplateを再構成することもでき

こうして得た templateの構造から力学系を分類することも可能ではないかと思われる｡
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