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1.序

レーザーは非平衡開放系の典型例であり､ 30年以上にわたる研究の歴史を持つ｡ これ

まで､初期のメーザ-に対する古典的線形理論 (Shimoda,Takahashi,Townes)【1]に始まり､

レーザー発振に関する半古典論 【2]､さらには揺らぎの効果を取 り入れた半古典論 (フォツ

カー ･ブランク型の方程式) 【3]がまず展開された｡量子論的 レーザー理論については､演

算子を用いたランジュバン方程式の方法 【41､光子数の固有状態を基底としたマスター方程

式の方法【51､ そして量子組的確率分布関数の方法【6･8】など､様々な定式化がなされている｡

その後の発展を含めてレーザー理論は標準的なテキス トに詳述されている【9-131｡これらの

文献を眺めれば分かることだが､理論の全体は甚だ複雑な構成となっており (例えば､文献

7を見よ)､基礎方程式に様々な近似を施 し､それを数値的に解 くことでレーザ-の発振､

及び飽和効果が論 じられている｡様々な近似とは､物質系の緩和時間は短いと考え､その変

数を断熱的に消去するとか､あるいは､非線形項の大部分を捨てさるようなことを指す｡

しかしながら､物質系と光子系との連立 した量子論的な非線形方程式を揺動力と共に解 く

ことには､今まで誰も成功 していない｡

一方､実験技術の進歩により､最近では容易にレーザー光を得ることができるようになっ

た｡ しかし､それぞれが散逸機構を持っている原子系と光子系が強 く相互作用 している場合､

系がどのようにして平衡状態から遠 く隔たった定常状態へ落ち着き､ レーザー光を放出し続

けるのか､という基礎的ではあるが興味深い閉篭の厳密な取 り扱いは､未だ手付かずのまま

である｡上述のような､既存のレーザー理給では数多くの近似が為されているために､たと

えば､定常発振に至るまでの短時間での振る舞い､また､原子系と光子系とが強 く結合 して

いる場合を､正 しく記述することができないからである｡問類を救う際の困難は､ レーザ-

がミクロな非平衡結合開放系であり､かつ動的撮 る舞いを解析的に解かねばならないという

点にある｡

現在までの状況は､上述のごとくであるが､最近にいたって我々はミクロなレ-ザ-方程

式を厳密に解 くことができた｡この解を用いると､通常のレーザ-作用はもとより､載結合

状態での発振作用 ､短時間領域における過渡現象 ､といった多彩な局面の詳細を､全て統

一的に理解できる｡のみならず､初期時刻には位相がばらばらであった多くの原子が､フォ

トンを仲立ちとする相互作用を行うにつれて位相を掃え､コヒーレン トな光を放出するまで
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の機構 (位相の自己阻銭化過程)や超放射現象も我々の定式化の延長線上にある｡ また､ レ

ーザー ･カオスが近年話題となっているが､得 られた厳密解を用いれば､量子散逸革におけ

るカオスに対する知見を得ることもできよう｡ レーザー系に限 らず､化学反応のランダウ ･

ツェナ-模型､局在電子格子系における非線形光学現象､ ミュ-オン ･スピン緩和 (ゼロ磁

場共鳴)現象等も我々の方法論で取 り扱うことができるであろう｡

以下では､ 2節でレーザー系の基本方程式について述べた後､ 3節でその厳密な解法､ 4

節で物理量の平均値との関わり､ 5節で計井結果の具体的例について述べ､ 6節では本研究

をまとめ､今後の課題を指祷 しよう｡

2.基 本 方 程 式

レーザーは原子から誘斗放出される光を用いて､位相の捕った光を共撮器内で増幅 し､ コ

ヒーレン トな光を得る装正である｡ レーザー作用は､

(1)原子の反転分布を生成する機構 (ポンピング)及び緩和機構､

(2)レ-ザー光を放出する原子と電磁場との相互作用､

(3)共菰器内の電磁場の減衰､

の3点に強 く依存 している｡そこで､ レ-ザ一系の模型を次のように設定する (1囲)｡ ま

ず､共振器内に置かれた活性原子の準位のうち､ レーザー作用に直接関与する2準位のみを

考える｡ (1)の機構を考慮にいれるために､この2単位原子がポンピングと緩和の両方を引

き起 こす役割を持つ"熱浴 ''と接触 しているものとする｡ (2)については､この2準位原子

と共壊器内のある1つのモー ドのフォ トンとが強 く相互作用するものとする｡さらに､ この

フォトンも熱浴と接触させることにより､ (3) の横溝を取 り入れることにする｡

図 1 レーザー系のモデル
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**量子論的 リゥピル方程式 **
このモデルにおいて､全系の密度演井子W(t)の時間発展は､ リゥビル方程式

£W(,,-il- (i)] (I)I

によって記述される｡ここで､ハミル トニアンは

3t=3tA+3tF+托R+3tB+3tAF+3tAR+托FB (2)I

であるものとし､系を構成 している各部分のハミル トニアンを､原子系 3tA ､光子系 3tF

とし､次のように定義する｡

托 A=hLOo量,

托F-叫 b'b

(3a,b)式において､hw｡は2準位間のエネルギー差､ hwLは注 目している光子のエネルギー

を表す｡ また､原子系に接触する"熱浴 "のハミル トニアンを 3tR､光子系に接触する熟浴

を3tBとする○ 原子系と光子系との相互作用 3tAF､原子系とM熟浴 Mとの相互作用 3tAR､

光子系と熱浴 との相互作用 3tFBの定義は､以下の如 くである｡

3tAF-hA(bS++b+S-),

3tAR-hgRSIRI

托 ,B-hgB(b'B 十bB十)

ここで､ A は原子系と光子系との相互作用の強さ､ g刑ま原子系と 叩熱浴 "との相互作用の

強さ､gβは光子系と熱浴との相互作用の強さを表す｡特に､原子系と光子系との相互作用

に対 しては､回転波近似を施 したものを用いている｡

**量子論的マスター方程式 **
(1) 式によって全系の時間発展が記述されるのだが､注 目しているのは原子系と光子系で

あって､それぞれが接触 している熱浴変数の時間発展の詳細を知る必要はない｡このような

場合の常套手段として､射影演芳子の方法がある日4]｡ この方法は､熟浴との相互作用の

影響は取 り入れつつ､熱浴についての情報を椿的するものである｡通常､熟浴はカノニカル

分布をしているとして射影を行い､注 目する変数の時間発展を知 る｡ 2つの熱浴についての
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情報を楯的 した後の密度演算子を新たに

p(t)=TrRTrBW(T), (4)

とすると (ここで､-TrR･TrBは熱浴 R･Bについての対角和をとることを意味する)､この

密度南井子の時間発展を記述する量子論的マスター方程式

L'hd(t)=[3tAH tF十3t̂ F,P(t)]'rFP(t)'r̂P(t) , (5)

を得る｡ここで､批人,3t･F, 3t̂ Fの定義は (3a,b･C)であり､また､

rAX≡〇一 【S.X,S｣十軋 .lS_X,S.1+0=zlSzX,Sz]+h.C･ (6a)I

r,x≡-i8wlb'b,X]十Kilb,Xb十]+lbX,b']i

十2Kqb,【X,b'日 , (6b)

とする｡(6a)式中の係数Opvは､原子系の減衰を特徽付けており,原子系が接触 している ''熱

浴"Rの相関関数を用いて表される量である :

･ 十一 - i i dte- ･'%,(R ･(t,R-(0))R

･-･≡普idte-,0,(A (i,R･(0,)R
∝I

¢zz ≡ g:Ldt(R z't)R z'0')R

(I.･)R=TrR(PR･･･),

pR=e~叩R/TrRe-芦北R,R(i)-eiKRE/hR(0)ei北R'/A

ここで､

(7a)

(7b)

(7C)

である【15]｡また､電磁場の減衰と撮動数のシフ トを特徴付けるパラメータ 1( , 方,aw

は､

5ry

冗･lew - g;E d tezluLt(lB 't',B 十'o'])B
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:>〇

K万= gB2Reldteio'LL(B' '0)B't')B

斤≡
ehwL/kT-1

(8b)

(8C)

と定義 してある【111｡(8)に現われる平均操作は､(7b)式のRをBで置き換えたものである｡

以下では､光子系のエネルギーを aw だけずれた角撮動数wL=WL+Bw を用いて表すことに

す る｡

**フォツカ- ･ブランク方程式 (c数空間への移行)**
(5)式は演井子に対する方程式であるため､そのままでは解析的な取 り救いは不可能であ

ろう｡そこで､(5)式をc数空間に移行する｡それには､コヒーレン ト状態を用いるのが便

利である｡ これまでにも､コヒーレン ト状態を用いたさまざまな定式化があるが 【6･12]､あ

る段階で､断熱消去をはじめとするさまざまな近似が必ずなされている｡ここでは､基本方

程式 (5)を近似することなくc数空間に移行するために､光子系に対 してはボソンのコヒー

レン ト状態を､原子系に対 してはスピンのコヒーレン ト状態 【16,17】を適用する｡

c数空間に移行する際に用いたコヒーレン ト状態をあからさまに書けば､

Lo,o;β)=lo,¢)⑳lβ) (9)

となるo ここで､lO,¢)は大きさ1/2のスピンのコヒーレン ト状態を､ lβ)̀はボソンのコヒー

レン ト状態を表す｡このコヒーレン ト状態を用いて､Normalmapping

F(t)-(0,中潮p(t)Ioヵ;β), (10)

を施すことにより､次のようなフォツカープランク方程式を得る.

£F(i,-(V ･̂V̂F･VF,F(i,, (ll,

(ll)式において,

vA≡-L'woLz-2tL2十(喜一去)亮一i? (LxM,Z (.2a,
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V A, ≡ -L'【AβL.+AβtL_

･△封 L･･M･,-A計 iL-･M.一, (12b)

vF=(-b L十K)か +(iwL･鴻 β+2K(n-･1,品 (12C,

であるo(12a)式中のL は "角運動量演算子''を､Tlは原子系の縦緩和時間 ､ T2は横緩和時

間､Uoはポンピングパラノ-タを表 してお り､以下のように定義する【18】 .

⊥=2Re(¢._守 .)7;
⊥=2ReOzzT2

00≡-tanh(hw｡/2kBT7

(13a)

(13b)

(13C)

(13C)式は播動散逸定理より定められた圭であり､原子系と光子系 との相互作用を切 り離 した

ときの､原子系の定常状態における2準位の占有数の差に比例する｡rは原子系の接触 して

いる "熱浴" の温度である｡通常､Tは正であり､原子のエネルギー状態は最終的に下準位

に多く分布する様になる｡ しかし､負のrをとれば､原子のエネルギー状態を反転させ るこ

とができるo croをポンピングパラメータと呼ぶ所以である｡ また､(12a,b)式に現われる

M,m は
J

M =Jm一一mxL
2

m≡(sinOcos¢,sinOsin¢,cosO)

と定義されている｡

(12b,C)中のβはボソンのコヒーレン ト状態の固有値である｡すなわち､

blP)-β値) (14)

ー 161 -



研究会報告

ここで､後で便利なように(12)式中のβを､β≡府 Ti汀e~''V として書き換える｡特に(12C)

式は､

v F - -WE･市 棚 ･2,% ･ 幕 ･去S ] (.2C,,

∂

となる｡(12C')式を見るとラゲ-ルの微分方程式との関連が想起されよう｡このことは､以

後の展開で重要な役割を演ずることとなる [付録 (a9)式参照]0

こうして､原子系及び光子系に対するコヒーレン ト状態を用いることにより､ レ-ザ-系

の基本方程式を､近似することなくフォツカ-ブランク方程式に移行することができた｡ c

数空間に移行 してはいるものの､演算子の交換関係などの豊子効果に関する情報はすべて徽

分演芳子 として残 っている｡

3.解 析 解

(12)式に於て､原子系に対しては "角運動量済芳子''が､光子系に対しては (12C')の演葺

子が演井されている｡ この基本方程式を解 くために､球関数とエルミ ト関数を用いた試みが

ある【191｡ しかし､非常に複雑な理論となって解析解は得られない｡

そこで我々は(ll)式を解析的に解 くために､F(t)の原子系部分を最関するには球関数を

[18]､光子系部分を展開するにはラゲ-Jt,多項式とフーリエ級数を用いて 【20】､次のような

直交関数展開を行う :

2J Icx' co
F (t) = ∑ ∑∑ ∑C㌢:5(t)Ylm (a,0)Onk(∈)

l=Om=-ln=Ok=-oc

申nk(e)≡押 2L;Tl(i)e~モeikv,

(15)

(16)

ここで､巧〝Z(0,¢)は球関数､ LGq(紬 まラケールの随伴多項式を表 している｡

それぞれの関数系の直交関係 (付録 8)を用いて (ll)式の展開係数間の関係を調べると､

ラゲ-ルの随伴多項式の次数を示すサフィックス n 以外は､以下のベクトルの各要素間で
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で閉 じていることが分か った｡

x′‡-LをcS:n-1(t),享 C告 .I(t),Jic-ll:nO(t),Jicl.I.-n2(t)J, (17a)

Z′,-l招 ::(t),辛 ce:,?(t),Ji c -ll･i(t),Jgc圭~L(t)1. (17b)

そ して､残 されたラグール展開の次数 n については以下の 3項関係式

xn=_PnXn-I+_q-nxn+-r,lXn+1

立n-i'nzn-1十g〝'/Jn'茎nT･,l･1

が成 り立 っている｡

式(18)中の係数行列の行列要素は､それぞれ､原子系の緩和時間 Tl,T2､ポ ンピング強

度 oo､原子系 と光子系の相互作用の強さA等 を用 いて表されている :

0 0
o0
o
ノヽンLJ
つん0∩
0
E川JJ川U
〃.～r

O

〃

〇
+～

0

I

~言叩

弓 n(n-2∈)0
0

nH

･-
一2

))/～つムF

(tT

o

lH川lu

･～
lっ
】
nH
EiiiZl
nJnu

ユ
EiTI
貧

l
〃

)

.1
〃n

n

t
こ

2

亘

bOfFJ
o

･叩

0

-iE(n+2)

0
ユ3

(19a)

(lワb)

これ=
0
0
0信一h.～つん0

0

0
00
0
は一〇
〇

(19C)
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12n=

R_ n=

00 -号nn 一号nn

o 0 -fn(n-2∈) 一言n(n-2∈)

～

0 0 0 0
0 0 0 0

-2nK 0 0

nr

ど

tiT
･-
一2
･-
t2

-2n弓 -i桝 ) -i"n十1'

-L'(Tl-2∈) エ4

-i(Tl-2〔) 0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
樗

托

2
2

0

0

0

0

ここで､1≡鳥 . 〔…A･JiTiであり､Ek(k-1,2,3,4)は

三1≡iwL-K(2n十1)･

_ . 4 1
エ2≡iwo-2nK一一

T2･

･3=-i(wo-2wL,-2K(n･1,-去 ,

三4≡i(wo-wL,-冗(2n･1,-吉,

と定義 してある｡
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**遵分数解 **

直交関数展開して得 られた関係式(18)は､ 3項間のみで閉 じている｡これは､甚だ特殊な

結果で､普通はこうはいかない｡今回､光子系部分を展開する際にラゲールの随伴多項式 と

フー リエ級数を運んだことによってはじめて､このような簡単な表式が得 られたのであるo

Arimitsu-Shibata日9]らによる定式化は､同様な通航を辿っているが､ ラケールの随伴多項式

のかわ りにエルミ ト関数を用いたために､彼 らの得た表式は､甚だ複雑なものである｡

さて､(18)式の3項関係式は､ラプラス変換を施すと､連分数の形に表すことができる(詳

しい漸化式は付録 b) :

S･I-Bo-Bo'

･【a｡(0)十B.+

anlsl≡
ここで､

S･I一句一年
S･I一年 -

S･I一年 一 年

dtan(t)e-sE

S･ト卑-B2'
S･I-B3

･【α1(0)･ 耳 ×-･

(22)

(23)

であり､(18a)(18b)のそれぞれに対応 して､次のような置 き換えをすればよい｡

a′′- x〝亮 一p_n,B" -_qn,虎 -ど"

a,,- Z′‥務 -p_,～,卑J gn,B,:一挙′,

(24a)

(24b)

これまでレ-ザ一系を厳密に解 くこことは不可能だと思われていたのだが､我 々は解析解を以

上のよう なあか らさまな遵分数の形に得 ることができた｡̀
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4.平 均 値

次に､物理量 G の平均値を求めよう｡原理的には､

(G),-Tr̂TrFGW(t)･ (25)

という操作をすればよい｡ ここで､TrAは 原 子 系 につ いて の 対 角 和､ TrFは光子系についての

対角和を表す｡ コヒーレン ト状態によってc数空間に移行させた場合には､対角和は積分で

表される【17】:

くG,I-去]oTsinOdOI釣叶 (慧 J冒deJ絢 G À'F(t,,(25,,

ただし､G(A)は物理量 Gのantトnomalmappingをとることを示 し､また､原子系は2準位系

である場合に限 った｡

(25)式によれば､例えば､原子系の物理量を表すス ピン演井子の平均値を実際に求めるこ

とができて,

くS_I,,-晋 ×(±Jic nl･,0.(t,, ,

くSz,∫-晋 ×(孝 col･,0.(i), ,

となる｡ また､光子の演算子の平均値 も同様に計算できる｡

<b+>(=
3

2(n-+1)?

JF ･coo:I.1(t)

(26a)

(26b)

(27a)

くb'b,,-等 ユ×(-(" 1,Cg:?(i,-n-co.:0.(i,,, (27b)

従 って､これらの物理量の平均値は､比較的低次の展開係数で簡単に表すことができるこ

とが分かった｡さらに､都合がよいことには､ (26),(27)式にあらわれる最関係数は､すべ

て (17a,b)式の n=0の場合のベク トルの要素 となっているのである ! そこで､スペク ト

ルを得たい場合には (22)式を計算すればよいし､平均値の時間発展を知 りたい場合にはその

逆変換 をすればよい｡あるいは､ (18a,b)式を数値的に解いてもよい｡具体的な計算 を行 った

ので､その結果を次に示そう｡
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5.計算結果 の具体例

初潮を時刻に､輝子系は下準位にあり､光子系には全 く光子が存在 していない､

LW(,t-町雄灘｡回8｡,q,o)くo｡,甲.I, (28)

準0--0,8｡=7T,～)0-0

という初潮藻件かち地先 したときの原子系の反転分布くSz>,と､光子敷くb'b>,の時間変化

を追 ってみた｡

図 2は､ 1(くくAくくlnI,1/T2(KTl=0･05,tCT,-0･1,A/K=7･5)の場合に､ポンピングのパ
ラノ-- ｡を-0･8から0･8まで変化させたときの結果である0時間軸は､ K-1でスケール して

ある｡ 定性的には､原子系の反転分布も光子数も時間が軽つにつれてある定常値に近づいて

い く｡G｡が大きくなるとともに､定常値は大きくなってい く｡掛 こ､ U｡が0･4と0･8の場合に

は､反転分布の定常値は正の値を取 っており､ (28) 式のような赦 しい初期条件から出発 して

も､定常的な光の発振が見 られる｡

図3は､原子系と光子系の結合強度 A を大 きくしたとき (KくくlP;,1/T,くくA)の図であるo

短時間領域で蔵動が現われ､原子系と光子系の間で､エネルギ-をや り取 りしている様子が

よく分かる｡最近､ ピコ秒､フェム ト秒のパルスを発生させることによって､超高速光学現

象を観測することが行われている｡ ピコ秒､フェム ト秒 といった短時間領域では､図 2のよ

うな過渡的な発嬢状態にあるはずである｡ここで行 った定式化にさらに工夫を加え､超短パ

ルスの発生に関する知見を得 ることもできよう｡
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図 2 KくくAくく1/T,1/T2 (KT1-0･05･KT2-0･1,A/K=7･5･-0･8≦oo≦0･8)の場合の原
子系の反転分布くSZ>,と､光子敷くb+b>tの時間変化
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図 3 Xくくl/T,1/T2くくA (XTl王0･05,1(T2=0･1,A/K -50,-0.8≦Jo≦0.8)の場合 の原
子系の反転分布くSE〉,と､光子敷くb+b〉tの時間変化

- 169-



研究会報告

6,ま とめと今後 の課蔑

従来の量子論的 レーザ-理論の定式化を見ると､甚だ複雑なことになっており､数々の近

似を施 した末にようや くある棲限での撮る♯いを得ることができる程度だった｡しかし､我 々

は前節までに述べた幾つかの工夫をすることにより､厳密な解析解を得ることができた｡得

られた表式により､通常のレーザー作用はもとより､短時間領域における過渡現象､強結合

の発振現象などを統一的に理解することができる｡また､cr｡のスイッチングで超短パルスを

発生させることもできる｡今後､パラメータを系統的に変化させて､数値計算を詳細に行 っ

ていく予定である｡

ここで行 った定式化を基にした､幾つかの発展方向が考えられる｡

(1) レーザーにおける位相の自己組織化過程

レーザ-光が放出される過程では､ある原子から自然放出によって生 じた光が別の原子に

吸収されることにより､原子間に光子を媒介とした結合が生 じ､この過程を通 して原子系全

体の位相が掃い､さらには放出されるレ-ザー光も位相の安定 したコヒ-レン トなものとな

る､という道筋を辿っているはずである｡ しか し､このシナリオを遂行 した仕事は存在 しな

い｡我々がここで確立した方法論を基に､初期時刻には位相がばらばらであった多くの原子

が､フォトンを仲立ちとする相互作用を行うにつれて位相を捕え､コヒ-レントな光を放出

するまでの機構 (自己阻搬化過程)を､明らかにしたい｡

今回は､原子 1個に対する定式化を行い､ 4次元のベク トル方程式 【(18)式】､および解析

解 【(22)式】を得たのだが､多原子の閉篭にも容易に拡張できる､という見通 しを現在持って

いる｡それは､原子の数が増えていくに従って､ベク トルの要素の数が増え､N個の原子か

らなる系に対 しては､4N次元のベク トルの連立方程式を解 くか､または､連分数を計井す

ればよい､というものである｡基確的な定式化を行うと共に､数値計算を詳細に行 っていく

予定である｡

(2)超放射現象

レーザー系を多原子の問題に拡張できれば､位相の自己阻耗化のみならず､超放射のダイ

ナミクスをも論 じることができよう｡超放射はコヒ-レン トに結合した原子系が全体として

巨大スピンを形成し､このスピンが励起状態から倒れていくときに強い光パルスを発する現

象であるが､通常､巨大スピンの形成と存在は初めから仮定されている｡原子系において巨

大スピンの形成される機構と､光パルス放出の動的なメカニズムの詳細を､ (1)の定式化

に基づき明らかにすることができると思われる｡
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(3)量子系におけるカオス

近年､ レーザ-系におけるカオスが話穎 となっている｡減衰定数を変調させたり【21]､非

線形媒質を用いる【22】など､様 々な実牧方法によるレーザー ･カオスの発生が報告されてい

る｡理論面でも盛んに研究が行われているが､定式化は全て古典系に限 られている｡今回得

た表式を用いて､量子散逸系のカオスの発生について調べ ることも今後の課題の一つとした

い｡殊に､ 強結合穣限ではカオスの発生が期待されるため,詳細に検討する｡ レーザ- ･カ

オス発生の機構に関 しては､この他にもポンピングパラメータ【23] あるいは滅蒙定数を変調

するという方法が考えられ､この間薄にも取 り阻んでいきたい｡

(4)その他の問蔑

ここでの方法論が適用できる物理系はレーザー系のみにとどまらない｡例えば､化学反応

のランダウ ･ツェナ-模型がある【24】.これは､金属などの結晶表面に原子やイオンが飛ん

できて吸着する現象などに適用される､ ミクロな準位交差に対する模型である｡ この模型に

よって､原子やイオンが金属結晶内のフォノンなどと相互作用 して運動エネルギーを失 って

いき､最終的には結晶表面の原子 と化学結合をつくる過程が記述される｡ これまで､フォノ

ンとの相互作用は確率過程で記述されてきたが 【251､我々の方法を用いれば､フォノンをボ

ソン済芳子で記述 した定式化を行い､豊子効果を考慮にいれることも容易にできよう｡

また､局在電子格子系における非線形光学現象も取 り扱うことができる｡これは､光励起

を受けた電子が格子 と相互作用することによって引き起 こされ る多彩な緩和現象であ り､興

味深い問題である｡

さらに､ ミューオン ･スピン緩和 (ゼロ磁場共鳴)現象等も我 々の方法論を用いて､解析

的に厳密に取 り壊うことができる｡この問題については､量子論的な揺動を受ける緩和過程

を記述する厳密解を既に得ている｡

以上のように､ここで確立 した方法論は､非平衡開放系の典型例であるレーザー系を厳密

に解析的に取 り扱い､そのダイナミクスを明 らかにすることができるだけでな く､様 々な問

題に適用することができる｡これにより､ ミクロな非平衡散逸結合系の動的構造を統一的に

理解する視点を与えることができよう｡

-171-



研究会報告

付 録 a 球 関数 ､ ラグ ー ル関 数 の直 交 関係【26]

球関数r(0,q))の直交関係 :

Io"sinOioIo2wdpYrl'(0,抑 ㌃(Op)-aL..L28m.p2

ラゲール多項式L;(x)の直交関係 :

fdxe-Jxki(x,舶 )-豊 8れm

ラゲール多項式亮(x)に関する公式 ‥

L;(x)- 甘 l(x)-L崇-ll(X),

xEn(I)=-(n･1)LAN.1(X)十(2n･k･1)LAN(x)-(n･k)L:_1(X)
xEn(x)--(n･1)L1-.ll(X)･(n･k)打 l(x)

xlZL;(I,]-nL:(x,I

芸 fn(x)-(-)rLkJ-:(x)

÷L;(I)I-nL:(x)-(n･k)L:_.(x)

-OX
e =

l =.a
∑(7t)nLkn(x)(1+a)1'k畠､1+a

K.(6･2,A･幕 一芸･6" /2L'nk-(6,e-ち

=-K(n･撃ち"/2離 )e一号 (a,)
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付 録 も 連 分 数 解

anlsJ=un-1【sl'an-1【S]'vnrsl,

V,IlS]-ls･ト Bn-Bn'uJs]rllan(o)･B:vn.lls]],

un_lls]-ls･7-Bn-Bn'unls]]llBn-1

a -1 lSl=O aNls ]= O vN.lls]= 0
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