
研究会報告

大域結合系の多重谷構造
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1 Introduction

近年 スピングラスやニュー ラルネッ トなど大域的に

結合 した Ising結合系の族が注目されている｡それ ら

のモデルの持つ最大の特徴の一つは､膨大な数の準安

定状態 とそれ らの もた らす相空間中の複雑な多重谷構

造である｡ これ らの多重谷構造すなわち ｢で こぼこの

地形｣の概念 【1】は ｢複雑系｣を扱 う上での一つのキー

ワー ドであるとも言える｡本稿で扱 うような､平均鳩

理論では現れて こないマクロなオーダーパ ラメータに

関 して も様々なアプローチで直観的理解が試み られて

いるo例えば､Kinzel【5日まSKモデルが温度 0では有限

の残留磁化 (remanentoverlaps)を持つことを示 してい

るO また Amit[41らはHopfieldモデルにおけるパター

ンオーバー ラップと上記の SIくモデルにおける戎留硫

化 との関係 を論 じている｡ さらに､Gardner【61の解析

はHopfieldモデルがバター ンの数とシステムサイズの

比 (α≡p/N)に応 じて膨大な数の準安定状態を持つこ

とを明 らかにしている｡

上記 のよ うな･システムの ｢谷｣'に関す る情報の一つ

は谷の ｢深 さ｣であ り､エネルギーを通 じて統計力学的

描俊で与え られる｡ もう一つの重要な情報 は谷の ｢広

が り｣であ り､basinsofa,ttraLtionを調べることが定

立的理解の一つの候補である｡本稿ではHopfieldモデ

ルを Ma.ttisモデルやSIくモデルを含むより広いクラス

のモデルと して理解 し､相互作用が ランダムパター ン

の相関行列で与 え られ るランダムIsing系の族 とみな

す｡そ して温度 0におけるEopfieldモデルのbasinso∫

a.ttra.ctionが初期状態､パラメーター､システムサイズ

な どにどのように依存す るかをモンテカルロ ･シミA

レーション及 び有限サイズスケー リングの方法を用い

て調べた｡

具体的にはまずスピングラスの残留斌化に対応する

｢残留オーバー ラップ｣を定義す る｡ この戎留オーバー

ラップの分布はとりもなおきずオーバーラップ空間中で

のbasinsofattractionを与えるので､その初期状態依

存性､α依存性を調べた｡この結果は､ニューラルネッ

トの言葉で言えばランダムパター ンの数や初期状態に

依存す る想起率 を調べた ことに対応す る｡最 も重要な

結論は､システムサイズ無限大の極限では戎留 オーバー

ラップの値 は､初期 オーバー ラップの値及びαの値だけ

で一意 に決まるとい うことである｡しか もその初期オー
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バー ラップと残留 オーバー ラップの関係 は非常に単純

な形式で表 されることがわか り､残留 オーバーラップの

分布関数を得 ることが出来 る｡ これはオーバーラップ

の空間で準安定状態の分布を得たことに対応す る｡ ま

た､α- ∞ の極限で HopReldモデルが SK モデルと

等価になるという予想 【7][9】を支持す る結果を得た｡

2 モデル

考えるモデル (Hopfieldモデル)はシステムサイズN

の Isingスピン系で､以下のような- ミル トニア ンを

持つ｡ 〟
H=-∑Ji,･S̀S,. (1)J.∫

ここで､J.･)･はp個の ランダムパター ン(Er- 土1,p-

1,-.,p)か ら作 られる相互作用で､

Jt.,.-緩 eFE,Y7 Jt･t･-0. (2,

であるo この定義か らα- 1/Nが Ma･ttisモデ ルに一､

α-0(1)が連想記憶 として動作す るHop丘eldモデル

に､そ してProvosta･ndVal16e【7,8】及び深井､椎野 [9】
の予想からαlj ∞ がSIくモデルに対応す ることがわか

る○そこで､パラメーターαがモデルを特徴づけること

が予想 される｡

時間発展 は以下の温度 0(T-0)の Glauberダイナ

ミクスを用いる｡

Si(i+1)-e(∑ J̀jS,･(i)) (3)
)

ただ し､e(=) は階段関数 (0(3;) -1fora:> o ･,

11forx≦0).Tある｡つまり､スピンフ リップの順番

が ランダムであることを除 くと決定論的なダイナ ミク

スを扱 うことになる｡有限温度 におけるSIくモデルで

は残留故化 は見 られないこと､および､系の谷構造が

最 も強 くダイナ ミクスに影響す ることを期待 して温度

0での振搾いを調べようとい うわけであるo

ここで､時間に依存す るマクロなオーダーパ ラメー

タであるバター ンオーJ<- ラップを定義するO

-p(i)-鍾 脚 ). (4)

このバター ンオーバー ラップは一般化 された磁化 と解

釈す ることが出来るoすなわち､ myはSi-ErSiとい
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図 1: オーバー ラップ空間での basinsofattraction(

残留オーバーラップの分布)のシステムサイズ依存性

(m(0)- 0.5,α- 0.5)0 Nが大 きくなると分布はデル

タ関数に近付き､m.の値が確 定する｡

う変換 によって通常の磁化 になる｡有限温度のダイナ

ミクスにおいては平均塙理論の範ちゅうでこのような

圭が熱力学的極限で長時間的に●は消えることが予想 さ

れるが､Hopfieldモデルの解析で知 られているように

T - 0においては準安定状態へ トラップされ､有限

のオーバーラップを与える｡このような状況は､αの債

のかなり広 い範囲で見 られることが予想 される｡今後

は､準安定状態が与えるオーバーラップを ｢残留オー

バーラップ (rema･nentoverlaps:m:-mP(i- ∞))｣
と呼ぶ ことにする｡サ ンプル間の揺 らぎを考慮 した有

限サイズスケー リングによる解析の結果､αの値 と､初

期値 (mp(0))が決まると､残留オーバー ラップの値が

〃 ー ∝)では一意に決まることがわかる｡

さて､J.･,･が各パターンの交換に対 して不変な形になっ

ているので､p個の mJJはあるJ.･,･のサ ンプルに対 して

独立な結果であると考え られる (この性質を利用 して

サ ンプル平均の回数を減 らす ことが可能であ り､実際

それを利用 したアルゴ リズムを用いたが､ここではそ

の詳細は述べない【10〕)｡そこでこれらをまとめてm.

と書 くことにする｡

実際にbaSinsofattractionを求めるアルゴ リズムは

以下の通 り｡

(a)p-αN個のランダムパター ンを生成 し､(2)

式か ら相互作用 Jijのサ ンプルを一個作 る｡

(ち)実 ス ピン空間ではランダムであるが初期 オ

ーバー ラップm(0)を与えるような初期状態

(S.I(0)か ら(3)式に従 って時間発展 させるo

1

図 2:〟 - - での m.のm(0)及 びα依存性

(C)全てのスピンフリップが止まった時のオーバー

ラップを (4)式か ら計算 し､一個の残留オー

バーラップの伍を得 る｡

(d)(a.)に戻 る｡

Ji)･のサ ンプル数は 200個か ら2000個で､ この種の計

算では十分な数であると考 える｡上古己のルーブをこの

数だけ繰 り返す と､サ ンプル依存性を排 した残留オー

バーラップの分布､すなわちオーバー ラ･y7'空間中で

のbasinsofattractionを得 ることになる.

3 結果

図 1にα- 0･5における初期オーバーラップm(0)-

0.5からの残留 オーバー ラ･yプm一の分布を示す｡ これ

は､オーバー ラップ空間中でのbasinsofattractionの

システムサイ.ズ依存性を与えていて､実際､平均残留

オーバーラップ(m一)は1/>骨 でスケールされ､有限の

値に外挿できる｡また､分散 ((m.-(m.))2)は 1/Nで

0に落ちる｡このようなスケー リング関係か らい くつか

のαの値に対する浅留オーバーラップの初期値依存性を

得 ることが出来る｡重要なのは､αとm(0)が与 えられ

ると､ル ー ∞ の極限では残留オーバーラップの分布 は

デルタ関数状になり､浅留 オーバー ラップの値 は一意

に与えられるということである｡すなわち､オーバー

ラップの空間では､く平均的なサ ンプルに対 しては)同

13億の初期オーバー ラップか らの流れは同 じオーバー

ラ･yプをもつ準安定状態へ と収束す る (ただ し､実空

間でのスピン配列 は必ず しも同 じではない)｡図 2に

N- ooに外挿 して得 られた浅留オーバ- ラ･yプの初

期オーバーラップおよびα依存性を同時に描いた ものを
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図 3:いくつかのαの値に対するm一のm(0)依存性｡一

番上の線は連想記憶モデルとして動作す るものに対応

し､下に行 くに従ってSIくスピングラスモデルに近付 く｡

示す｡さらに図3にいくつかのαの値に対 して得 られた

残留オーバーラップのm(0)に対する値 (図2でα一m一

面に垂直な方向か ら見た もの)を示す｡

また､図3によると残留オーバーラップはαの値に応

じてきまるm(0)の単調に増加する関数m一≡Fa(m(0))
で表 され ることが予想 され る｡実際､α-0.2では､

m(0)が比較的大きな値の領域で

m一-Fo.2(m(0))～m(0)7, 7-0･73 (5)

とフイットすることが出来る｡ここで重要なことは､関

数 m,-Fa(m(0))の形が決まると､一様分布か ら得 ら

れる残留 オーバーラップの分布関数 Pd(m.)が決め ら

れるということである｡すなわち､

po(m･)- /po(m･;mo)dmo

-/6(m･-Fc(mi))dmも

= /6(-･--,･))卦 -,･

- /6(-.--,･)響 d-,･

dF=1(m.)- ■lllll.lllllllllllllll■l■■ll■l■■■llll■lll--1.■l
dm. (6)

とな る｡ ここで､Pa(m一;mo)は初期 オーバ- ラップ

m(0)-moという条件つ きのαにおける m一の確率分

布で､我々の結果の一つである

Pa(m,;mo)～6(m｡-F4'(mo)), (7)

を用いたO本質的にはFaが単調増加関数なのでF=1が

存在す ることに.よる｡式 (5)と (6)か ら残留オ･-バー
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図 4:Basinsofa･ttraction(戎留オーバ-ラップの分布)

のα依存性 (m(0)-0.5,〟-200)｡

ラップの分布 はベ手の形になることがわかる｡ この結

果か ら､オーバーラップの空間で見 ると非常に多 くの

準安定状態が有限のメジャーを持ち､べき的に分布 し

ていることがわかる｡

次の結果はある初期オーバーラップにおける､残留

オーバーラップの漸近的なα依存性についてである｡図

4にシステムサイズN=200の時の初期オーバ-ラッ

プm(0)-0.5に対する残留オーバーラップの分布がα

の値が大 きくなっていった時にどのように変わるかを

示 した｡平均値が漸近的に有限の債 に近付いていく様

子がわかる｡ ここで､〃 ー ∞ に外挿 した m｡の値を

m(0)-0･5,1･Pに対 して描いたのが､図5である.

素朴に考えるとαが大 きくなると J.･,･の分布 はガウス

分布に近付 くので､考えているモデルはSKモデルに

なることが予想 されるoProvostandVa･116e【7,8]はこ

のことに簡単 に触れているが､最近深井､椎野 【9〕は

α一 〇〇における準安定状態の数の表式が スピングラ

スで知 られているものと同 いこなることを示 している｡

図5の結果 もα→ ∞ における我々のモデルとSKモデ

ルとの等価性を示 している｡すなわち､比較的大 きな

αの領域で､

m一-a,～(o)(α)- 玩 +Aα~β, β>0 (8)

となっているoここで､m(0)-0.5に対 しては抗 ～

0･08,β～0･5で､m(0)-1に対 しては抗 ～0.14,β～

0.3である｡これはSI(モデルにおける残留磁化 と等価

で､m(0)か らの値 m一=0.14は一様磁場によって全 ス

ピンが同 じ方向を向いた状態か ら磁場を切 って急冷 し

た状況 と等価である｡これはKinzelの結果 (m一～0.14
とも非常に良 く合致する｡また､図 5の結果は SK モ
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図 5･･N - - での m,のα依存性 (m(0)-0･5,1.0)｡

読-0.14はKinzelの結果 と一致するo

デルが HopAeldモデルの特殊な場合に相当 し､塩界容

量 (αC)を越えたαの領域ではHopfieldモデルはスピン

グラス的な谷構造を持つが､定立的には(8)式 に従って

SKモデルに近付 くということを示 している｡

今回はマクロなオーダーパラメーターであるオーJ<-

ラップの空間中での谷構造 について報告 したが､実ス

ピン配置空間中での多重谷構造 についてもスピングラ

スのレプ リカ対称性の破れを考慮 した解析でい くつか

の情報を得 ることが可能であると考えている｡特 に筆

者が注目す るT-0の決定論的ダイナ ミクスの極限で

はAmitらのレプ リカ対称解は不安定であるのでParisi

の レプ リカ非対称解を考慮 しなければならないが､実

際に谷の重み分布をαをパラメータとして表すことが可

能であると予想 している【101｡

本稿をまとめるにあたり､金子邦彦氏､金子研の大

学院生の諸氏､及び筑波大学の根本事児氏 との議論が

大変参考になりま した｡感謝致 します｡
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