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神経生理学的知見に基づくホップフィールドモデルは､脳の自己連想記憶を説明するモデル

である｡このモデルは､主にスピングラスとの形式的な類似性のために､平衡統計力学の観点

から活発に研究がなされてきた｡それにより､神経回路網の平衡状態における性質が様々な観

点から明らかにされてきた｡例えば､記憶容量や準安定状態の数などが挙げられる｡しかしな

がら､平衡状態の理論を用いたのでは､回復されるスピードや回路網の初期状態に依存 した振

る舞いなど､記憶回復過程における神経回路網の動的な性質を記述する事が出来ない｡回路網

の動的な振る舞いを直接扱うのは困難であり､どの問題にも適用できる一般的な方法と言うの

は開発されていない｡この論文の目的は､以下に述べるような二つの方法によって､非平衡状

態における回路網の性質を調べることである｡一つめの方法は､信号 ･ノイズ解析によって回

路網のミクロな状態方程式から､マクロな状態変数の時間発展の方程式を導き出した､甘利 ･

馬被の理論である｡甘利 ･馬被の理論は､神経細胞への入力信号のうちのノイズの部分がガウ

ス分布に従うという仮定のもとで､絶対零度における回路網の動的な振る舞いをうまく記述し

た｡我々はその仮定の安当性を検討するために､モンテカルロシミュレーションを行った｡そ

れにより記憶回復が成功する場合には､甘利 ･馬被の理論における仮定が正しいことがわかっ

た｡そこで甘利 ･馬被の理論を有限温度に拡張し､回路網の動的及び静的な性質を得た｡そう

して得られた平衡状態における相図は､平衡状態の平均場理論によって求められたものと非常

によく似た振る舞いを示すことがわかった｡二つめの方法は､時間依存 したギンツブルグ ･ラ

ンダウ方程式 (TDGL)によるものである｡TDGL方程式は､自由エネルギーの谷への最

急降下を記述した方程式である｡しかしながら今回用いたモデルにおいては､TDGL方程式

はいくつかの問題点を抱えている｡ つまり平衡状態の平均場理論によって求められた回路網の

平衡状態が､自由エネルギーの鞍点 (不安定平衡点)になっているのである｡そこでTDGL

方程式を修正して回路網の初期状態によって決定される勤的な振る舞いを記述した｡これらの

方法により導かれた時間発展の方程式により回復過程のダイナミクスを論 じる｡

*本稿は,英文で投稿されましたが,編集部より依頼 して,日本語で再投稿していただきました｡ (編集部 )
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1 はじめに

人間の脳の中にある神経回路網は､相互に結合したたくさんの神経細胞の集合体である.一

個の神経細胞は､細胞体や樹状突起､軸索､シナプスなどからなる｡個々の神経細胞は､他の

神経細胞から入力信号を受け取 り､その入力の加重和がそれぞれの神経細胞に固有な開催を越

えると自らも他の神経細胞-とパルス信号を出力する｡この様に個々の神経細胞の働きは､単

純であるが､それらが集まって神経回路網を形成すると思考や記憶とその回復､分類などのよ

うな複雑な働きをする｡これは相互結合した単純な要素の集合からなる物理系でよく観測され

る協力現象である｡

ホップフィールド【11が神経回路網の連想記憶モデルとスピングラスの類似性を指摘して以

来､数多 くの研究が物理学者によってなされてきた｡連想記憶とは､次のような脳の働きを指

す｡例えば不完全な文字が示されたとしても､人はそこから正しい文字を想像することができ

る｡ホップフィールドモデルにおいては､記憶させるパターンは神経回路網の引き込み領域と

して埋め込まれるo記憶させたパターンの内の一つに近い状態から出発させると､神経回路網

はその記憶させたパターンに近づいていく｡(この時パターンは記憶回復されたという.)この

論文の目的は､連想記憶のホップフィールドモデルにおける記憶回復過程の動的な振舞いを記

述するところにある｡

この章においては､まずホップフィールドモデルを紹介し､その後甘利 と馬被 【2]によって

提案された､回復過程の動的振る舞いを記述する理論を紹介する｡ 最後にアミットら【3】によ

る神経回路網の統計力学を示す｡

1.1 ホップフィールドモデル

ホップフィールドによって提案され.たモデルは､次のとおりである｡神経回路網はⅣ個の相

互結合 した神経細胞からなり､個々の神経細胞は二つの状態をとる｡(マッカラック･ビッツモ

デル 【8】)

S.i-土1 (1)

ここで坤 ま､時刻tにおけるi番目の神経細胞の状態である｡i番目の神経細胞からj番目の神

経細胞への入力の重みをJ.･jで表すことにすると､時刻tにおけるi番目の神経細胞への入力の

加重和は次のようになる｡

h…-∑Ji,･S3
j≠I'
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それぞれの神経細胞がランダムかつ非同期的に状態更新をすると仮定する.つまり6tの時間間

隔に神経細胞が一つだけ次の規則に従ってその状態を変えるものとするo

s,f十Si-sgn(hf) (3)

以上のような神経回路網にP個のランダムパターン(fp)を記憶させる場合を考える｡ここでfr

は､等 しい確率で 1または-1をとる｡ するとパターンどうLはⅣが無限大の極限で直交条件

を満たす｡

妄∑瑠 -6p〝 (4)i
このようなパターンを埋め込むには､ヘブの学習別に従ってJijを次のように決定すればよいo

Jl･j-妄㌢IYE,Y (5)

結合のマトリックスJijをこの様に決定すると､(円 を安定な平衡状態として (fEIn はダイナ
ミクス(3)に対 して安定である)神経回路網に埋め込むことができる｡

ホップフィールドは神経回路網のエネルギーを次のように定義 し､

E-塞 Jt･jSiS,I

神経回路網の協同現象 (記憶とその回復)を訊明した｡

1.記憶させたパターンは神経回路網の自由エ*)レギー(6)の極値になっている｡

(6)

2.初期状態から出発 して神経回路網の状態は最初エネルギーを減少させるように変化 し､エ

ネルギーの極値に到達すると状態変イヒは起こらない｡つまりパターンが回復される｡

1.1.1 絶対記憶容量

パターン比(α-P/N)の絶対容量の評価､つまり厳密な意味でどのくらいのパタJ/を回
路網の平衡状態として塩め込むことができるかは､興味深い問題である｡ここで絶対記憶容量

を計算 してみる【2】｡

神経回路網の状態がL'番目の記憶させたパターンと一致 しているとき､i番目の神経細胞へ

の入力の加重和は､次のようになる｡

∑JijE,烏 ,S写糊 -臣 緩吉昭描 (7)j≠l'
第二項はノイズであり､中心極限定理により､平均 O､分散αのガウス分布に従うランダム変数

になっていることが分かるoi番目の神経細胞がEr-1という状態にあるとき､その神経細胞
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が次のステップで間違う (次のステップでの出力が-1になる)確率pは､ノイズの項が-1よ

り小 さくなる確率に等しい｡

p-err(lN&)

erf(u)-/_: 義 expト音)dt
したがって神経回路網全体が間違わない確率は､

pn.err.r-(1-p)N

となる｡pn｡err.,-1が成り立つようなαの範囲を求める｡N- ∞ の極限で(8)式より

p-挿 exp仁志 )

となる｡さらに

･oglpnoerror]- Nlog【1-p]=-Npと-NJ&expト去 )
-exp【logN･喜log(α)一志】

となる.pn｡en.｡rが1に等しくなるためには､次の式が成 り立たなければならない.

1
logN･妄log(αト i;<0･

ここでまず上式の不等式を等式と考えて､1/αの近似的な臨界値を求める｡

L2210gN-loglogNα

従ってpn｡err.r-1が成立するためには､

1
α<αo=

210gⅣ-loglogⅣ

(10)

(ll)

(12)

(13)

(14)

(15)

とならなければならない｡これより､絶対記憶容量はⅣー ∞ の極限で､ゼロとなってしまうこ

とが分かる｡しかしながら､ホップフィールドはシミュレーションに基づいて､α<α｡～0.15

であるとき､回路網は少ないエラーで連想記憶の役割を果たすと結論 している｡これはスピン

グラスとの類似性から次のように説明することができる｡記憶させたパターンは､厳密な意味

では神経回路網のエネルギーの極値になっていない｡しかし記憶させたパターンのまわりには､

高いエネルギーバリアによって囲まれた多 くの準安定状態が存在するため記憶させたパターン

に近い回復が可能になる｡ところが記憶させたパターンとは無関係な意味の無い状態もたくさ

んあり､その数はαが増加するのにつれて無限に増加する｡αがα｡を超えると､エネルギーバリ

アが無くなって記憶回復が不可能になる｡
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1.2 甘利 ･馬被の理論

動的な回復過程を詳細に記述するためには､非平衡状態を直接動的に扱わなければならな

い｡系の動的振る舞いを記述するのに微視的な状態変化の式(3)を用いたのではⅣ個の方程式

が必要となり不便である｡そこで巨視的状態変数､方向余弦 (またはオーバーラップ)を定義

する｡

-持去∑掴 (16)I
mTは-1から1までの億を取り得る.神経回路網がp番目のパターン(fP)と一致する状態にあ

るとき､mtPの絶対値は1となり､神経回路網がFL番目のパターンと無関係な状態にあるとき､
mrは0となる｡方向余弦の時間依存 した振る舞いを記述する方程式は､神経回路網がどのよう
に記憶させたパターンに近付 くかを説明する｡この節では､そのような方程式を導く甘利 ･馬

被の理論を紹介する｡

1.2.1 甘利 ･馬被の理論 Ⅰ

甘利と馬被 【2】は､神経細胞の状態更新が同期的である場合のダイナミクスを論じた｡ 以下

では全ての神経細胞が離散的時刻(i-1,2,-･)にいっせいにその状態を変える場合について考

える.ここで簡単のため､次のような形をした一番目の記憶されたパターンElが回復される過

程を考える｡

El-(1,1,‥.,1) (17)

このようにおいても一般性は失われないOすると神経回路網の状態と記憶させたパターンflと

の方向余弦(16)は､

-t1--i-妄∑ S ,i
7

となる｡

初期状態がランダムに選ばれる時､微視的状態変換の方程式(3)は次のようになる｡

s,1-s藍n(h?)

hP-∑JijS,9-妄∑∑沼,YS,9--0･NiO) }P
ノイズの項は,

N,･0-ip;1冨E朋
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それぞれ独立かつ同じ分布に従 う多数のランダムな変数沼,Ys,9の和であり､漸近的に平均が0
分散がrのガウス分布に従 うO P

r-A(p-1)(N-1)『-α
したがって次式が導かれる｡

S.1-sgn(mo+J&E.I)

ここでeiは､平均が0で分散が1のガウス分布に従うランダム変数である.

-1-妄∑st}-妄∑ sgn(-o+挿EI･)I I
Ⅳ→ ∞ の極限で､さらに右辺はアンサンブ ル平均に収束する｡

ml - Elsgn(mo+J&EI･)i
- 1×Prob【mo+舟 i>0]-1×(1-Pl･Ob【mo+J&E,･>0])

- 2Problmo+J&Et･>0ト 1

よってl-0からl=1への方向余弦の変換式は

ml-F(mo/J&)

･F(a)-/_ss義 exp(一昔)du･

となる｡次式も成 り立つように見えるが

mt+1-F(mt/J&)

(21)

(22)

(23)

(24)

(27)

これはi-0の時にしか成立しないoi≠0のときには､坤 ま押 こ依存 していて､沼,Ys3はもは
や独立なランダム変数ではないからである｡従ってNltがガウス分布に従 うと考えることはでき

ない｡

ガウス分布に従 うという仮定(20)は成 り立たないが､甘利と馬被はNllが平均が0で分散Ji2
のガウス分布に従 うランダム変数であると仮定した｡

N,1-緩 ,;棚 (28)

そして-ステップ前の神経細胞の状態 St-1のE依存性を考慮 し､時間依存する変数 miとqtに対

する巨視的状態変換の方程式を導いた｡

-498-



連想記憶モデルにおける平衡状態 ･非平衡状態の性質

0 2 4 6 8 10 12 14 16
t

0 2 4 6 8 10 12 14 16
i

図 1:甘利 と馬被の理論によって求められた方向余弦の振舞い;(a)α-0.08､方向余弦の初期値
の開催現象が見 られる｡(b)α-0.2､どんなに記憶させたパターンに近い初期状態から出発 し
ても記憶回復できない｡

ml+1-F(mL/qi)

qt2+1-α+4tp匝i)】2+4α痢IP匝.)mi+1

布 -mL/Jf

p(u)-(1/滞 )exp(-u2/2)

巨視的状態変数に関する以上の方程式は付録と同様の方法によって求められる｡
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図 2:甘利 と馬被によって求められたパターン比に対する平衡状態の方向余弦;α<α｡の時､神

経回路網は連想記憶の働 きをするが､αがいったんαCを超えてしまうと途端に連想記憶モデルと

して働かなくなる｡

以上のような式から求められた典型的な例が図 1に示されている.αが0.08と0.2の場合に

ついて､方向余弦の動的な振舞いを式 (29)と(30)から導いた｡図から次のような現象を見る

ことができる｡

1.α=0.08のときt→ ∞ の極限で､回復が成功しているように見えても､mtは厳密には1

にならない(m-0.9996･-)｡これより記憶させたパターンそのものは神経回路網の平衡

状態ではなく､厳密な意味での回復は得られないことが分かる｡

2.α=0.08のとき方向余弦の初期値に依存する開催現象がみられる｡ 臨界値m｡が存在 して､

初期状態がmo>mcを満たすときmlは時間と共に増加 してついには1に収束する (パ

ターンが回復される).mo<mcである時は､はじめは記憶させたパターンに近づくがそ

の後 mfは次第に減少 しついには0となる｡

3.α=0.2のとき､どんなに記憶させたパターンに近い状態から出発 してもパターンは回復

されない｡この条件のもとでも､はじめはパターンに近づくがその後時間の経過と共にパ

ターンから祉れていってしまう｡

αの臨界値が存在 してαの値によって上記の項目2と3のような異なった現象が見られる｡図2

に見られるように､この違いはαCのところで突然起こる｡ さらにこの図からパターン比の臨界
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値α｡はおよそ0.1597であるといえる｡この値はホップフィールドフィールドがシミュレーショ

ンによって求めた値と非常に近い｡

注目すべき事は､方向余弦の動的な振る舞いは強い履歴依存性を示すという事である｡違う

過去を持った二つの系がある時点で同じ方向余弦を持ったとしても､次の瞬間においては全 く

違った振る舞いを示す｡それゆえ神経回路網の状態は､方向余弦の値のみによって記述するこ

とはできないことが分かる｡

2章のシミュレーションの結果と比較すると､甘利と馬被の理論は方向余弦の動的振る舞い

をうまく記述していることが分かる｡神経回路網の動的過程は履歴依存性を示すが､甘利 と馬

被は神経細胞の-ステップ前の状態 St-1のE依存性を考慮 しただけで､系の振る舞いを記述す

ることに成功した｡2章では､この方法がうまく働いているのかを詳細に吟味することにする｡

1.2.2 甘利 ･馬被の理論ⅠⅠ

甘利と馬被は､さらにノイズNtfの平均値をも考慮に入れることによって､より正確に方向
余弦の振る舞いを記述しようと試みた｡

ここでは､ノイズが平均S,卜lb卜 分散C,12のガウス分布に従 うものと仮定するOするとNilは
平均O､分散 1のガウス分布に従うランダム変数を用いて次のように表すことができる｡

Nil-sit-1bt十 crtu

ゆえに方向余弦は

mt+1 -Etsgn(mi+St卜1bt+qtu)】

=2Problmi+S.卜1bl+ qiu> 0ト 1

F(
mi+Sit-1bt
0't

(33)

となるOここでF(a)は､式(26)で表される｡ さらにS81~1が士1になる確率は(1士ml_1)/2と
なるので､

ml+1-<F(mi/cri)>

'f(mt/Jl)'-【(1+mト1)I(聖上旦)+(ト mト1)f(聖二知 /2
gi Jl

である｡つぎにJ吊こついての式を導く｡

紘 1-瑚 +1】-妄p;1,;鞘朋 +ll

S,!'1のiP依存性は次式で表されるo
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0 2 4 6 8 10 12 14 16
t

0 2 4 6 8 10 12 14 16
i

図3:ノイズの平均ElN,f]を考慮 した場合の甘利･馬被理論による方向余弦の振舞い;(a･)α-0･08

(b)α-0.2αが小さい場合でも方向余弦の初期値に依存 した開催現象は見られない｡

沼FS,l･十1-沼 Fsgn(mt+N-l沼 FSIt+Q;.) (37)

Qj･もガウス分布に従 うランダム変数であるOここで沼,Pについての条件付き期待値をとると､

2SIt.JmL+SJt-1bf
鞘 昭 S,(' 1】-詰 p(-LlllJ l ' N o了､ crt

となる｡さらにS3~1について平均をとると次式が得られる｡

2r
bt+1-- <p(mL/qt)>
qi
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ql2の方程式については付録 と同様の方法で得 られる｡

qi2+1-α+4<p(mt/o･t)>2+4αmt/qt<p(ml/cri)>mi+1 (40)

式(34)と(39)､(40)から得た方向余弦の振舞いは､図3に示されている｡ノイズをゼロとし
て議論 した節 1.2.1では､αが小 さい場合に起こる方向余弦の初期値に依存 した開催現象が見 ら

れたが､ここでは見られない｡ノイズの平均がゼロでないとした議論は､節 1.2.1の改良となっ

ていることが期待 されるが､予想に反 して､2章を見れば分かるようにシミュレーションとは

異なった結果が得 られてしまう｡従って甘利 ･馬被の理論には何か重要な限界が含まれている

と結論せざるを得ない｡まず第-に考えられるのは､ノイズがガウシアンであるという仮定の

なかに何か本質的な問題が含まれているということである｡従ってノイズの項がガウス分布で

あるという仮定が実際に満たされているかどうかを確かめることが重要である｡

1.3 ニューラルネットワークの平均場理論

アミットら剛は､ホップフィールドモデルに対する平均場理論を詳細に論 じた｡次のよう

なハミルトニアンから出発 して､

II-一指 JijSiSj (41)

確率的なノイズ (温度)が存在するようなネットワークの相図を措いた｡β個の記憶 させたパ

ターン(JL-1,...,3≦P)を安定にするためにハミルトニアンに次のような項を加え､
β

Hh--∑hレ∑銅LJ=1事
レプリカ法 【5】を用いて自由エネルギーを計算 した｡

lnZ-ii～m.(Zn-i)/n

-スピンあたりの自由エネルギーは

f-ii～-oNll1-n誌 (くくzn,,-1)

(42)

(43)

(44)

で与えられるOここで<<,･･>>はEについての平均をとることを意味する｡神経回路網は無限

レンジの相互作用をしているので､Jは熱力学的極限で平均場理論によって厳密に解ける｡

f - 妄α･(α/2Pn)Trln【(1瑚 I-Pq]

十(1/2n)∑ (mpy)2十 (αβ/2n)∑rpqqpq
L'P p≠α

一志 <<1nTrsexpLB"αβ/2)∑r"SPSq･∑(-;+hy)EySPl],,i (45)
p≠o･ L'P
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ここでpとo･はレプリカ番号であるo

mgの物理的な意味は､記憶させたパターンのうちの一つと神経回路網との方向余弦である｡

- 芳-i ((写E,r<SIP, ))

もう一つの巨視的な状態変数はエドワーズ ･アンダーソンオーダーパラメーターである.

qpq-くく緩くsf,<SF,))
残 りの一つはp-S個のパターンと神経回路網の方向余弦の二乗平均である.

αⅣ

rpq-α-1∑ <<mgmだ>>
p=S+1

(46)

(47)

(48)

レプリカ対称性の破れは､結果には大きな影響を与えないことが分かっている｡ そこでレプリ

カ対称性を仮定 してさらに議論を進める｡

mg-.mp

qpq-q,p≠O,

rpq-r,p≠q

すると自由エネルギーは次のようになる｡

fニラα+;=(-恒 芸lln(1-β+Pq)-
1

〝
Pq

1-β+βq

I (αβr/2)(1-q)-βll/鳥 expトZ2/2)
･くくln2coshPlJ;Z十写(-〟+hvfv,･))e (52)

自由エネルギー古 式 (52)をm〝とq､rについて変分をとると平衡状態の状態方程式が得
られる｡

-〟-くくEVtanhβ【挿 Z+冒(-〟･hvEy,,))

q-((tanh2β挿 Z･写(-〟+hyfv,,))
r-q/(1-6+Pq)2
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α

図 4:平均場理論によって求められたパターン比と平衡状態の方向余弦との関係;スピングラス

相から回復相への転移は一次相転移であることが分かる｡r-0におけるパターン比の臨界値
αCは余利と馬被によって求められた値αC-01159と近い.

1.3.1 絶対零度における平衡状態の性質

〃番目のパターンが記憶回復されている状態は､mv-mS,Wで表されるoT-0の極限で式
(53)-(55)は以下のようになるo

m-e一f(m/応 )

C≡″(1-q)-2/7TαreXP(-m2/2αr)

㍗-(1-C)~2

(56)

(57)

(58)

式(56)は常にm -0の解を持つ｡これがスピングラス解と呼ばれるもので､どんなパター

ンとも巨視的な方向余弦を持たない状態を示す｡αがα｡-0.138より大きいとき､式 (56)は

m=Oの解のみを持つOαがαCより小さくなると､突然m≠0の強磁性解と呼ばれる解が現れ
る｡図4に示されるようにα｡を越えると方向余弦は急激に1に近づく｡方向余弦の平衡状態に

おける振る舞いは甘利と馬故によるもの (図2)と定性的に一致している｡さらにパターン比の

臨界値αC=0.138も甘利と属被のαC-0.159という値に近いo全 く異なったアプローチから似
た結果が得られるのは注目すべきことである｡
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図 5:平均場理論による相図帯 は常磁性朋からSG朋への転移温度であるoTMはSG相から

回復胡-の一次転移の温度であるoTciり湿度が低いときは､回復榊 判 経回路網の自由エネ

ルギ-の最小値になっている0

1.3.2 有限温度における平衡状態

スピングラス相 無秩序な常磁性相からSG (スピングラス)相への獅 云移は2次であるo式

(54)と(55)をqとrのべきで展開すると､転移温度 T9を以下のような印 で求めることがで

きる｡

これより

q～_β2α巴
β2aq

(1-β)2
+o(q2)

T9-1+J&

(59)

(60)

となる｡

回筏状態 回復状態とは本質的には記憶させたパターンと巨視的な方向余弦を持ち､連想記憶

模型として働 くような状態である｡匝l復状態は､次式で表されるo

mFL=m6FLJ'

すると式 (53)と(54)は､次のようになる｡

--/_ww鳥 exp(一言 ,tanhβ(- ･ JG z)
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q-/_:鳥 exp(-i)tanh2β(-･挿 Z) (63)

r-q/(1-P+Pq)2 (64)

相図を求めるために式(62)-(64)を数値的に解 くと図5が得 られる.TMは回復相とスピン

グラス相の間の転移温度である｡Tcより温度が低いときは､回復相が神経回路網の自由エネル

ギーの最小値になっている｡

2 ノイズの分布

1章で見てきたように甘利と馬被【2】によって提案された理論は､神経回路網の状態のE依存
性を考慮することによって､方向余弦の動的な振る舞いをうまく記述することに成功した (ノ

イズの平均Nifをゼロとした場合)｡仮定の基本は､一つの神経細胞への入力のうちのノイズの
項がガウス分布に従 うということである｡この章では､シミュレーションを行い､ガウス分布

に従うという仮定が成 り立っているかを吟味する｡

2.1 シミュレーション

2.1.1 キュミュラント展開

xを連続的な億をとり得る確率変数とし､I(I)を確率密度とする03Iのn次のモーメントは
次の様に走義される｡

･aln,-/dxxnf(x) (65)

ここで<x>はxの平均値であり､分散は<x2>-<x>2で定義されるO特性関数4,1･(k)を導
入する｡

告 (ik･)n<aln>

緋 )≡<eikl',-/daleikl.I(1･)-n!. n !

(66)

確率密度f(a･)は特性関数のフーリエ変換で与えられる｡従って全てのモーメントが分かると確
率密度を知ることができる｡

特性関数をキュミュラント展開で表した方が便利である｡

榊 )-expln;1掌 cn(I,, (67)

Cn(x)はn番目のキュミュラントである｡キュミュラントとモーメントの間の関係は次のよう
に表される｡

C1(I)- <x>
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<x2>- <x>2

<x3>-3<x><x2>+2<x>3

<∬4>-3<∬2>2-4<∬><∬3>

+12<x>2<x2>-6<x>4 (68)

ここでちょうどCl(a)は平均､C2(x)は分散であるo

確率変数 xがガウス分布に従うならば､3次以上の項はゼロになるO従って式 (28)のノイ

ズの項N.tがガウシアンであるかどうかを調べるには､キュミュラントを計算すればよい｡

2.1.2 シミュレーションのアルゴリズム

利権回路網のサイズⅣが5000､7000､9000に対 して､αがそれぞれ0.08と0.20の場合に

ついてシミュレーションを行っ̀た｡まずα〃個のランダムパターンを作 り､それらのパターンを

ヘブルール(5)によって神経回路網に埋め込む｡一番目のパターンと有限の方向余弦を持った

初期状態から出発させて､全ての神経細胞を同期的に状態更新させる｡そして状態更新のたび

にNltのキュミュラントを計算する｡

2.2 結果と議論

図6に〃-9000,α-0.08と0.2の場合の方向余弦の振る舞いが示されている｡甘利と馬被

の理論は方向余弦の振る舞いを定性的によく記述 していることが分かる｡

ノイズの項のキュミュラントは図7に示されている｡ この図から興味深い現象が見られる｡

(a)はα-0.08でm0-0.5の場合である｡ダイアモンドの印の付いた実線は方向余弦の振る舞

いを示す｡この場合記憶させたパターンが回復されていて､さらに3次と4次のキュミュラン

トがほとんどゼロになっている｡ 即ちノイズの項がガウス分布に従っているといえる｡ しかし

ながら(b)早(C)のようにパターンが回復されない場合には､3次と4次のキュミュラントがゼ

ロになっていない｡ 従ってノイズの項はガウシアンではない｡

さらに図8-10にはm とcr2の動的な振る舞いを描いてある.ここではダイアモンドの印の付

いた実線は甘利 と馬被によってノイズの平均がゼロであると仮定 して求められた巨視的変数の

振る舞いを表わしている｡その他の印はシミュレーションの結果を表わしている｡図7にあるよ

うに､パターンが回復されるときは甘利 と馬被の理論は動的な振る舞いをうまく記述している

といえる｡しかしパターンが回復されない場合には回復過程を甘利と馬被の理論で記述するこ

とはできない｡

以上の結果からパターンの回復が成功する過程においてのみ､ノイズの分布がガウス分布に

なっていて甘利 と馬被の理論が適用できることが分かる｡
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図 6:シミュレーションによる方向余弦の振る舞い;(a)〟-9000,α-0･08記憶 させたパタ~
ンと近い初期状態から出発 させるとパターンを回復することができるoしかしながら方向余弦

の初期値が小さいとパターンは回復されない｡(b)〟-9000,α-0･2どんな初期状態から出発
してもパターンは回復 されないo甘利 と馬被の理論は回復過程をうまく記述 していることが分

かる｡
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図7:シミュレーションによるノイズのキュミュ ラ ン ト;〟 - 9000 (a)α - 0･08,m o = 0･5

(b)α-0･08,m0-0･1(C)α-0･20,m0-0･1C,･(i- 1,･･･,4)は ノ イ ズ の i番 目 の キ ュ ミ ュ ラ ン
トを表わしている｡記憶回復が成功する場合のみ (a)､ 3次 と 4次 の キ ュ ミュ ラ ン ト C3,C4が ゼ
ロになっている｡
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図 8‥巨視的状態変数の動的振る舞い;α-0.08,m0-0.5ダイアモンドの印の付いた光線は甘
利 と馬敬によってノイズの平均かゼロであると仮定して求められた巨視的変数 mlとo･?の振る舞
いを表わしている｡その他の印はシミュレーションの結果を表わしている｡パターンが回復 さ

れるときは甘利 と馬被の理論は動的な振る舞いをうまく記述 しているといえる.
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図 9:巨視的状態変数の動的振る舞い;α-0･08,mo=0･1ダイアモンドの印の付いた実線は甘

利と馬敏によってノイズの平均がゼロであると仮定して求められた巨視的変数mttgiの振る舞
いを表わしているoその他の印はシミュレーションの結果を表わしているo甘利 と馬被のPJi論

によって求められたものはシミュレーションによる結果と定性的に一致するが､定量的には一

致しない｡

ー 512 -



連想記憶モデルにおける平衡状態 弓巨平衡状態の性質

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
i

- I L I L l l I I

ヰ紺 菖紺 昌昌昌益昌益晶出由也謹 口 -諾-=;:oomoo㌃
□ Ⅳ=9000×

x ▼ ▼ k k ▼ - I - ▼ Xt 1■R I

02 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t

図 10‥巨視的状態変数の動的振る舞い;α-0.20,m｡-0.1ダイアモンドの印の付いた実線は甘
利 と馬敏によってノイズの平均がゼロであると仮定 して求められた巨視的変数 ･m tとq?の振る舞
いを表わしている｡その他の印はシミュレーションの結果を表わ している｡1]刊 と馬被の理論

は記憶回復が成功 しないときには厳密な意味で動的な振る舞いを記述 しているとはいえない｡
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3 有限温度における甘利 ･馬被の理論

この事では､神経細胞が確率的な動作を行 う場合について考える｡それぞれの神経細胞があ

る一定の確率で状態更新をする｡この章では甘利と馬被の理論を有限温度 (確率的ダイナミク

ス)に拡張 して､相図を描 くOそして得られた結果をアミットらの結果 [3]やフォンタナリらの

結果【6】と比較する｡

3.1 有限温度への拡張

個々の神経細胞の状態更新が確率的な過程を考える｡ 温度の概念を熟的ノイズとして導入す

る｡時刻tにおける神経細胞 iへの総入力をh吉とおくと､S2!十1が1になる確率を次のように定
義する｡

ProblSlf+1-ll-
1+expト2βhf)

(69)

ここでβは 1/Tであり､パラメーターTは温度 (熟的ノイズ)と呼ばれるものである｡すると

S31'1の期待値は

ElSi+1】- 1×
1+exp(-2βhi)

- tanh【β相

となる｡ここで坤 ま次のように表わせる｡

h吉-

+(-1)×(1 -

‡≡¥f:i:i:
mi+Nl･t

1+exp(-2βhf)
(70)

(71)

甘利 と馬被の理論に従って､Niiが平均 O､分散qi2のガウス分布に従 う変数であると仮定する｡

h巨 mt+o･te.･ (72)

E.･は平均 O､分散 1のガウス分布に従 う確率変数である.以下で巨視的状態変数の方程式を求

める｡

-IL.1 -妄∑S,ul-瑚 十1】I

- tanhβ(mt+crtEi)

ここでさらにE3･についても平均をとらなければならない｡よって

-叶1-長 鳥 exp(-i)tanhβ(-i･qiZ)
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図 11･.平衡状態の相A･,太線は拡張された甘利 ･馬被の理論から得た平衡状態の相図である.お

互いに近づいている点線と実線は､それぞれ非同期的または同期的なダイナミクスを平衡統計

力学で記述することによって得 られた結果である｡

が得られる｡

ノイズの分散C'声 関する方程式も甘利 と馬被の理論と同様に求めることができるO導出の詳

細は付録に示されている｡

gt2.1-α+2｡βm叶1mth(βmt,put)十β2g.2h(βmt,Pqi)2

h(p-i･Pql)-/_三 島 exp(一言)sech2p(-加 Z)

3.2 相図

i→ ∞ の極限で式(74)と(75)を数値的に研いて､平衡状態に於ける相図を得た.T,･e串 回

復相とスピングラス相の閲の一次転移の温度であるoT,.et以下の温度で､神 経回路網は連想記憶

の役目を果たす｡

驚 くべきことに､阻5に見られるように拡張された甘利 ･馬故の拙論によって求めた朋図は

アミットらのものと非常によく似ている｡定量的な違いは見られるものの定性的には非常によ

く似通っている｡
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同期的ダイナミクスの平衡状態の性質は平衡統計力学によっても求められる｡3.3.3節で拡

張された甘利 ･馬被の理論と平衡統計力学を比較検討する｡

3.3 議論

3.3.1 拡張された甘利 .馬被理論の平衡状態の性質

tー ∞ の極限で､神経回路網は平衡状態に達すると考えられる.そこでmfとcTtをm とo･で

表すことにすると､式 (74)と(75)､(76)は次のようになる｡

--/_ww鳥 exp(-i,tanhβ(-･qz,

h(β-,Pq) - /三 島 exp(一言)sech2β(-･gz,

-1工芸exp(-i)tanh2p(- ･qz)
=1-q-
o･2=α+2αβm2(1一百)+β20･2(1-q～)2

(77)

これらの結果を平均場理論による結果(62)(63)(64)と比較するために､o･を､/前と考える｡する

とC1はqLこ､式(79)は次のようになる.

αr-α+2αβm2(1-q)十αβ2r(1-q)2

7'=i+2Pm2(1-q) / q

1-β2(1-q)2 ′ (1-β+Pq)2

この式を7,について解 くと､

(80)

(81)

となる｡これより拡張された甘利 と馬被の理論による方程式は､平均場理論によるものとは異

なっていることが分かる｡その結果として拡張された甘利 ･馬被理論は､常磁性相を持たない｡

常磁性相はm-q-0で記述される.そこで式 (77)(78)(81)にm-q-0を代入する.

O-長 鳥exp(-i)tanhβ(挿 Z) (82)

O-長 鳥 exp(一言)tanh2β(vGTz) (83)

(84)

7,はゼロにはなり得ないので､式 (83)の右辺はゼロより大きくなる｡すると式 (83)は成 り立た

ず､式 (77)(78)(81)は常磁性解を持たない｡
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3.3.2 同期的ダイナミクスの自由エネルギー

神経回路網がJという状態にある時､i番目の神経細胞への給入力をhlで表すことにする.

そのときi番目の神経細胞が次のタイムステップでSl･になる確率は次のように定義される.

Pr(Si)-
exp(phlst･)

exp(βht)+exp(-βhl)
(85)

すると神経回路網の状態がIからJへと変わる遷移確率は個々の神経細胞の遷移確率の積で表さ

れる｡

W(J/I)-rIIN=1Pr(SiJ)-
exp(=iPhlsi(J))

Il,･lexp(βhl)+exp(-βht)】

詳細つりあいを決定するⅣ(∫/∫)とⅣ(∫/∫)の比は

I))I.rIt･lexp(βhl)+exp(-βhl)】W(I/J) exp(∑7･βhlsi(~~~~~~~- .J
W(J/I) exp(∑ iβhlSl･(J))ハIlilexp(βhl)+exp(-βhl)】

となる｡右辺の初めの部分は次のように変形できる｡

exp(∑βhlsi(Iト∑βhtJsi･(I))
I

exp(pE JijSj(J)Si(I)-PE JijS,･(I)Si(J))
7'j l'j

exp(β∑ (Jij-Jji)Sj(J)Si(I))
1'j

シナプス結合は対称的であるので､この部分は1になる｡ その結果として

W(I/J) F(I)
W(J/I) F(J)

F(I)-Ilil2coshβhl]-expl∑ 1n2cosh(β∑Ji,･S,I)】
･l j≠2'

が得られる｡ここで

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

である｡詳細つりあいが満たされていると仮定すると､iー ∞ の極限で､漸近的な確率分布は

次のようになる｡

Pr((S))∝exp【∑ 1n2cosh(β∑ JijSj)]
i j≠i

ここから有効エネルギーを読みとることができ､

E-幸 ln2cosh(β∑JijSj))'ti
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これを使 って､分配関数 と自由エネルギーを表すことができる｡

Z-TrsPr((S))

fニーh lnZ

ここでrrβは全ての神経回路網の状態についての和を表 している｡

3.3.3 同期的なダイナミクスの平均場理論

フォンタナリら【6】は式 (92)を使って同期的ダイナミクスの自由エれ レギーを計算 し､相図

を決定 したO トレースTrsをとるために､次のような恒等式を用いた.

TrsPr((S))-TrsexplEln2cosh(PEJi,･Sj)]
暮 j≠i

-Trs,qexplPo-i∑Jl･jSjl
j≠l'

(95)

ここでO.i-士1(i-1,-･N)である｡ アミットら【3]の方法に従 ってレプリカ法で自由エネル
ギーを計算 し､アミットらが求めたものと非常によく似た相図を得ている｡(図 11)

このことから分かるように､同期的ダイナミクスであるか非同期であるかは､拡張された甘

利 ･馬被の理論による相図と平均場理論によるものとの量的な違いの原因とはなり得ない｡ 2

章で議論 したように､甘利 と馬敏の理論は記憶回復が成功 しない場合に有効ではない｡したがっ

て T,elの境界領域で甘利 ･馬被の理論が成 り立っているかは疑わしいOさらに平均場理論 もい

くつかの仮定を含んでいる｡最 も注意すべきことは､レプリカ法を用いること自体､数学的な

厳密性を欠 くということである｡結局､平衡状態を記述するのに厳密な意味でどちらの理論を

用いるのが適当であるかを決定することは容易ではない｡ しかしながら､最 も重要な点は全 く

異なったアプローチから似通った一次転移の温度を得たということである｡

4 TDGIJ方程式による方法

これまで有限温度に拡張された甘利 ･馬被の理論によって平衡統計力学により得 られた平衡

状態の性質 と非常によく似た結果が得 られたことを述べてきた｡特に平衡状態を動的な方程式

から記述できたということは特筆すべきこ●とである｡そこで自然に生まれてくる問題 として次

のようなことが上げられる｡平衡状態の平均場理論を基にしてそこから非平衡状態を記述でき

ないかということである｡ この章ではTDGL方程式を用いて平均場理論からダイナミクスを

記述する｡
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以下では一つのパターン(El)を回復する過程を考える.

m p- m 6pl

このとき自由エれ レギーの式 (52)は次のようになる｡

言α.喜-2.芸lln(1-β.Pqト
1 Pq

1 -β+β¢

十 (αβr/2)(1-q)-β-1/(dz/J57)exp(-22/2)
X ln2coshβ(Jl蒜Z+m) (96)

4.1 TDGL方程式

TDGL方程式 (Time-DependentGinzburg-Landau方程式)は､現象論的方程式である.

自由エネルギー(96)は､秩序変数の関数であり､TDGL方程式は､神経回路網の状態の自由

エネルギーの谷での最急降下を記述する｡

dm 1af

障 i

the fl･eC energy Si∂m

+ theorderpal.ametel.

図 12:TDGL方程式

(97)

この神経回路モデルの巨視的状態は三つの秩序変数(m,r,q)で記述されている｡従って以下

のような三つの方程式を解 くことができれば､秩序変数の動的な振る舞いを知ることができる｡

坐

出
生

d
･73｡
[出

こ

こ

1∂/
6i∂m

l∂/
Star

-一よく- -/_: 鳥 exp(-i)tanhβ(-･vGz)) (98)

-一芸 トq･ /_ww 鳥 exp(-i)tanh2β(叫 声 Z)) (99)
1∂/ αβ, q
-岩 日

Staq 26iL(1-β+Pq)2
- r) (100)

TDGL方程式は現象論的な性JFrを持つが､無限レンジの相互作用を持つイジングモデルでは

TDGL方程式が厳密な意味で正しいことが分かっている回O
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図 13:自由エネルギーの描像･,(a)変数の内の-つ qをqeに固定 して､自由エ*)レギーをm

とrの関数として(me,re,qe)のまわりで描いたO(b)ここではrをreに固定 している.平衡解
(me,Ire,qe)は自由エネルギーの鞍点にあることが分かる｡

この方法はホップフィールドモデルの場合にはいくつかの問題点を含んでいる｡平衡状態

(me,re,qe)に関する方程式(62)(63)(64)は不安定になっている.つまり平衡状態が自由エネル

ギーの極小ではなく､核点になっている.図13は､(me,re,qe)のまわりの自由エネルギーの様

子を､一つの変数だけ平衡桐に固定 して残 りの変数の関数 として､記述 したものである｡この

図を見ると分かるように､自由エネルギーは変数 m のゆらぎに対 しては安定であるが､変数 r

とqtこ関してはそうなっていないQ従って (自由エネルギーの谷へと近付 く様子を記述する)T
DGL方程式を用いたのでは､回復過程の動的振る舞いを記述することができないということ

は明らかである.それゆえTDGL方程式は､祁経回路網の状態が平衡解 (me,re,qe)へと近付

くように修正されなければならない｡

4.2 修正されたTDGL方程式

自由エネルギーはm の揺らぎに関しては安定であるので､m に関する方程式はそのままで

よい｡この串では､rとqについての方程式を修正する.

まず､次のような行列を定義する｡

ll/I=
[
∂2//∂･I.2 ∂'lf/∂.ra(1
∂'jI/∂r∂q ∂2j'/∂q2

この行列の固有値の内の一つは､負である｡
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(re,qe)のところに原点､行列 Mの固有値が負の方向にx軸､もう一つの固有ベクトルの方

向にy軸を置く｡そして変数 rとqからごとyに変数変換を行い､神経回路網の状態がyの方向

の揺らぎに対 して安定になるように､yについての微分方程式の符号を変える.

dm ∂f(m,x,y)
df ∂m

dx ∂f(m,x,y)
di ∂x

∂f(m,x,y)
di ` ay
虫 = +

こうしてこれらの連立微分方程式を解き､変数をrとqに戻せば秩序変数の動的振る舞いを調べ

ることができる｡

4.3 結果と議論

4.3.1 秩序変数の時間発展の様子

ホップフィールドモデルのTDGL方程式は三つの秩序変数を含む｡したがって､微分方程

式 (102)(103)(104)を解 くとき､初期状態として三つの秩序変数の様々な組み合わせを選ばなけ

ればならない｡

まず始めに神経回路網がランダムな初期状態から出発する場合を考える｡ つまり回路網の初

期状態が一番目の記憶させたパターンElと有限の方向余弦を持つが､それ以外のパターンとは

無関係な初期状態を考える. この場合に初期値roを評価する｡回路網の状態は一番目のパター

ン以外とは無関係なので､mE(FL≠1)の平均はゼロになる｡

1
<mg'-万`∑E･LYsiP'-o3

さらに分散は
1

･mg2,-評 < ∑ ∑沼,Fs29sP,
1}

であり､i≠jの項からの寄与はゼロである｡ 従って分散は次のようになる｡

1 1

<mg2>-評 ×N-育

(105)

(106)

(107)

ランダムな状態とパターンとの方向余弦は0(1/～/万)のオーダーを持つOよって､･rの定義より､

roは1になる｡

ro-去 p;1<-ざ2,= 土･pk -1α
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0 1 2 3 4 5 6 7 8
i

図 14:TDGL方程式によって導かれた方向余弦の動的振る舞い;α-0.1,T-0･3(回復相)
ro-1,q0-0.8

様々な初期値の組み合わせ (mo,qo)に対 して､式 (102)-(104)を解いた.方向余弦m の振る舞

いはqの初期値に依存 しないようであったので､qをqoに固定Lmoの値はいろいろと変えて方

向余弦の時間依存 した振る舞いを調べた｡図 14に見られるように､m の初期値に依存 した開催

現象は見 られなかった｡つまりいかなる初期状態から出発 しても回復相においては回復が成功

してしまう｡

次に初期イ直roをいろいろに変えて調べる.(moとqoは固定 しておく｡)初期値 roに依存 した

振る舞いが図15に見 られる｡

1.例えmoが小 さくでも､roが小 さいならば記憶させたパターンは回復 される0

2.逆にroが大きいと､パターンと有限の方向余弦を持ったどんな初期状態から出発 してもパ

ターンは回復されない｡

これらの現象はrの定義から直観的に配偶することができる.変数rは回復されないパターンか
らのノイズであると考えることができる｡ したがってノイズが小さければ記憶させたパターン

は回復 される｡ しかしノイズが大きくなるとどんなにパターンに近い初 帥状態から出発させで

も回復は成功 しない｡
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4.3.2 m -r平面

m とrの時間発展の様子をm-r平面に軌跡として描いたO(図 16)この図から初期状態に

依存した回路網の動的な振る舞いが一目で分かるoo(me,re)は回復解､･(me,re)はスピングラ

ス解を意味する｡これらの解は動的過程のアトラクターになっていて､回路網の状態はこの解

のうちの一つに流れ込むO図の中にはdm/di-0とdr/di-0の線も措いてあるoこれらの線
の下の領域ではdm/dtとdr/diの符号はそれぞれ正になっていて､m とrは時間とともに増加

する｡さらに回路網の状態の流れを矢印で表わした｡これより回復領域が分かる｡一般に回復

領域を求めるのは難しいが､修正されたTDGL方程式によって回復領域を容易に求めること

ができた｡(図17)
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0 1 2 3 4 5 6 7 8
t

0 1 2 3 4 5 6 7 8
t

ro- 1

γ0-5

r0-10

図 15:方向余弦m の初期値 r･Oへの依存性･,α-0.1,T-0.3(回復棚)(1)mo=0.1,q0-0･8たと
えImoが小 さくてもパターンは回復 されない｡(2)･m0-0.9,q0-0.8roが大きいと､どんな状態
から出発 してもパターンは回復 されない｡
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l l l t

dm/dL等0→-
dr/dt-0-

'k .tN.........<.?.-.く .一 ......-.

p-す.........->......I.'...-.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
711

l I I I

ー dm/dt-0→ー

'(m e,re)千- - dr/dt-0-

SG solution

く-一一 一 一

㌔ - ー
く＼

ーJ . ←
一一一斗 ___う.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
7a

図 16:m-r平面におけるm とrの時間発展;α-0.1,T-0.3(回復相)(1)初期状態に依存 し

た回路網の動的振る舞い(2)o(me,re)は回復解､･(me,re)はスピングラス桝を意味する.これ

らの解はダイナミクスのアトラクターになっ.ていて､回路網の状態はこの解のうちの一つに流

れ込む｡ さらに回路網の状態の流れを矢印で表わした｡
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l 一 l l

二 三 ≡三二

l 空璽- 一一一一一一一一 l
良- 与＼ ←ノ

く一一

J J -→

汁一 一→ →--十 ㌔

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
7ll

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Eii!

図 17:m-r平面上の回復領域;(1)α-0.1,rJl-0.2(回復相)(2)α-0.1,T-0･4(スピングラ
ス相)
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5 議論

ホップフィールドフィールドモデルの動的及び静的な性質を二つの方法によって論 じた｡一

つめの方法は甘利 ･馬被の理論であり､もう一つはTDGL方程式による方法である.

モンテカルロシミュレーションを行ない､ノイズの項がガウス分布に従 うという甘利 ･馬被

の仮定は記憶回復が成功する場合にのみ有効であることが分かった｡実はJi2/αはrに等 しいの
で､図16と比較するため､m とcrl2/αの時間発展をプロットしたO(図18)この図を見ると甘利 ･
馬被の理論は絶対零度での回復過程をうまく記述していることがよりいっそう明らかである｡さ

らに付け加えておくと本来ゼロでないノイズの平均 EtN封まで考慮に入れた甘利 ･馬被の理論
はダイナミクスをうまく記述できないように見えたが､実は2ステップめまではガードナ-ら

【4】の求めた厳密解と一致している｡3章では甘利 ･馬被の理論を有限温度に拡張 して平衡平均

場理論によるものと一致する結果を得た｡拡張された甘利 ･馬被の理論の利点は次のとおりで

ある｡

1.回復過程のダイナミクスを直接扱うことができる｡

2.仮定が単純明快であるのでコンピューターシミュレーションなどによりその安当性の検討

が可能である｡

有限温度に拡張された甘利 ･属被の理論から求めた動的な振る舞いを図 19に示 した｡回復相で

は方向余弦の初期値による間借現象が有限温度でも現われている｡この結果はTDGL方程式

によるもの (図14)と一致しない｡しかし本来TDGL方程式は回路網がほとんど平衡状態に

達している時の振る舞いを記述するものであることを考えれば､初期状態に依存 した振る舞い

に差違が見られてもさほど深刻な問題ではない｡

4章では､TGDL方程式を導入し､m-r平面を描 くことによって回復領域を決めること

ができた｡TDGL方程式による方法には限界があるかも知れない｡TDGL方程式は平衡状

態での自由エネルギーを使っているので､厳密な意味で非平衡状態を記述することができると

はいえない｡しかしながら動的な過程においても正しいことがいえれば､m-･r平面から回復領

域を容易に求めることができるので有効な手段だといえる｡リーデルら【9]の方法との関係 も明

らかにする必要がある｡
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rn

図 18: m とo･t2/αの時間発展;印のついた線はシミュレーションの結果を表わしていて
(N-9000)､丸い印は甘利 ･馬被のFJ瀧 によるものであるO(1)α-0.08影の部分は回復
できない領域である｡(2)7,-0.2
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図 19:拡張された甘利 ･馬破鎚論による動的振る舞い;α-0.i,T-0.3閥侶現象が有限温度に

おいてもみられる｡
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付轟

ここでは有限温度における0-12の時間発展方程式を求める｡ 甘利 ･馬被の理論に従いノイズが

ガウス分布に従 うという仮定の下で､StのEJlへの依存性を考慮 しなければならないo
ElNi]-0が仮定されているので､分散は

crt2- El(Nlf)2]

宗∑∑∑∑ElE明 け/i,1S3J]
FL p/ J i/

となる｡これらの項を四つのタイプに分ける｡

1.IL-FL',3-i/

vl-1･,(P-1)(N-1)V1

2.ptp/,i-i/

V2-鞘rf,PElJ畑-0

3.〟-FL/,j≠j/

V3-鞘 ,FE,Y,S3･SJ/];(P-1)(N-1)(N-2)V3

4.FL≠JJ/,j≠j/

V4-鞘 ㌢朋 離 ,Y/'S,tJ];(P-1)(P-2)(N-1)(N-2)V4

NとPが共に十分に大きいとき､

qi2-α+αNv3+α2N2V4

となる｡

まず､V3を評価するoS,l･,S]tJのEP依存性は次式で与えられるo

ElS臣=tanh(mト1+Q+frR+(1/N)Ere,Y,S,tTl)
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ElS,i,]-tanh(mト1十QI十E,W 十(1/N)i,Y/i,Ys3-1)
ここでQ,QJ,Rは､

Q-妄β妄pky,PfkPs孟~1

Q′-右左pky,PJEkPsLI-1

R-妄kg jJ紺 1
であり､仮定により相互に独立 したガウス分布に従 うランダム変数である｡V36ま条件付 き期待
値を使って求める｡

V3-E鞘描S,is31]

i,Y,i,YJが与えられたときのE描 S,tS3･Iの期待値を求めた後､E,P,i,P/Lこついて平均をとるo

v3-左(yll･Y-11･Yl-1･Y11-1)

ここ で

Ypq-E昭,Y,S,!S3,k,P-P,i,Y/-q]
である｡各項は次のような式で表される｡

Y11-Eltanhβ(mト1+Q+R+(1/N)S]!/-1)tanhβ(mill+Q′十月+(1/N)SJl･-1)I

Y1-1--E【tanhβ(mi-1+Q+R-(1/N)Sjrl)tanhβ(mト1十QLR-(1/N)S,i-1)】

Q,QJ,Rは平均ゼロ､分散 1のガウス分布に従 うランダム変数を使って表すことができる.

Q十R-crl_1【u+(2P)~lv]

Q/十R-qi_1【V十 (2P)-1u]

これより次式が得られる｡

Yll+Yl_i

-蔦dudvP(u,V)tanhPq-1(叫 よ吊り-/)tanhPqt-1(糾 V･打 孟)

-FndudvP(u,V)tanhPqi_1(rh+u-a-3-/)tanhβJi_1匝 +V一成一念)
琉 -mト1/0'i-1
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3-/-S,!l-1/Nut-1,意-S,i-1/Ngt-1

屯-(2P)~1u,令-(2P)~1v

p(u,V)-p(u)p(V)-(2W)-1exp卜喜(u2･V2)1

i)+xT/と五十封ま微小量なので､一次近似は次のようになる｡

yll･Y1-1 - /-WndudvP'u,V'tanhPgtllか V'
× 【tanhβql_1(･rh+ u+a+x')-tanhβgt_1(Th+u一石-I-/)]

･ /_wwdudvP(u,V)tanhβJト1(rh+u)

× 【tanhβql_1(疏+V+屯+豆)-tanhβcrト1(疏+VI伝-5)]

次に

一向一石-x～I-I(V)-I

一向+匂+I-/-9(V)=9,

と表すと

tanhβcTト1(u-I)-tanhβqi_1(u一g)

- tanhβo･ト 1(u-j')-tanhβqi-1(u-j'-(9-j'))

C= (g-I)βJl_1SeCh2βgト1(u-I)

となる｡式 (109)の右辺の前半部分は､

gls3J-lf(p-i-1,Pg-1)+器 g(β-i-1,βut-1)ixA(β-i-1,Pqt-1)
となる｡ここで

f(p-i,Pgi)-長 鳥 exp(-i)tanhβ(-i･qiZ)
g(β-i,PJl,-/_三 島 exp(一言)ztanhβ(-i･qtz)

h(p-I,Pqt)-長 鳥 exp(一言)sech2β(-i･JtZ)
である｡残 りの部分は同様に計算でき､次のような結果を得る｡

Yll+Yl_1+ Y_11十Y_1_1

- 孟【2β(S,i-1･S3/-1)I(p-i-1,恥 1)十壁 土g(β-i-1,Pgト1)】α
×h(βmト 1,β0･ト1)
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次式が成 り立つので､

ElS,i-1+S,tT1】-2ElS,!111-2mト 1
最終的に次式を得る｡

αNv3-[2αβmlmi-1+PJi-1g(βmt-1,βqt-1)】×h(βmト1,6gト1)

V4も同様に計算できる｡ しかしながら実際はElN,･t]はゼロではない｡従ってqi2を求めるには

El(Nil)21からEtN.･t]2を差 し引かなければならない｡ところが ElN,!]26ま､N2α2V4に等 しいの
で､結局坤 ま次のようになる｡

gi2+1 - α+αNv3

= α+2αβm什 1mlh(βml,βOIL)+β2oli2h(βmi,βO.i)2
(109)
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