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｢保存力学系カオスにおける古典論と量子論｣

Abstract

Gtlt乞Willerトレース和公式の右辺における周期軌道和において､primitiveperiodicorbit(香

号jで区別)の作用量子化条件

Sj(Em)=(2打m -α,I)A m =1,2,･･･ (1 )

が場合によって根拠のない半古典的量子準位を与えることをBerryが指碍し､例えば長方形

ビリア-ドの場合 sj-hkLj(L}･:jthppoのどリアード1周の長さ)から定まる 量̀子準位'

が如何に根拠のないものであるかをトレース和の数値計算結果によって具体的に示した｡一

般に非可積分系の分離的周期軌道が安定な場合(リアプノフ数=o)､(1)が量子化条件になり
得るものであるかどうか､多くの人が肯定的に論じていることもあり､この問題はすっきり

解決されていない｡

磁場中水素原子においては､イオンイ抄需付近に現れる準ランダウ共鳴力亨頂度この場合に相

当しているoもし(1)が一般的に根拠のないものであれば､これまで実験 ･理論両面から間
違いのない結果とされてきた準ランダウ共鳴の解釈にも影響を与えかねない｡このことに関

する考察および数値計算によるテストの試みについて報告する｡

1 Berryの 議 論1)ぉ よ び Keating-Berryの 数 値 実 験2)の 要 約

Berryの与えた実例を辺の長さa,bの矩形昼型ビリアードについて説明する(図1).

yTp2 0+7t/2
.- >
X

図 1

周期ビリア～ドは壁での断性衝突を繰り返すどリア-ドと異なり､周期条件

C ≡ TomOda 0_<co<a

y ≡ yomodb O≦yo<b

によって平面全体で定義されていて古典軌道はすべて直線である｡

対応する定常量子状態 :

E(W b)-2打2h2(普 +# )
ma,mb∈Z(2) (土すべての整数の組)
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いま､鮎 を通る傾き角oo直線眼 C(i)-p&t･y(i)-pyi漂 -- Cを考えると､これ
が周期軌道となるのは

tah C=Ek p,y:互いに素な整数
〝α

の場合に限り､この周期軌道の作用積分はS(FW)=PCT+p,y,
したがって作用変数

･ - 去 (pspa･p yvb)

= pla+I,Ib,

(4)

ただし､ん(=去paa),Ib(=去py/b)はそれぞれ訂,y軸にとられた(基本)周期軌道に関する
独立な作用積分であって､(2)は量子条件(半古典と同時に厳密な意味での)

Ia=hma,Ib=hmb (7)

の帰結である｡

Berryのパズルは､(5)で定義される素周期軌道(piimitiyeperiodicorbit:ppoと略記)の

1周期にわたる作用積分/27rすなわち作用変数が(7)と同様な量子化条件

I=hm m=0,士1,a:2,･･･ (8)

によって正しい量子準位のエネルギー(すなわち(2)の右辺の値のどれか)に一致するか､と
いう問いに対する明確な否定論といえる｡

E pf
(pl=PaCOSQ+pysin0)
2汀2I2

(FLa)2+(レb)2

(･･･I-去pl･肺 坪,tanc-芸)
27r2h2m2
(Jla)2+(レb)2 (9)

これは､p>1,Z'>1なるとき一般にこの量子力学系の固有値のいずれとも一致しない｡そ
れでは(9)によって 量̀子化 されたエネルギーとは､この量子系の如何なるエネルギーに対

応するものなのか｡Keatimg-BeTryの数値実験はこの疑問に対する解答を与えている｡

トレース和公式とは､量子準位密度を古典周期軌道の群に分類してそれぞれのppoの繰り

返しを先に総和し､その部分和をppoのすべてに関して和をとった表示である｡上例のよう

な簡単な(可積分)系ではトレース和を厳密に表示することができて､例えば(2)のスペクト
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p(E)=∑ 6(E-E(ma,mb))
m■I7nl

ニラ+ ∑
R,i(0.0)し冨+

ただしRp=

abh-2

2Rpv屈 I,nffl

(27r2h2)1/2

lR,ノ司

十∑

27rab
声=す

abh-2

Rp?E- m 2) (10,

(j=ap,土by) (複号同順) (ll)

ルに対し

のように与えられ､括弧内の有限和はppo(p,小 こついて､また括弧外の無限和はすべての

可能なppo((p,U)と(-～,-V)とを郎 Tl)'こ関する和であるOこ?1つのppoの部分和におけ
る項の平方根型特異点が､(9)式の右辺によって特徴付けられるエネルギー値となっているこ
とは明らかであろう｡

N(E)

40 41

図2falsesingularitiesinpartialsum (ppoの数=19025)

(10)式導出のアウトライン

42 E

(9)式によって運動量 pa,Pyを次のように線形変換する‥pl=PGCOSC+pysin07P2=
-pssinC+pycosC(図1参照)oその結果

E-喜(か pS)-
27r2h2m2

(FLa)2+(i,b)2･妄pzo (12)

運動量p｡をもつ直線運動は､(FL,V)型ppoに対し直角方向に進む運動であり､これは一般的
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にいって周期性を持たない(したがって作用変数では表されない)がトレース和とポアソン公

式によって計算するときの一つの連続変数となり得る｡すなわち

a-ad-a-宗dpCdpy-宗dpldp2-

が(10)の平方根特異性が現れる理由であって､三次元自由荷電粒子のランダウ準位の準位密
度と同じであるoもし､E=m2/RZが正しい量子準位を与えないのならば､(10)式の右辺の
総和を実行すれば見掛け上の特異性として消え去るべきでなければならない.Keatin6-Berry

はこれを数値計算によって示し､このような見掛け上の特異性に対し"fakesingularitiesirt

partialsum"と名付けた0第 2図はその状況(ppoの数を増やしたとき其の特異性のみが現

れてくる)をわれわれの計算結果を含めて示すものである｡

2 二 自 由度 可 積 分 系 に対 す る トレー ス和 公 式

矩形ビリアードに対する式(10)は一般の二自由度可積分系(エネルギーEが二つの作用変
数で表される古典系)に対し次のように書かれる｡

p'E)-去5'E-E'nl,n2') 可 dnldn子5'E-E(hl,n2))

-育+ふい.A;I,a(E,n,/a(nlfn,,,A..=n"a,A,)
ここに∂(E,n)/∂(nl,n2)は(nl,n2)-(EニE(nl,n2),n=レlnl+P2n2)

公式(13)の導出
I6(E-E(nl , n 2))
nlln3

-NPN,〟
dnldn26(E-E(nl,n2))eL2T(Nlnl+N3n') (PoissorL和公式)

=声+ ∑
Nl,N3≠(0,0)

dnldn26(E-E(nl,n2))e''27r(Nlnl+N3n,)

cos+isirtとするときSin項は寄与しない

(Nl,N2)=P(vl,V2),P=1,2,･･･
一ヽ一一〉-J

互いに素な整数の組
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00 _ 00
∑cos(2qP(yl.nl･レ2n,))ニート ∑5(n-(vlnl･V2n｡))
P=1 n=1

(poisson和公式の変形)

を用いることにより

〟dnldn26(E-E(n17n2"p; lCOS(2qP(vlnl･V2n2,,
三7-pi_j-二!;-dnldn26(E-(E(nl,n2))6(n-

守 +差 〟 dBdh

一言声.云n=1

+i/2n2
良くn一.nつ)

6(E-A)6(n一元)

-1 (･･･/6(E-E'dB - /6(n-A)dh -1)O

これを代入するならば p(E)=否+∑ppo(vl,ン3) B,nのBI軟〉を得る｡
以上

上記の導出にみられるように､公式(13)はStationary-phaseの近似を含まない厳密式であ
る｡右辺の特異点は次のように特徴付けられる｡

墨撃 特異点 ∂(E,n)/∂(nl,n2)=0においてEはnの従属変数となり
dE aE
古 - U2両 -vl芸 すなわち vITl-V2T2(-T:周期鰻 の周期)0

3 磁 場 中 水 素 原 子 の 共 鳴 問 題3)

二自由度(非可積分)系の周期軌道が分光実験の対象として系統的に調べられたのがこの例

であるoイオンイ也嵩を含む土100cm-1の範囲にみられたランダム･スペクトルの中の規則的な
共鳴線群一準ランダウ共鳴一一を近似的に可積分系として扱うモデルは次の通りである｡

H 喜(pp2･p,2)-
担再 試匂朽･筈p2 (7-孟 磁場-ラメタ pr-0)

- 喜pp2･(筈+壷 )p2 (回,p) (助 を受けた)調和助 子

･妄p,2-古 1次元ケプラー劫
1

H(I-Ip)=一巧 +TIp
(JTは摂動効果の補正により始めのTと異なる3).)

プランク定数 h=1とし作用量子化はム=m(1,2,-),Ip=n(1,2,･･･)とするO文字通り
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の積分を行なうとァ=cc●となるので当面一定の定数と考え､公式(13)を通用するo

p(E) = 戸+ ∑ p(FW)(E)
ppo(fAV)

3=FLm+Z/n

Flワ

E=7-i-- m-
Z/ L/

E=⊥j一十 m一言二言
㌫ or -3-(j一号E)f･岩 o

ー00
p'F-'(E)-一芸+∑

j=1 771=m(8,7)

(14)

特異点m3=エ は§2の最後に述べた定理にいうところの周期軌道の条件であり､これを用
FL'y

いると
)

E"o(,V,-7;i-;(T ,T-聖 (15)7

p(ll)(E)083･に肘 る振動の断 を図3に耐 o以上はBielefeldグループのぴ ル4)と一致
する｡MITの実験データ5)はこのモデルによって説明されるものと考えているo図4は(14)

に基ずくスペクトル分解皮のテストであるo

p(ll)(E)
4.5e+07

4e+07

3.58◆07

3e十07

2.5e+07

2e+07

1.5e+07

1e+07

5e+06

0

J=40才=41

-0.000112 -0.00011 -0.000108 -0.000106 -0.000104 -0.000102 -0.0001 E

図3p(ll)(E)の各jに対する振動の様子(i=41-50,JT=1016)
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p(ll)(E)

-0.0001 7 -0.000165 -0.00016 -0.000155 -0.00015 -0.000145 -0.00014 -0.000135 E

図4スペクトル分解皮のテスト(j=1,･Y=10~6)
4 考 察

素周期軌道に対する量子化条件(1)が正しくない量子準位を与える可台甑 は否定すべくも

ない事実である｡では一般的に如何なる条件のもとで(1)が正しい準位を与えるのか､この

ことについて明確な解答をわれわれは知らないoそもそも､トレース和公式を実行した場合

に得られる図形については解釈は別れているように思われるo現段階では観測されたデータ

のある実例すなわち磁場中の水素原子スペクトルにおいて共鳴線が Berryのfanacyに矛盾

するものでないかどうか確認を急ぎたいと思っているo
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