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N体散乱とカオスー古典論と量子論*

東京大学数理科学研究科

北田 均

本稿ではchaosの定義を次のようなものとする｡(いわゆるdeteministicchaos)

微分方程式

空=F(I),dl
I∈X-differentiablemanifoldwithametric,
F=avectorfieldonX

で定義された dynamicalsystemが chaoticとは次の意味で初期データに対Lsensitive

dependenceを持つこととする｡(systemが安定(stable)とはchaoticでないこととする｡)

Lebesguemeasureについて正の測度を持つ集合X ⊂xがあって､Xから出発した連

動x(i)で､集合(I(i))t≧｡の閉包がcompactなものはすべて動ことどまっていて､次を満
たす:

(S) ]A>Osuchthai∀xo∈X,∀e>0,
3yoinaneneighborhoodofxo,suchthataisomepositivelime

theevolutionssiariingmXoandyoaremorethanAapart.

この講演を戸田幹人氏から頼まれたのち戸田氏との通信によってどのようなことにつ

いて話をすればよいかがわかってきた｡その通信に対する答という形で話を進めてみたい｡

戸田氏より出された問題

(1)古典的な漸近完全性(asymptoticcompleteness)とカオスの関係
(2)古典的な漸近完全性と量子的な漸近完全性との関係
(3)量子古典対応を考えた時､古典系のカオスは量子論の漸近完全性にどういう役

割を果たすか?

(4)量子的あるいは古典的に漸近完全性が期待できそうにない系の例
(5)漸近完全性の破綻の中に､カオスと関係する新しい量子現象を見つけられないか?

(6)物理の立場でN体の散乱の量子論をすぐに扱うのは難しそうなので､もし漸近
完全性に対応する性質が古典系にあったなら､まずそれから調べられないか?

(7)古典系で難しいことがどうして量子系で証明できてしまうのか?
(8)漸近完全性が成立しないかも知れない量子系の可能性があるのなら､その時､

古典系のカオスに関する知識が役に立つのだろうか?

*基研研究集会 ｢保存力学系のカオスにおける量子論と古典諭｣1992年 10月30日の講演.
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｢保存力学系カオスにおける古典論と量子論｣

答 (標語的に)

(1)ras.compl.⇔ chaotic.(大体)(ここでchaoticとは上で述べた意味)
(2)論理的な関係がある:｢問題の設定｣を平行的に行える｡証明も少なくとも論理
的には平行的に構成できる｡ただし実際の評価のところでこの平行性は失われ､量子系で

は完全性が証明できるのに古典系では難しく現在でも解決されていないようである｡

(3)stable(unchaotic)⇒ 古典量子対応が成り立つ(inacertainsense)｡ 古典系の
カオスは量子系のそれと関係しているかも知れないが現時点ではその関係は不明｡･

(4)pairpotentialがVij(I.･,･)-t訪 with0<p≦Ji-1のときは完全性は成り立
たないかも知れない(Derezi丘ski)｡この場合古典論のchaosと量子論の関係は有り得る｡

(5)as.compl.でなくas.Clusteringのみが成り立つときは､量子的カオスと解釈で

きるだろう｡(i-士∞で系がunstableとなる可能性がある.)

(6)古典系の散乱理論の方が困難であり､かつ､古典系と量子系のdynamicsが異

なるため､古典系の性質を量子系の散乱の性質に移すことはできない｡ただし量子系で

カオスが起こる可能性が残されているlong-rangefbrceの場合必然的に古典軌道の解析が
必要｡

(7)古典系 (Newton力学系)では原子の安定性も成り立たない｡このような理論で

chaoticな現象が出てきても､それが実際の物理現象として現れるかどうかは不明｡(原子

の安定性を成り立たせるのは量子系のHamiltonianが下に有界であるという事実である｡

この有界性は､以下で､散乱状態の定義と､完全性の証明において､量子系と古典系での

根本的な違いとなって現れる｡)

問題 (7)に対するもう少し具体的な理由をあげると､

理由Ⅰ:古典系と量子系のdynamicsが異なるため､古典系では波動作用素の存在証明

の段階で既にchaoticphenomenaのないことを仮定する必要があるようである｡この意味

で古典系の散乱問題の方が量子系より格段に困難に見える｡

理由ⅠⅠ:量子論は本質的にL2理論であるが古典論はPointwiseな理論であるので､量
子論の方が簡単｡

(8) (1)の関係により､古典論では

siable(urwhaoiic)⇔ as.compl.

なので 古̀典系でばchaoticでなければas.compl.が得られ､chaoticならas.compl.は成

り立たない｡これはあくまでも古典論での関係である｡量子系では､dynamicsの違いに

より､chaoticなeffectはFL> βヽ -1の場合は消えてしまう｡しかし0<FL≦ 乃ヽ-1の
場合は関係があるかもしれない｡

以下古典系と量子系について平行してみてゆこう｡

1 Dynamics

Hamiltonianは古典系でも量子系でも同じで

H-墓盈 +Ew.k(xi- Xk,-Ho･V,xt･∈R3i<k
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研究会報告

で与えられる.ただし量子系ではpi-培 ･系のstatesは以下のHilbertspaceに属す
るI｡

71-L2(r),r-phasespace-R6N, 古典系,
71-L2(R3N), 量子系.

ここでpairpotentialVik(I)(I∈R3)に対して次の仮定を置く｡

墜室二Vik(I)は R3上有界､2回連続的微分可能で､その微分は R3で一様有界｡さらに
Vik(I)-Oas回-∞.

Ⅰ.古典系のdynamicsは方程式

慧-{H,0,-写〈芸芸一芸芸)=Lゆ
で与えられる.ただして,)はPoissonbracketでLiouvilleoperatorLを定義する:

L-Lo+Lv,

Lo-一差莞芸,
Lv-芸∇vik(孟一芸)･

(4)

LiouvilleoperatorLのdomainはC.1(r)でありその上でLはskew-symmetricである.従っ

てdynamicsは

eLt bnL2(r)

で与えられる｡

実際にdynamicsを得るにはHamiltonの正準方程式

dzi ∂H

首 =eik花 ,Z=(zl,･･･,Z6N)= (xl,-･,XN,Pl,･･･,PN)

(8)

(9)

を解 く方が便利である｡ただしここでe-(eik)は(xi,Pi)-(pi,-Xi)なる線形変換.
正準方程式の右辺はエネルギーが有界な任意の領域で一様Lipschitz連続｡この系では

エネルギーは保存するので正準方程式は任意の初期値Z｡∈
を持つ｡この解 St:I.-I(t,Z｡)を使うとdynamicseLtは

(eLt4,)(I)-4,(S-tz)

rに対し一意な大域解Z(t,zo)

( 1 0)

I講演中､高橋陽一郎氏より､古典系でL2理論を使うのは不適当ではないかという主旨の指摘があった.

これに対しては第-に､後にもふれるが､ここで考えるL2spaceはphasespace上のL2spaceであり､従っ
て量子論のような不確定性関係は成立せず､古典系のエ2理論は結局pointwiseな理論であることをあげよう｡
第二に､物理としては何らかの定式化により何らかの意味あること(今の場合後述の古典系のunstability)
が得られれば目的は達成されるのであり､理論形式の主観的好みによってその定式化の価値を云 す々べきで
はないということを述べておきたい｡
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｢保存力学系カオスにおける古典論と量子論｣

で与えられるoKを領域(ZIH(I)<H(zo)+1)のLipschitzconstantとすると評価

dz
&l=<eKIiJ

がいえるので

HeLtllHl(,,≦eK't'llOIIHl'r'

かえ られる.ただしHl(r) はnorm

････2-葦潤"2
を持つSobolevspace.

以下 (量子系も込めて)N体系のCM(-centerofmass)を分離し､rを
〟 〟

∑miXi-0,∑ pi-0i=1 tl=1

を満たすようにする.この場合古典系ではr=R6(Nll)となる.

(l l)

(12)

(13)

(14)

ⅠⅠ.量子系ではHは7t-L2(R3(N-1))(withCMremoved)上のselfadjointoperatorと
なる｡dynamicsはSchr6dingerequation

言霊 +Hp-0 (仰 -1とした)

U(i)-e-ilH

を解いて

であたえられる｡

2 BoundStates

Boundstatesは座標空間の有界性の概念と関係している｡

Ⅰ.古典系.

Configurationspace((xl,･･･,XN)I∑ miXi-0)のノルムを

･(I)-(喜∑-.･x.,)1/2
で定義する｡このとき

N(I)- sup N(Stz),
-∝)<t<oo

Bn-(可N(I)≦n),n-1,2,-

- 8 1 5 -
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とおく｡N(Stz)は連続なのでBnは墾集金｡従って
00
B-UBn-(zl万(I)<∞)n=1

は可測集合｡Boundstatesは

7tB≡L2(B)⊂Tt

(20)

(21)

の元として定義される.L2(Bn)の元はcompactboundstatesと呼ばれる｡これらは壬だ
でdense.B,BnはgroupStで不変なのでL2(B),L2(Bn)はeLtで不変.

ⅠⅠ.量子系.

pが量子系のboundstateとは任意のe>0に対しあるR>0があって

_x p<00左RBe-ilHp(x)[2dx<e (22)

であること｡つまり平均の意味で座標空間の有界領域に留まっていること.このようなp

の全体を71昌と書く.

3 ScatteringStates

ここから量子系と古典系の違いが現れる｡今度はまず量子系から始める｡

ⅠⅠ.量子系.

量子系のscatteringstatesは718≡718昭の元として定義される｡これは次の条件
で特徴づけられる(Ruelle)0

や∈7i昌⇔

･R,0, TIL-N妄/.Tdt/xJ e-itHp(x)[2dx-0･ (23)

つまりpがscatteringstateであるとはその時間発展が任意の有界領域を自乗平均の意味で
離れていくことであり､自然な結果である.しかし量子系でのこの証明はfreeHam iltonian

Hoが下に有界であること:

Ho≧0

を本質的に使っている｡古典論では､古典的freeHamiltonianL｡が下に有界でないためこ

れに対応する結果が得られない｡また､量子系ではscatteringstatespace718-7teTtQB
はHの連続スペクトル空間と一致するが､古典系ではLは一般に71Bで既にcontinuous

spectrumを持つ｡従って古典系では〃βの元で量子的意味ではscatteringstateつまり

continuousstateに当たる物が一般に存在する｡(この意味で古典系のboundstateの定義

は微妙である｡)

量子系でH.が下に有界ということから､普通考えられるポテンシャルVに対しては

HamiltonianH-H.+Vが下に有界ということが出るO量子系のHamiltonianが下に有界
ということは原子ないし物質の安定性 (原子が崩壊しないこと)を保証する条件である｡

以上の意味で､

ー816-



古典系で Liouvilleoperator

｢保存力学系カオスにおける古典論と量子論｣

が下に有界でないということがboundstateと

scatteringstateとの区別を難しくし､散乱問題の扱いを困難にしていること

と､

古典論で原子の安定性が言えないこと

とは､関連がある｡(古典諭で散乱を考える意味?)

Ⅰ.古典系.

以上の理由で､古典系では散乱状態(scatteringstate)の存在自体が問題となる｡

多体系固有のNotationを導入する｡channelαとはil,･･･,N)の分割iCl,-･,Cn)の

ことである｡channelHamiltonianHaとはHから異なるすべてのClustersCi,Cj(i≠j)
間の相互作用を落としたものである｡Haより生成されるLiouvilleoperatorをL｡とする.

Xk-COOrdinatesoftheCMofCk,
Pk-totalmomentumoftheclusterCk,
zk-COOrdinatesandmomentaoftheparticlesconstitutingCk(intheCMsystemofCk),
¢∈L2(Ilo),wherer｡isthespaceofnparticleswithmassesMl,･-,Mn(Mk-themass
ofCk)withCMremoved,
pL･∈71p-SpaceofboundstatesofthesystemCk.(¢-1ifn-1andpk-1if
MCk)-1･)
Thenwedefine

γ1
血(I)-4･(Xl,･･･,X,"Pl,-･,Pn)ロァk(zk)･k=1

¢αspanasubspaceDα⊂71,whichcanbewrittenas

D｡-L2(6α)-L2(r｡)⑳L2(Bl)⑳- ⑳L2(Bn),

6α-Ilα×BIX-･×Bn,

(24)

(25)

whel･eBkistheboundstateregioninthephasespaceofCk.6｡はH｡ によって生成され
るgroupS三に関し不変なので､DoはeL巧こよって不変｡実際

n

(eL甑 )(I) -"Xl一芸 t,･･･,Xn一意t,pl,･-,Pn)rI(eektpk)(zk)k=1
- freeslate㊨ boundsiaie.

ただしek-LiouvilleoperatordescribingtheinternalmotionofCk.
こうした上で宛 ∈Dαに対Lscatteringstate寝 をt- 土∞のとき

eLt4,i- eLat4,a- freestate㊨ boundslate

(26)

(27)

と漸近的に収束する元として定義する.4,ai=の全体を71宝と書き散乱状態の空間という｡こ
の散乱状態4,tの存在は次の極限 (波動作用素,waveoperator)の存在と同値である.

中吉-鴫4,0≡ lim e~LieLQtd,α, 転 ∈D｡.tー土()〇
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この極限はたとえばpairpotentialVik(I)がcompactsupportを持てば存在する(Hun-

ziker). 一般には次のように考える.微分積分学の基本定理により(Cook'smethod)

e-LteL甑 - 鶴 -/.te-L,(L-LO )eLaTM T･

L-Lα-云∇vik(孟一志)･
ただし

(29)

(30)

ここで和∑′はchannelαの相異なる二つのclustersをつなぐpairに制限される｡従って上

の極限はDαでdenseな車αに対し

/.如 旧L-LJeL戦 目dl< ∞ (31)

が成り立てば存在する.この評価が成り立つためには(30)のL-L｡の形と(26)の eLQt血

の形から､少なくともpkが内部運動量7'jtこ関してL2-senseで一回微分可能でなければな

らないOつまり(31)がDa-L2(rα)⑳L2(Bl)㊨ -･⑳L2(Bn)のdenseset上で成り立つ
ためには､このような微分可能な4･とpkの積はD｡でdenseでなければならない｡従って

各kに対しBk-BkObi測度0でなくてはならない｡大ざっばにまとめれば

waveoperaiorが存在⇒∀k: FL(Bk-BkO)-0.

p(Bk)-0,Bk≡Bk-tJ(Bkn)0

実際には

(32)

(33)

を仮定するoそのほかにpotentialのdecayとeL,tpJの eL,tという因子を考慮せねばなら

ない｡これらを考慮して (33)を仮定しても一般には､一部のαに対してしか scattering

stated,吉の存在がいえない｡一応これで満足するとすれば

(33)の意味でsiable⇒ waveoperaiorが存在.

さて(33)の意味を考えてみると次のようになる.B-Bkと書く｡Z∈Un(Bn)Oなら

]n,ヨe>0suchthat

Vz'∈B:fz′-zI<e⇒ 7g(zl)≦n.

(34)

(35)

つまり測度 Oの集合をのぞいてboundorbitsは安定であるということである｡(33)の否

定はIL(A)>Oであるoz∈Bなら

∀n>1,∀e>0,]Z′∈Bsuchihat

fz'-zI<eand万(zI)>n (36)

である｡n>>jV(I)ととれば､(33)の否定は測度が正の集合BのSenSitivedependenceon
initialconditionsを意味する｡つまりいま考えている古典力学系が本稿の最初に述べた意味

でchaoticであることを意味する｡
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｢保存力学系カオスにおける古典論と量子論｣

(32),(34)をまとめれば古典力学系に対して散乱状態が存在する (ほぼ)必要十分条

件はその力学系がunchaotic(stable)であることとなる｡つまり

あるαに対し波動作用素Oaj=が存在しない⇔ Chaotic. (37)

波動作用素が存在して漸近完全性が成り立たない場合を除けば (こういう場合は'少ない'

だろう)答 (1)がいえる.(前述のHunzikerの例はstableな場合になる:前述の(21)の

下より

4,a-¢㊨rlpk (pk:COmPaCtboundsiate)
A

は仇 でdense･Hunzikerの仮定(potentialがcompactsupport)のもとではこのことから

]T>0,∀t≧T:eLQi4,α-eL(トT)eLQT転

が出るOつまりt≧Tに対して

e-LleLQ鶴 -e-LTeLJ4,a.

よって(d/dt)e~LteLQ鶴-0fori>_T.つまりt≧Tのとき(L-Lα)eLQt4,｡≡0.従って
pkはmeasureOの集合をのぞいて微分可能となる.)

次に漸近完全性を定義するために形式的直和として

71'-ODa.(¢71)α

と定義する｡ そして0土を

0旬 -∑o吉血, せ-(鶴)∈71′α

(38)

(39)

と定義する｡r出 まisometry‥71′-71になり､鴫のrangeR:は互いに直交することがい
える｡

R土-OR吉α

とおく.Jli=*は71ー 71′なる作用素であるOそこで

S=0++0-:71′→Tt′

とおき､S-operator(Scatteringoperator)と呼ぶ｡ βは

R+=R-

(40)

(41)

(42)

のときunitaryとなる｡

Sの意味‥波動作用素の存在によりgiven◎-ipα)∈711に対し､:坤∈R-(i.e.
4,-0-◎)suchthat

eLt4,- ∑ eLQIpα (i一一∞).
α
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また(42)により4,∈R+ゆえ､]せ-(鶴)∈γ ′suchthatせ-0+守,,i･e･

eLt4,- ∑ eLQ砿 (i-+∞)･
α

(44)

従ってiー 士∞ の漸近挙動がSによって表現される:tF-S申.

as.compl.とはB+-R--71のこと｡これは漸近挙動を完全に分類する.従って､
71は7iBと7tS-7iS+-71三との直和に分解される｡しかしこれは一般にはLのスペクト
ルによる分解とは異なる｡古典論の散乱はこの意味で量子論のそれとは異なる｡

もう一度量子論に戻る｡

ⅠⅠ.量子論でも古典論に対応する問題がある｡

waveoperator(波動作用素)Wiを

wai4,-tiiimweitHe-itHQP" W 士-O wai,S-W'W - (45)α

と定義する.ただし､PaはchannelαのinternalHamiltonianHα-Ha-Ta(Taはinter-

clusterfreeenergy)のboundstatespaceへのprojectionで､Po-I⑳Paと略記した｡

l標の存在はⅠと同様

i:
eiiHe-iiHQPa=Pa+i eiTHIae-iTHQPadT,

∫
Ia≡HIHQ-∑vik

/.土∞‖vike-iTHQPaltd,<∞
による｡つまり､

(48)

と評価したい｡この場合はV:･kには微分作用素が入っていないので､stabilityの仮定は
いらないoあるいはL2-norm の意味で量子系は常にstableである: P - P/‖< e⇒

suptlle-itH(p-d)H≦ C,従ってL2の意味での安定性はtrivialで意味がない｡potential

のdecayと固有関数(boundstate)のdecayを仮定すると(48)がいえて､Woj=の存在がい
える｡

値域 71(Waj=)は互いに直交する.

78士-078(Woi)
α

とおくと､Sに対しIと同様の解釈ができる｡

78+=花-=71

肴as.compl.という｡

(49)

(50)

古典系では ｢波動作用素が存在⇔ 系がsiable｣であった｡量子系ではL2-normの意

味では常に安定である｡従ってこの意味ではchaoticでない｡しかLwaveoperatorが存
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｢保存力学系カオスにおける古典論と量子論｣

在して完全であるなら系のlー 士∞ での状態は完全に定まる｡この意味で古典系 ･量子

系とも

提唱: 力学系が安定⇔ 漸近完全性成立

と定義してよいのではないだろうか｡

この提唱に従えば問題 (4)､(5)を考えるにはas.compl.を考えればよい｡

Remark.(3)について: 古典論でsystemがstableなら､fl土とW土,SとSとはそれ

ぞれunitary,canonicaltransfbrmationとできる｡(measureOのset上で修正することに

よって､canonicaltransformationにできる.)この意味で､つまり､unitaryoperatorin

QM ⇔ canonicaltransformationinclassicalmechanics,という意味で､答 (3)がでる｡

4 AsymptoticCompleteness(漸近完全性)

as.compl.が成り立つとはwaveoperatorのrangeによるtotalspace71の分解ができ
るということであるoこれは､t→ 土∞での系の漸近挙動が

asymploiicallyfreestate㊨ boundstale

の形に分類できるという意味を持つ｡

量子論ではHamiltonian(1)のfreeenergypartHoがHo≧0

(51)

と下に有界であることが

完全性の証明で重要な役割を果たすO古典論ではL｡は下に有界ではない｡つまりdynamics

の違いのため､完全性の証明も量子論と古典諭では平行には行えない｡実際には古典論で

の方が証明は一般に困難になる｡これが (7)に対する答を与える.(理由Ⅰ)

またいま我 の々とっているformulationでは古典論もL2theory化してあるので前にあ

げた理由のⅠⅠは本質的な困難ではなくなっているように見える｡しかし量子論ではbase

Hilbertspaceが71-L2(RS(N-1))とconfigurationspace上のL2理論としているのに対
し､古典論ではbaseHilbertspaceはTt- L2(R2(N-1))とphasespace上のL2理論となっ
ている｡これは量子論では不確定性関係のために位置と運動量の不確定度の積が一定の

限界以下にはなり得ないのに対し､古典論では誤差に下の限界がないことに対応する｡つ

まりL2理論であっても古典論は結局pointwiseな理論に帰着してしまうことを意味する｡

これが (7)の理由ⅠⅠである｡

証明の詳細にはいるとものすごく大変なのであらましだけ述べる｡

Ⅰ.古典論.pairpotentialli･k(I)のsupportがcompactな場合に対してHunzikerが与

えた証明:時間tが正の方向に大きくなるとき任意のcompactsetから離れていくstate

eLi桝ま､漸近的に∑ αeLa鶴 の形に分解されることを示す｡

実際には4,のうちscatteringstatespace71ミニ乱≠｡Ra+-のprojectionを4,+とする
と､4,-¢+がboundstateになってしまうことを示す｡これの証明はstateeLtがpotentia･1
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が利かない領域にはいると直線に沿って進むことを用いていて､potentialのsupportが

compactなことが本質的に用いられている.もう一つの根拠としてconfigurationspace

R3(Nll)のN-体系に特有な分解を用いているo(下図)

II.量子論での証明でもconfigurationspaceR3(N~1)の分解が重要な役割をする｡

53(〟-1ト 1

xα=0

G:Lzel>>｣xalRjO:e-1'tHQ

この図で回 が小さくIzel(2-1,- ,(冒))が大きい部分Gではinterclusterinteraction
が小さくなり系はほぼe-itH0両こ従って発展すると予想されるOこの予想は実際正しいこ

とがHoが下に有界であることHo≧0を用いて示されるoこの事実を系はasymptotically

clusteringであるという｡領域Gが細くなるとき､対応する系のdynamicsは直感的には

e-itHQPaに従うと期待される.
実際potentialがCoulombpotentialより速く減衰する場合short-rangeと呼ぶが､この場

合はこのasymptoticclusteringからasymptotic____甲甲pleten甲亨がinductionによって導か
れる｡

CoulombかCoulombより遅く減衰するlong-ranepotentialの場合は､一般に古典軌

道の挙動が悪くなる｡つまりたとえば運動量p(i)の漸近運動量p(∞)への収束の程度がi
について横分可能でなくなる:2体でいえば

p(∞)-p(i)-｣∞ ∇V(I(T))dT-0(i-～),(-0(logt)ifp-1)･
ここで

V(x)-0(回~p),∇V(I)-0(lxrトp),o<p≦1

とした｡long-rangeの場合､このことを考慮して､古典軌道に応じてHaを修正してやら

ないと波動作用素自体の存在がいえなくなる｡そしてこの修正のためにshort-rangeのと

きのようなinductionが使えなくなる｡従って直接的に完全性を証明しなければならな

い｡その証明では､上の図でJxαI;130,lzel>>[巧 のところGがpointになる.つまり
momentumoの粒子の連動を解析しなければならなくなる.式で書くとx-xαと書いて

p+-tlimJ (i)*言U(i)

とおくとき､P+¢-0なるstate卵こ対し､極限

limUD(i)*U(i)¢tー(冗)
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の存在を証明しなくてはならない.ここでUD(i)は､プランク定数がOに行くときUD(i)
で表される量子系が古典軌道を再現するように修正したe-itHoと思ってよい｡これは上に

述べた運動量p(i)の漸近運動量p(∞)への収束の程度がtについて積分可能でなくなる
といった古典力学的なことを考慮しないと波動作用素が存在しないためである｡こうし

た上でlong-rangeの場合に対し､(53)の存在をCook'smethodで証明しようとすると､

short-rangeのときは問題にならなかったchannelαのinternalcoordinatesが邪魔をする
ようになる｡

実際にはP+¢-0のときは任意のC>0に対し

tli-J T,C)U(如 0 (54)

となるが､これは次のように改良できることがDerezi五skiによって示されたo1>p>0

をpotentialのdecayorderとするとき6>2(2+FL)-1なら

tli-wx(i,C)U(i,4-0. (55)

Cook'smethodを適用するとき問題となるfactorはinterclusterpotentialをI(I)とする
とき

(I恒 )-I(t,0))U(i)¢ -/.1∇I(i,Cx)･xdOU(i)4

- ∇I(iA ･xx( 官 <C)U(I,¢ (56,

である.ただしI(i,I)はI(I)を時間空間に関して適当にcutoffして

I∇I(t,I)i≦consi,i-1~p

を滞たすようにしたものである｡これを上の式に代入すると

Il(I(i,x)-I(i,0))U(i)洲≦corut.r l-ptS

となるから

-(1+〟)+古く -1,

すなわち

2

o'6-p 'pS示巧 -P=一

%･e･ FL2+2p-2>0･

〃2+2〃-2

〟+2 7

(57)

(58)

従ってFL>1β-1なら(58)はtについて積分可能となり､Cook'smethodが完結し､波
動作用素の完全性が証明される｡
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このFL>1β-1は改善されないだろうというのがDerezi丘skiの予想であるOその理
由として彼は2体古典的Hamiltonian

h(I,p)-妄p2-Jxl-p (∀p,0,fixed)

の運動量0の解は

x(i)-ct2(2'p)ll,C≠o

となることをあげている｡実際1次元では

p(i)-dx/4t-C2(2+p)-1i2(2'p)-1-1,
⇒ dp/dl-C2(2+p)-1(2(2+FL)-1-1)i2(2'p)~1-2

であるが､これはHamilton方程式より出る

dp/di--∇(一陣 )｢p)ニーナ車(i)｢P-2x(i)ニーpclcti-2i2(2+～)-1

と､あるCに対しては一致する｡(2(2+FL)-1-1<0だから｡)

(59)

(60)

以上が完全性が成り立たないかも知れない (4)の例である｡(古典諭については次節
でもう少し詳しく述べる｡)

Remark.Derezi丘skiの議論を拡張するとlong-rangecaseFL> 乃ヽ11に対しては結局

RILmmtlimJIx(lxQ lelR,-))e-it"p' 洲 - 0 (61)

が成り立ち､古典系ではi2(2+～)11のオーダーで増大したものが､量子系では実は本当の

boundstateであることが示される｡これが量子系で完全性の証明ができる一つの理由で

ある｡言い替えれば次節で述べる､古典系でのalmostboundedsolutionsが､〟>＼β-1
の量子系では存在しないということが漸近完全性の証明が量子系でできる一つの理由で

ある｡これは量子系では確率密度だけが問題になり､波動関数の位相は絶対値をとるため

問題にならないためである｡実際には増大する因子が位相に繰り込まれてしまう｡しかも

位相因子はpointwiseに収束しさえすれば波動関数は収束するからである｡

以上より0<IL≦ノき-1の場合､as.compl.でなくas.clust.のみが成り立つ系が
存在しうるということがDerezi丘skiの予想から出るわけであるO(すべての量子系はas.

clust.である.)このような系に対しては上の図の領域Gの部分にある状態はl→士∞で

はどんどんひろがっていくが互いには重ならない｡しかし量子系は確率的にしか存在しな

いからこれら異なる領域の間で存在が移り合うことが有り得る｡この意味でもunstable

であるがこのcone領域G自身が広がっていくということはその中だけでもunstableで

ありうることを示唆している｡

予想 (4)､(5)のような､完全性が成立せずカオスと関係する現象が現れ得る量子

系は､

Poieniialの減少度がo<FL≦ 乃ヽ-1
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almostboundedsiaie4,-P+函 i存在

n+I-ai芝(2+～)-1
e~itnH車≠0

(63)

(64)

で､

して､たとえば

のような関係が成り立つときであろう｡このような量子系は量子的にchaoticな系と考え

ることができるだろう｡これがカオスと関係する量子系 (4),(5)の可能性である｡

(6)､(8)については､dynamicsの違いにより､散乱でいう完全性の証明は古典力
学の方が困難である｡しかし逆にいえばchaoticな現象は古典系の方が解析しやすいとい

えよう｡long-rangeでは古典的な運動が量子系での運動に直接関係するという意味で､古

典的カオスの研究から量子系のカオスがわかる可能性はある｡

5 MoreonClassicalScattering

一般の2体のHamilton方程式あるいはNewton方程式

i(i)--∇V(I(i)) (65)

の解x(i)のt- ∞ での挙動は次の3個のタイプに分類される｡ただし次の仮定をおく｡

仮定 (2体).麿V(I)L<Cα(1+回)-～-回forsomeIL>0.

この仮定のもとにlimtー∞r Ix(i)が存在することがいえるOそして解は次の3つの場
合のいずれかを満たす｡

TypeI･boundedsolutions:supけ｡Ix(i)I<∞.

TypeII･almostboundedsolutions:unboundedsolutionswithlimトー∞t~1x(i)-0.

この場合さらに神 )J≦const.l2(2+～)-1が成り立つ｡(このcaseは2体の場合 m̀easure'

0(i･e･p(∞)-0)でしか存在しない｡従って2体では完全性が成り立つ03体以上では一
般のpotentialの場合の完全性はopenproblem.)

Typeillscatteringstates:limt→∞i~lx(+)≠o･Thenthislimitequalslimトー∞i(i)

(-asymptoticvelocity).

証明は2体の場合容易である｡

多体の場合でも同様のことが成り立つ｡

pairpotentialsti･j(xij)は2体と同じうえの仮定を満たすとする.
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α-(Cl,-･,Ck)をclusterdecompositionとLZ｡を

Zα-ix∈x≡R3(N-1)b･,･-Oifi,j∈]Ce,I.･,.≠Oifi∈C2,j∈Cmfor]e≠m)(66)

とおく｡すると

X-Uz｡ (disjointsum)･
α

(67)

N体のときもlimi→∞i-1x(i)が存在することがいえる｡(Derezi丘ski)さらにこの極限

がZ｡に入っていればそれはIimt_∞克(i)に等しいことがいえる｡ただしxa(i)はHO-

Hα+Taによって生成される古典軌道.Z｡の定義からこのときlimt_∞rIxα(i)-0.ただ
しxα(i)はHαによるinternalmotion.(65)からlimレcDt~1x(i)∈Z｡によって古典軌道が
完全に分類される｡

さらにlimi_∞｢1xo(i)-Oのとき次がいえる.

a)匿(i)I<ci2(2+～)-1
b)Ifforanyi,i,thereexists0>0suchthatl∇V.･j(I.･,･)[<ce-C(1+柚 ),then

匿 (i)I<(C+lni)･

C)Ifforalli,j,Vij(I.I,･)isofcompactsupport,thenxα(i)isbounded･

(68)

Derezi丘skiはC)よりHunzikerの結果が再現されることを示したOその証明ではpo-

tentialの p̀erturbation'に対する古典軌道の弱い意味の安定性が使われた.(これより初

期値に関する弱い意味での安定性が出る｡)これを用いてDerezi丘skiはexponentialdecay

をするpotentialに対して弱い 意味の存在と完全性を示した｡しかし上のb)の評価より､

exponentialdecayingpotentialsの場合はalmostboundedsolutionが残る可能性があり､

Hunzikerの結果のような強い意味の存在と完全性の証明は得られていない｡

古典系と量子系の違いをまとめれば

(A)dynamicseLtとe-itHの違いにより波動作用素の存在と完全性は量子系と古典系で
は平行に論じられないOとくにLのperturbationLvが微分作用素を含んでいるため､古

典系では強い意味の存在と完全性を得るためには､力学系の安定性を仮定する必要がある

ようである｡

(B)さらに力学系が何らかの意味で安定 (たとえばexponentiallydecayingpotentials

のような安定性)であってもboundstates,almostboundedsolutions,scatteringsolutions

の3種の解がありえて､存在と完全性は古典論ではpotentialのdecayに応じた弱い形で

しか証明されていない｡

(C)almostboundedsolutionsが存在すればそれが古典系のunstabilityorchaosの原
因であろう｡量子系では〃>1β-1ではalmostboundedsolutionは前節のRemarkのよ
うに存在しないが､これよりdecayの悪い場合はalmostboundedsolutionsが量子〃体

系(〟≧3)でも存在する可能性がある｡従って量子系でもchaoticな現象が起こる可能性
がある｡(この解析に古典諭が役立つ可能性はあるだろう｡)ただしこのようなポテンシャ

ルが物理的に存在するのかはわからない｡
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以上よりconjecturesを述べれば

(Ⅰ)古典系ではpotentialがcompactsupportでなければ一般にchaoticないしunstable

であろう｡従って特に古典力学に従えば､たとえば太陽系は安定ではなくいつかは崩壊し

てしまうだろう｡

(ⅠⅠ)o<FL≦Jき-1のとき量子系はchaoticないしunstableであろうoLかしこのよ

うなpotentialが物理的に存在するかは不問にした上での話0

(ⅠⅠⅠ)それでは実際に物理にchaoticな現象は存在しないのか｡これに対しては､chaotic

な現象を包含し得､かつ､太陽系等のある程度の時間間隔の安定性を説明し得る､古典論

と量子論との統合法がある｡機会があれば稿を改めて論じるだろう｡
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