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多価第-積分による､双曲的周期解回りでのカオスの解析

名大･理･物 石井 雅治

0.始める前に

双曲的周期解をもつコンパクトな可能分力学系に摂動が加わるとこの周期解の回りに激しいカオスが発生

することが知られている｡この場合､不変集合の複雑な振舞いから1価な保存圭の非存在が示される｡だが局

所的にはこの解の回りにも保存量は存在する｡そこで力学系の定義域を複素領域に拡張し局所的積分を解析接

続して多価第一積分を構成しその多価性の挙動から周期解の近傍でのカオスを解析する｡この手法を使い､メ

ルニコフ-ポワンカレの手法よりも深く､双曲的周期解回りでのカオスをとらえることができる｡結局､非摂

動系には安定多様体と不安定多様体を滑らかに接合し入れ換える"入れ換わり特異点"が存在するのだが､こ

れは摂動不安定でありこの消失によりホモクリニックカオスが発生するのである｡また楕円的周期解の近傍で

もこの手法を使い､周期解の個数と周期の間に､エルゴード性と関連するある代数的関係式が成立すること､

有理数に近い回転数をもつ不変 トーラスは摂動で壊れやすいことを示せる｡

1.考える力学系､とそのやり方

ここで考えるのは摂動項のついた2自由度ハミルトン系

H(p,q)-Ho(p,q)+EHl(p,q),

孟(芸)-(
晋

一晋),
pJq∈C2)i∈C (1)

で､非摂動なHo系が独立な第-積分◎Oを有し図1のようなトーラスを含む不変集合をもつものであるoHo

-E,◎O-Cの定める代数多様体の特異点集合

S=((p,q)∈C2恒 nk(

詰

寄 蔓)<2) ,
(2)
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つまり周期解､の近傍から考察を始める｡この近傍において正則な局所的積分の解析接続を考えこの操作で生

じる特異点の機能や多価性の構造を通して系の大域的振舞いを探る｡2.では積分の解析接続の性質を議論し

て､ポワンカレマップの一種である"モノPiロミーマップ"を導入する｡3.ではモノドロミ-マップを使い代

数的な手法で周期解の個数と周期との関係式を導く｡4.では双曲周期解近傍と､安定/不安定多様体近傍で系

を考察し､"入れ換わり特異点''という概念を作って安定多様体と不安定多様体の交叉を試論する｡5.では

楕円的周期解近傍で摂動により新たに生じる周期解を考察し､この生成領域が有理数に近い回転数をもつ不変

トーラスが存在した近傍の薄い領域であることを示す｡

2.多価第一穣分とそのモノドロミーマIyプ

一般にn次元力学系は､不動点以外の各点の近傍で時間を含まない独立で正則なn-1個の第一積分を

持つことが知られている｡このことは微分方程式

雷-I(xh ∈Cn,t∈C

のf(xo)≠0なる点a:Oの近傍で､適当な局所座標の変換y:Cn-Cnが存在して

新 1,% -0 (i-2,3,･･･,n)

(3)

(4)

を満たすことと同値であるoy.I-yi(a)は時開発展しないので点Xoの回りの積分なのである.図2のよう

に周期解C上の点 coをとるとこれは明らかに不動点ではないから､この近傍でH と独立で正則な積分¢1,¢2
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がとれる｡co近傍の正則関数をCに沿って再びcoに達するまで解析接続する操作をrと書くことにする｡r

はすべての正則関数に対して可能であるとは限らないが41,¢2について次の1)-3)の性質が成立すること

を示せる｡

1)r¢1が存在する｡一般に局所的穣分は､定義域を解析接続してやると多価になることに注意｡

2)関数関係の不変性により､時間発展のベクトル場

aH a aH a
Vt=-----

apaq aqap

に対して

0-vt¢1･-Vfr少.･

が成立するから各r動 も系の積分である｡だから

r¢i=(r由)(il,¢2)

と表せる｡

3)¢1,¢2は摂動が十分小さいときには常に存在する｡

以上の性質を合わせ結局

r車.･-(r両)(41,¢2,E)

となる｡さらに系の保則性から

dr¢1̂ dr¢2-dQl∧(坤2

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

であるよう¢1,¢2を選ぶことができるo(8)よりr車はcoの近傍で1種のポワンカレマップと見なせる｡こ

れもモノドロミ-マップと呼ぶor両 ま一般に車 に関する2次元非線形写像になる.

3.モノドロミ-マップと周期解

点 coの近傍で局所座標として(H,T,41,¢2)をとり､co-(0,0,0,0)となるように積分や時間を選

んでおくCこの近傍の点 (Ho,10,410,¢20)を通るm周期解は次の方程式により定まる.
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(≡:0.)-(Fr:笠鳥 …:盟 ),a-Ho･
(10)

これを周期解の決定方程式と呼ぶことににする｡r¢1が〟 1個の点を1点に写し､r¢2が 〟 2個の点を1

点を写すとき､モノドロミーマップr車は〟(:-〟1+〟2)次退化であると定義しておく｡以上の準備のも

とで代数的手法を使いm 周期解の個数を評価してみよう｡

まず1周期解を考える｡決定方程式は適当な線形変換で

線形変換

r¢-¢⇔

a(¢1,¢2)
(

死+ak_1(¢2)軒 1+･･･+ao(42)

dl+bL_1(4･2)ill-1+･･･+bo(i2)-¢2

-:a(¢1,¢2)
P(41)

Q(¢2)

iEERHg

(l l)

と変形できる. ここでaはco近傍で0にならい正則関数であり､PとQは¢1に関する多項式でワイヤス

トラス多項式と呼ばれているor眼性を失うことなくe≦kと仮定できるOこのときPをQで割りその余り

の多項式をroとおくと､roの¢1に関する次数deg roはeより小さい.この操作を有限回くり返すと¢1

を含まないrN を得られるo

p-qqo+ro

Q - roql+rl

ro=rlq2+r2

rl=r2q3+r3

rN_2=rN_1qN+rN .

というのもdegri+1<degr,･であるからだ.rN の作り方から

p-Q=0 4 rN -0

(12)

(13)

でなくてはならない｡この1連の操作は消去法 (ユーグリッドの互除法)､r〃 は終結式､と呼ばれている｡γ〃

は4･1を含まないのでcoの近傍で0にならない正則関数hが存在し
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～〟

rN -h(42)Ⅲ (¢2-Ki) (14)i=1
と因数分解できる.fCiはrN の零点でその個数はM程度になる｡周期解 Cが存在するからrN は少なくと

も¢2-0を零点にもつ｡

いまの議論をm 周期解の場合に適相してみよう｡適当に線形変換して

rm卜 ≠ ⇔ a(m)

と変形しておく.rln打 まr車をm回合成したものであるから､

degPm=km,degqm=em

(15)

(16)

が成り立つ.従ってPm,Qmに対応する終餌 場 )(柚 まMm個髄 の零点をもっこと納 るo lつ

のm周期解は決定方程式のm個の解に対応するから､結局その個数はMm/m個程度になる.この結果は

多項式の次数を評価しただけで､重複解や実数解以外の解も勘定しているから､実空間に表れる周期解はこれ

より少なくなる｡またr車がcoの近傍を再びcoの同じ近傍内に写す場合にしか (15)は意味をもたないか

ら､双曲的ではなく楕円的周期解の回りでこの結果が成立する｡周期解が指数的に増殖するためには1< 〟 ,

つまりモノドロミ-マップの非線形性が本質的な役割を果たしていることがわかる.

4.双曲的周期解の回りより

ここでは双曲的周期解の形によってモノドロミ～マップの形を限定し､系のいくぶんか大域的な振舞いを

調べる｡安定多様体､不安定多様体が¢1-0,¢2-0にそれぞれ対応するよう¢1,¢2をとっておく｡この

ときマップは保剛性によりある実数Tが存在して

r (…:) - (言 : - 1) (≡:)+ (;;:) (17)

となる.6fl,Sf2は摂動の効果で､¢1と¢2の関数である｡i-0のときがf1-6f2-0,また積分◎O
はcoの近傍で

◎O-¢1¢2
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と因数分解できる｡0<Eのときこの可約性は双曲的不変集合の摂動に対する安定性に対応するo図3参照O

点coの近傍では次のことがわかる｡

1)摂動に対して不変集合は安定であり連続的に存在する (【1】Moser)｡

2)周期解は1-1掛こ増殖しない｡というのもm周期解の決定方程式は

rm¢-¢-
((i:-mm二

(7m-1)¢1+∂ん1

1)¢2+∂ん2
=0 (19)

であり､7≠1であればm を大きくしてもlTm - 1Iが大きくなるから､結局任意のm に対し

(19)では1次の項が支配的で¢1- ¢2 -0以外の解は存在しない｡

これらのことから摂動が加わっても双曲的周期解近傍での系の振舞いは可稜分な場合とほとんど変わらないこ

とがわかるoLかLQl,¢2を安定/不安定多様体に沿ってさらに解析接続して行くと次の事実が明かになる.

3)非摂動時には安定多様体と不安定多様体を滑らかに接合し入れ換える¢1,¢2の特異点が存在し可積分

性を成立させている｡これを "入れ換わり特異点"と呼ぶことにする｡

以下この入れ換わり特異点を詳しく考察する｡簡単なモデルでこれを見てみよう｡4?-y2-(33+∬2)

とおき◎-0の定める代数多様体Vを考える｡中は

¢1-y一叫Tr言, ¢2-y+叫TT言 (20)

によって◎-車1¢2と因数分解できる｡これを図4に示す.車1, 42は原点近傍では正則だがS=(-1,0)

に代数的特異点をもつ｡¢1-0,¢2-0の定める多様体はβで滑らかに接合し入れ換わることによりV

を構成している｡つまりβは入れ換わり特異点なのである｡このモデルに限らず入れ換わり特異点はホモク

リニックな構造を持つ系に必ず存在することが代数的方法により証明できる｡またこれは摂動不安定であり､小

･f V 甘
角ニ0

>土

s r---1 0t丑4

亀 =O
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さな摂動に対してもただちに消失することが示せる｡たぷん摂動により¢1,≠2が βを超えてほんのわづか解

析的に延長され図5のように横断的結節点が発生すると推定される｡入れ換わり特異点の牡急によりホモクリ

ニックカオスの生成機構は次のようにまとめられる｡

1)摂動により入れ換わり特異点βが消失する｡

2)βの消失により安定多様体と不安定多様体の入れ換わりがなくなり系の可税分性が破れる｡

3)摂動の型によっては2)のとき､安定多様体と不安定多様体の横断的交叉が生じてホモクリニックカオ

スが発生する｡

摂動によりまずβの近傍で交叉 (PIP)が発生する可能性もあり､この近傍を詳しく調べることによっ

て､ホモクリニックカオスに対するより深い理解を得られるかも知れない｡

5.楕円的周期解の近傍にて

楕円的周期解の近傍ではm 周期解を考察する｡まずモノドロミーマ･yプを次のようにモデル化し､その

モデルを解析する｡

rQ-(Cs?nSe7-C:1:CO)(≡:)+(;宝),

8-8(42･叫 ,

珊 -0,響 ,o･

6fl,6f21ま摂動の効果であるo周期解の決定方程式rT-¢-0は

( cossi:: 1 C:S:cm_81) (: :) - ( 諾 mm:)- 0

(21)

(22)
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である.小さいりこ対しSfml,Sfm2も小さいことに注意｡いま

mO -2汀N (N∈N)

sinmO ～sin2汀N=0

cosmO-1～cos2汀N-1=0

とすると

(23)

(24)

がなりたつ｡(23)の条件はOが有理数N/mに近い図6の斜線の薄い環状領域 Rに対応する.R上では

(22)の摂動項が支配的になり

∂ん 1 -0,∂ん2-0 (25)

が決定方程式になる｡またこのようなm ほ無数に存在する｡これは双曲的周期の近傍では見られない現象で

ある｡(25)が支配的になる'Rの幅は摂動パラメーターEとの比で決まるのだが摂動が大きいはどこの幅が

大きくなることは自明である.6fml,6fm2の退化次数が2以上であれば3.の議論から周期解が増殖しう

ることがわかる｡

このモデルの範囲でわかることをまとめると､結局楕円的周期解の回りでモノドロミ-マップが非線形な

摂動の効果をもらなら摂動により､有理数に十分近い回転数をもつ周期解から成る不変 トーラスが壊れて､そ

の場所で周期解が増殖するということになる｡この増殖は周期をm とすると〟m/m程度であり､モノドロ

ミーマップの非線形性がエルゴー ド的な周期解分布を引き起こすと考えられる｡

6.まとめ

局所的第-積分を周期解の回り､不変集合の回りで解析接続して､その時に生じる多価性や特異点の考察

により以下の結果を得た｡

1)ホモクリニック的不変集合はさ搾妄動時に入れ換わり特異点をもつ.

2)入れ換わり特異点は摂動に対し不安定である｡

3)入れ換わりの消失はホモクリニックカオスの必要条件である｡

4)楕円的周期解の回りの有理数に近い回転数をもつ不変 トーラスは摂動で壊れやすい｡

5)4)で壊れる領域の幅は薄いが摂動圭の増加関数である｡

6)摂動で トーラスが壊れると周期解が増殖し､m周期解が〟m/m個程度表れる｡
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7)6)は局所的積分の解析接続のモノドロミー写像が非線形であることから生じる｡
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