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はじめに

一次元系をはじめとする可積分な量子系を古典論の言葉を通して理解しようとする

とき､半古典論は我々に､これまでのところ考え得る最も有効な記述の手段を提供して

きた｡しかし､古典論がカオスを示すような系に半古典論を適用しようとすると途端

に､まさに系がカオスであることを理由に､多くの原理的な困難が予憩される｡その困

難さの源は､大雑把にいえば､半古典論に寄与する古典軌道か､時間もしくは長さに対

して指数関数的に増大するということにあるといえるが､よくみていくと､その現れか

たには､いくつかの異なった側面があることに気が付く｡

最近関心を集めているエネルギー領域の跡公式の収束性の困難もそのひとつのあら

われである[1]｡跡公式に寄与する周期軌道敷の増大率がその振幅因子の減少率を上回

るため､周期軌道の無限和は絶対収束しない｡これは､半古典論が近似でしか成り立た

ない系であろうと､半古典論が厳密に成り立つ系であろうと､系かカオスを示すことに

より遭遇する困難のひとつであり､定負曲率面上での測地流の運動に対するSelbeTgの

traceform山aは後者の典型例といえよう[2】 ｡
一方､跡公式を含む､さまざまな半古典論の出発点ともいえる時間領域の半古典論

は､適用時間を有限にかぎるならば､半古典論のプロパゲータに寄与する古典軌道は､

いつでも有限個であり､エネルギー領域の半古典論で生じるような無限和の収束性にか

かわる困難は生じない｡よって､半古典論が厳密に成り立つ､例えば上記の定負曲率面

上での測地流の問題やアーノルドの猫のような系の時間やモ域の半古典論は､当然のこと

ながら､どのような長いタイムスケールであっても正しく量子論を再現する｡ 従って､

カオス系における時間領域の半古典論に問題が生じるとすれば､半古典論が近似でしか

意味をもたないような系のクラス-こちらの方がより一般的である- に対して半古典

的を適用したとき､それが果してどこまで有効か､という点に集約される｡半古典的な

近似を含むことの影響は､エネルギー領域の半古典論でも当然とりあげられるべき重要

な課題であるが､そこまでのたちいった議論はこれまでのところなされていない｡エネ

ルギー領域の問題では､上記の無限和の収束性と､半古典近似の問題とが混在している

ことが話をより複雑にしている｡まず､半古典近似理論の出発点である時間領域の半古

典論に対して十分な理解がなされるべきであろう｡

以上の問題意識のもとに､我々の研究の目的の第-は､piece-wiseにqlladraticな

ポテンシャルをもつ一次元の周期外力系を用いて､時間領域の半古典論がいったいどの
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ようなタイムスケールまで有効で､もし破綻するとすれば何が理由で破綻するか､と

いう極めて素朴な問題を調べることにある｡ モデル系の具体的な紹介､利点等は後述

するが､一次元周期外力系をモデル系として選ぶ理由と関連して､我々の本研究のもう

ひとつの重要な目的は､次の疑問､すなわち､"半古典論は､波動関数の動的局在を再

現することができるか?"という問題を考察することである｡ 量子力学による古典系の

カオス的拡散現象の抑制【31は､系の準固有状態が､一次元ランダム系のtightbirLdiltg

modelと類似の方程式から決定されることから､その機構をアンダーソン局在的なもの

に帰着しようとする見方がある｡しかし､対象とする拡散現象が対応する古典系のカオ

スに起因する以上､その発生機構の完全な理解には､古典力学との関連を知ることが避

けてとおることができない｡冒頭で触れたように､半古典論は､そのことを探るいまの

ところ最も有効な手だてであり､よって､我々のここでの試みは､半古典論自身の有効

性と限界を見極め､同時に､波動関数の動的局在現象の起源を､古典論との関連で理解

する可能性を採ることである｡

モデル

我々が解析に用いたモデルは､以下のハミルトニアンで与えられる一次元周期外力

系である｡

H(p,0,i)-Pi+V(o)∑6(i-n),n

ここで､V(0)として､piese-wiseにqua･dla.ticなポテンシャル､

V(o)-K(0-(2n+1))2/2
(2n7r≦0≦2(n+1)7r;ninteger)

(1)

(2 )

を用LTる｡但し､抄,0]ニーihで､七は時間を表すoまた､系の波動関数には､周期境罪
条件､甘(0,i)- 甘(0+27T,i)を課す｡我々が､このモデルを用いて時間領域の半古典論

を解析する利点として､次のようなことが挙げられる｡

(a)(1)式のように､系のハミルトニアンをexplicitに書き下すことができるので､量子

論および半古典論を疑義なく構成できる｡

(b)相空間が､ⅩAM トーラスなどの複雑な構造をもたず九omogeneoⅦSで､不安定性の

強さが至るところ等しい｡

(C)ラグランジュ多様体の形が単純 (直綿)なので､半古典論のプロパゲータに寄与す

る古典軌道の探索が容易である｡その結果､半古典論を長時間計算することができる｡

I(d)半古典論に寄与する古典軌道に教諭的な特殊性がなく､系がパラメータ(K)をもっ

ことにより､genelicな場合を調べられる｡

既に半古典論の考察の対象となっているアーノルドの描【4ト パイこね変換【5】など
の系では､これらすべての性質が満足されているわけではない｡アーノル ドの猫では､
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古典論の教諭的な性格か強く反映し過ぎて､得られた結果がどこまで一般の系に拡張可

能か明らかでない｡また､バイこね変換では､量子化の手続きそのもの､及び半古典論

の構成の仕方に唆味な点か残る｡

しかし､我々のモデルが､半古典論の解析に際して､あらゆる要素を含み､かつ一般

的というわけではないことも言っておく必要がある｡というのは､このモデルには､通常

の時間領域の半古典論の波動関数を問題にするときに避けられない､いわゆるca,ustics

発生による困難が､少なくとも見かけ上は現れないからである｡この系の古典力学がカ

オスを生み出すメカニズムは､通常の引き延ばしと折れ苛みではなく､引き延ばしと切

節 (+引き戻し)である｡半古典論の波動関数に現れるcausticsは､ラグランジュ多様

体が折れ畳まれた場所 (正確には､ラグランジュ多様体を､考えている半古典論の表示

で見たときに､その微係数が無限大になる点)で発生する｡ところが､我々の系のダイ

ナミクスは折れ畳みをつくらないから､その意味でのC肌Sticsは発生しない｡従って､

従来予憩されているように､catlSticsがカオスのダイナミクスによって時間とともに指

数関数的に多重発生し､その結果として半古典論が量子論を再現しなく.なる､というシ

ナリオをこの系で直接検証することはできない｡(そのためには､Ⅴ(♂)-gsinβとし
た､いわゆるstandaTdmapなどを用いて調べることか考えられるか､そうすると､上

記の(ち),(C)の利点が失われてしまう｡ 特に半古典論に寄与する古典patllを探索するこ

とが困難になることは､いま最も知りたい長時間におよぷ半古典論の有効性のチェック

のためには致命的とさえいえる｡)しかし､時間がたつにつれて､切断され､引き戻さ

れた多様体上の点は､半古典論の波動関数を考える上で､通常のcausticsと似たような

役割を果たす｡

半古典論

以下､運動量表示で半古典論を考える｡量子論の時間発展を与えるG工een関数 (oⅠプ

ロパゲータ)Gbt,p.,i)-<ptI町 po> 但し､6-expi-ij32/2h)expi-W(a)/h)
に､定常位相近似を用いることにより､iステップのプロバゲータの半古典近似は､

G("'(pt,po,i)-∑東 )(pt)exp卜吉S(m)(pt,po)) (3)m
で与えられる｡ただしこの系には､先に述べたように多様体の折れ曲がりがつくる古典

的転回点に相当するものかないので､Maslov指数は省略してある｡ ここで､m は､異

なる鞍点解を与える古典軌道を表し､各軌道 ipfm),C.(.ml))(0_<i≦i)[ま､初期運動量

p(om)､終運動量p(tm)の条件のもとに､古典写像

ofTl) - 05m)+p5m)

p5Tl)- P.(m)-V'(0.(.ml))(0≦8皇m)≦2W)
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で与えられる｡S(Tn)(pt,po)は､古典軌道 m に対する対する作用で､

S(-,(pt,po)-宴 {誓 .V(ot'-',I(p5-,-pSTl',CI'-)}
(5)

である｡また､A怒)(pt)は､各古典軌道のまわりの量子ゆらぎを反映した振幅因子､

舶 pt'-I(誓 )p｡け (6)

で､いま考えている系は､相空間のすべての点で､不安定性の強さが同一であること

から､系のLyapurLOV数αを用いてe~ot/2と表される｡ また､波動関数に周期境界条件

g(0,i)-甘(0+2打,i)が課されていることから､初期運動量pSm)と終運動量p(tm)は､h
の整数倍でなければならない｡半古典論のプロパゲータG(SC)(pt,po,i)に寄与する古典

軌道の0.(m)探索する上で､注意しなければならないのは､i≠0に対しては､探索範囲

に拘束条件がつかないか､初期のOSm)に対してだけは､0≦08m)≦2打でなければなら
ないことである｡

さて､以上の準備pもとに､(1)(2)で与えられる系に対して数値的に半古典論のプ
ロパゲータを評価し､その有効性と限界を検証すると同時に､この系でも典型的に現れ

る波動関数の動的局在を半古典論はどの程度まで再現可能か､を以下で具体的にみてい

く｡その前にまず､これから考えようとしている問題に対するいくつかの予備的な考察

を行おう｡

予備考察 1

半古典論の近似は､量子論の経路積分表示されたプロパゲータに対する寄与として

最も支配的な古典軌道と､その周りのhの2次のゆらぎまでを考慮したものである. そ

の時､寄与する古典軌道は各々が全く独立であると仮定される｡また､その仮定が満足

されている限りには､正しく量子論を再現する｡ しかし､系がカオスであると､プロパ

ゲータに寄与する古典軌道は､時間と共に指数関数的に増大し､上述の仮定が成り立た

なくなる状況が発生し得る｡では､そのように各々の古典軌道のまわりの量子ゆらぎが

独立でなくなり､半古典論で用いられている近似か危うくなるのは､どのような特徴的

なタイムスケールであろうか｡おそらく､これまで信じられているのは､初期のラグラ

ンジュ多様体が､古典ダイナミクスの引き延ばしと折れ畳みで､ブランチ問に干渉を発

生する時間､所謂 Eh工enfesttime(～logh-1/入､但し津 毛のLyapunov指数)であろ
う｡これは,同時に量子論と古典論の対応が破綻するタイムスケールでもある｡事実こ

の予想を出発点として､HeueIたちは時間領域の半古典論を調べた[6]｡その結果は予

想に反して (?)､時間領域の半古典論は､logh-1/人のタイムスケールを越えてwork

した｡何故そのようなことが起こるのであろうか? l
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そもそも､プロパゲータに寄与する古典軌道の周りの量子ゆらぎが独立であるとい

うことの意味は､相空間上のブランチの問の距離か離れていることではなく､(3)式の

各作用の差が27rに比べて十分大きいことである｡ところが､作用の差は相空間上での

ブランチ問の距離ではなく､ブランチと多様体か囲む扇-=の領域の面積であるからこ半

古典論がwolkするか否かを判定するためには､その扇型の領域が時間とともにどのよ

うに推移していくかを考えなければならない｡以下に示すように､プロパゲータに寄与

する各軌道の作用の差の平均的なオーダーとしては決して時間と共に小さくはならない

ことが､我々の系では容易にみてとることができる｡そのためにます､終運動量ptを,

初期座標eoと初期運動量poの関数とみて､作用を初期座標Ooについて微分する｡すな

わち､

dS (m)(pt(0 1, P.),P.)
dot

dptdS(m)(pt(01,Po),P.)
dOl

宏 o" 1(el)

dpi

故に､古典軌道ipfm),8.(.ml))と〈pfm'1),of.ml'1))との問の位相差･は､

△S(oim),o(1m'1))≡ S(m+1)(pt(8皇m+1),p｡),p｡)-S(-)(pt(o(1m),P｡),P｡)

謡震+I)0-1(81,dot

ところがいま､教 ～eQt､Oim'1)-β三m)～e-Qtであるから､結局

△S(8(1m),Oim'1))～o(1)

(7)

(8)

(9)

となってしまい､平均的な位相差は､常にオーダ- 1である｡このことから､系がカオ

スを示し､半古典論に寄与するブランチが時間と共に指数関数的に増大しようとも､必

ずしもEIlrellfesttimeで半古典論が破綻することは限らないことか想像される｡ここ

での考察は､系の特殊性をどこにも用いていないので､得られた事実は任意の系に対 し

て成り立つと考えてよいであろう｡

半古典論が､logh-1/人という極めて短いタイムスケールを越えて有効性を発揮する

可能性があるとすると､波動関数の動的局在を､果して半古典論はつくりだすことがで

きるのであろうか? そもそも､波動関数の動的な局在の機構が完全に理解されていな

いことから､局在のおこリ始めるタイムスケール自体末声明のことである｡ しかし､こ

れまでの計算機実験の結果の示すところでは､量子論の局在は､量子古典対応の崩れる

logh-1/人よりかなり先のタイムスケールでおこっている.半古典論が､logh-1/人を越

えてworkL､その後に起こる局在現象を再現するということは､半古典論のインプッ
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トである古典論に対して､どのようなことを要請するのであろうか､以下で考察して

みる｡

予備考察2

いま､時刻i-0で､系の状態が古典こ半古典系ともにp-poにあるとする｡すな

わち､P(｡)(p,i-0)=P(JC)(p,i-0)-6(p-po)｡但し､P(a)(p,i)=P(JC)(p,i)はそ
れぞれ､古典､半古典論の分布関数をあらわす｡ このとき､半古典論の分布関数は､

(3)式のプロパゲータを用いて､P(sc)(p,i)-IG(SC)(pt,po,i)[2と表される｡いま考えて
いる系では､割 高因子A怒)(pt)が場所によらず一定であるから､それをAt(-e-Qt/2)
と略記することにすると､半古典論の分布関数はp-poで､

p(sc)(p.,i)=lG(SC)(p.,p.,i)J2
Nl(po)

- EAfexpli(S(mL s(n))]m,n=O

- 榊 (po)"mS;読 ""k!.-mexplk(S(叫 -S(A))] (10)
となる｡但し､作用S(m)(po,po)のalgumerLtは省略した｡ここで､Nt(p.)は､時刻t
で終運動量がpoとなる古典軌道の総数で､古典論が拡散係数Dctで拡散するとすると､

Nt(po)～eat/√戸請である. さて､作用の間の相関を表現する部分を､

1 Nl(po)-m

C(-,i)≡再訂 kE expl言(S'k'm'-S(k')]

とおくと､半古典論の分布関数は､古典論の分布関数を用いて､

Nl(po)

p(JC)(po,i)-P(d)(po,i)∑ C(m,i)
m=0

U f1g

(12)

表される｡いま､量子論の波動関数か局在し始める時間をiLとすると､局在がはじま

るまでの間は､P(sc)(po,i)～P(cL)(po,i)であるはずであるから､

Nl(po)

∑ C(m,i)-o (fori≦iL)
m=0

(13 )

とならなけれ(まならない｡また､局在をおこすと時間が十分大きいところで漸近的に

1;(JC)(po,i)～constとなるべきであるから､半古典論が局在をおこすためには､

N7(po)

∑ C(m,i)～Ji (fori≫iL)
m=0
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でなければならないことがわかる｡つまり､七≦tLでは､古典論の作用の問には､全く

相関がなく､七≫ iLで､古典作用間には､微妙な相関を存在しなければならない｡微妙
であるという表現を使った訳は､∑:1=(p.0)C(m,i)の和にでてくる作用のペアは､時間
と共にNt(po)2-eat/DcLiの割合で増えるか､局在のために必要な相関は､それに比

較してほとんど無視できる程度の増え方だからである｡

以上の議論は､pt-poという特定の境界条件に対して得られたものであるが､もう

少し一般的には､局在をおこすことを系の準エネルギーが離散的なスペクトルをもつと

いう条件で言い換えることによって､次のようにも書ける｡

1∑<pLG(sc)(p,p,i)lp>L2-const (asi-∞) (15)
P

半古典論のプロパゲータに寄与する古典軌道は､カオスを反映して指数関数的に増

えていく｡しかし､以上の考察の示すところは､もし､半古典論で量子論でおこってい

るような局在をつくろうとすれば､古典作用の間に相関か､それも非常にわずかな程度

の相関か存在していなければならないということである｡わずかと言えとも､これは､

我々のカオスのダイナミクスに対する常識と反するように思われる｡何故ならば､カオ

スは､時間とともに初期条件の情報を指数関数的に失っていき､系のLyapurLOV数で決

まる特性時間の後は､任意の2つの初期点から出発した軌 道の位置にはいかなる相関も

存在しないはずだからである｡

しかし､ここで行った議論は､あくまでも半古典論が量子論の局在を再現できると

いう前提から導かれる推論の域を出ない｡本当に､古典論自身が､そのダイナミクスの

内部に､局在をひきおこすような古典作用間の微妙な相関を準備しているか否かは､実

際の系の半古典論と､それに寄与する古典軌道の性質を詳しく当たってみる以外ない｡

数値計算の結果

以下､(1)(2)p式で与えられるモデル系を用いて行った半古典論に対する数値計算の

結果を示す｡まず､最も基本的な半古典論の検証は､(3)式のプロパゲータから得られ

た半古典論の波動関数自身か､純粋な量子論のそれとどこまで一致するかということ

である｡Fig.1にその典型的な結果を示す｡右側の図が半古典論､左側が量子論と古

典論を重ねて書いたものである｡この系の特異なところは､ポテンシャル (あるいは､

それを微分した力が､8-2n7r(n;integer)で不連続なことである｡そのため､量子論

の波動関数は､その不連続点上でGibbs現象を起こしてしまう｡図の 1ステップ目で

既に現れている8-0and27rでの波長の短い振動がそれである｡ 一方､半古典論の 1

ステップ目は､寄与するブランチは1本で､もちろん量子論の Gibbs現象を表現する

ことはできない｡従って､厳密な意味では､半古典論は最初から量子論と一致しない

ことになるが､ここでは､その差は考えないことにする. この振動は､ 信ヽ 程度の幅の

smoothing､あるいは波動関数のモーメントなどを求めるときのp方向に対する積分を

実行することによって平均化されてみえなくなるからである｡
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Ilo-(･2) ･10日(-2)

Fig.1 古典論､量子論､半古典論の時間発展｡上から1,3,5,7ステップ目｡左図の+
印か古典論､実根か量子論｡右図の実線か半古典論｡
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時間発展初期のうちは､量子論と半古典論の波動関数の形状はかなりよく似ている

ものの､時間が進むと､次第にそれぞれ異なった構造を示すようになる｡ちなみに､こ

のパラメータでのEhlenfesttimeは､7､8ステップ巨であるが､その前後で､とりた

てて特徴的なことか起こったようには見えない｡しかし､計算の限界近くの28ステッ

プ目あたりになると､半古典論は､全くといってよい位､量子論を再現することができ

ない｡このことは､この図で示した例だけではなく､異なる摂動の強さ方､異なるプ

ランク定数 hでも同じ傾向を示す｡(全般的な傾向としては､Ⅱenerたちが見せたよう

なEhrenfesttimeを越えた後の波動関数の著しい一致は得られない｡その違いの理由

はいまのところ不明である｡)

では､いま見てきた波動関数は､量子論でおこるような動的局在を示すのであろう

か?波動関数か指数関数的な局在をおこしているかどうかを直接波動関数自身から判定

するのは困難であるので､ここではそのモーメントの時間発展に注目する｡ これに関し

ても､様々なパラメータに対してつぶさに調べた結果の典型例を2つを次に示す｡

まず､最初のケースは､半古典論が量子論の局在をかなりよく再現する場合である

(Fig.2(a))｡古典論のモーメントは時間に比例して増大するが､量子論は､およそ 1

0ステップ目あたりから拡散がにぶり始める｡同様に半古典論も､量子論か示すのと同

じ程度の局在をつくることができる(Fig･2(ち))｡ 但し､注意しなければならないのは､

局在をつくるとはいうものの､各ステップ毎のモーメントの値自身が全く同じ値を示す

わけではない ｡ これは､量子論と半古典論と波動関数自身の細かい位相までか完全に一

致するわけではないことからくるものであるが､それにもかかわらず､おおよその局在

の様子は､かなり再現されているといっても良かろう｡

我々の半古典論の出発点は､(3)式で与えられるプロパゲータの半古典表示である｡

半古典論の時間発展は､真の量子論のプロパゲータG(qm)(pt,p｡,i)を､G(sc)(pt,po,i)
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Fig.2 (a)古典論 (+印)及び量子論 (実線)のモーメントの時間変化｡(b)半古

典論モーメントの時間変化｡(C)半古典論の波動関数の規格化定数の時間変化｡但し､

K=0･20,h=2打志
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で置き換えることによって得られる｡ では､そのように構成される半古典論は､果し

て､ユニタリ性を満足しているのであろうか? もともとの量子論は､時間発展で確率

が保存するような要請からユニタリ性が満足されるようにつくられているが､いま､そ

のユニタリ演算子を定常位相近似のもとにおきかえた半古典的時間推進演算子か､ユニ

タリ性を満たす保証はどこにもない｡もちろん､量子論がユニタリ性を保証しているわ

けではない｡一方､古典論も自らのダイナミクスのなかに､Liouviueの定理というか

たちでユニタリ性を満足するようにつくられている｡古典論のユニタリー性によって､

位相因子をもつ半古典論のユニタリ性が満足されるのは､次のような特別な場合だけで

ある｡それは､半古典論の位相の影響をまったく考えなくてもよい場合､つまり､位相

が完全にランダムで互いに打ち消し合い､半古典論が古典論と全く同じように振る舞う

ようなときである｡考えている状況に即していえば､予備考察 2でした､波動関数が局

在をしはじめる時間化 までのP(sc)(po,i)～ P(cL)(po,i)か成り立っているときに限っ
て､古典論のユニタリ性から半古典論のユニタリ性か満たされていることになる｡しか

し､これもあくまでも､確率か保存するという程度のユニタリ性という意味で､i≦iL

でも､厳密な意味では半古典論のユニタリ性を保吉正するものは何もない ｡ つまり､われ

われは､局在を問題にすることと並行して､半古典論がユニタリ性を満たしているかを

チェックしなければならないのである｡｡

そこでいま､半古典論で局在か再現できた例について､ユニタリー性の指標である

確率の保存を調べてみる｡半古典論で得られた波動関数の規格化定数を時間の関数とし

てみるのである. Fig.2(C)からわかるように､ここで選んできた系に関しては､かな

りよく確率が保存されている｡このことから､Fig.2(ち)の結果は､確かに半古典論が

局在をつくっているといえる｡

次に､我々が調べた例のなかで､もう一方の極端なケースをFig.3に示そう｡この

場合､計算したタイムスケールでは､量子論は時間と共にゆらぐことこそあれ､局在は

起こしていない｡ところが､Fig･3(b)に見るように半古典論は非常に強い局在を示し

ているかのようにみえる｡しかし､上と同じようにこの場合の半古典論の規格化定数を

計算してみると､何とFig.3(C)のように指数関数的な割合で爆発を起こしているので

･ある (図の縦軸か対数スケールであることに注意せよ｡)｡f､ig.3(b)でみた局在は､実

はこの爆発していく規格化定数の値で､求められた波動関数を再規格化して得られたも

ので､単なる見かけ上のものに過ぎない｡このような規格化定数の指数関数的爆発､あ

るいはユニタリ性の完全な破壊がおこってしまうと､波動関数の細かい位相や時間と共

に_みえる量子ゆらぎを再現できないことはおろか､半古典論は､如何なる意味でも量子

論の近似とはみなしえなくなってしまう｡ この指数関数的な規格化定数の爆発は､我々

がサーチした広範囲のパラメータ領域のなかで､きわめて頻繁に起こる現象で､Fig.2

で示したようにうまく局在に成功するような例は､むしろまれな部類に属する｡ ほと

んどの場合､遅かれ早かれ爆発が起こってしまうのである｡ また､注意を喚起したいの
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は､規格化定数が爆発するときの指数である.｡この指数のことを我々は､系のユニタ

リー性の破れの程度を表す指標として､以下BIea.k-downExponentTと呼ぶことにす

るが､このTは､常に0<7<αを満たし (今の場合7-0.3)､その値は､考えてい

る系のパラメータKや､プランク定数 hによって変化する｡

･10日(-1)
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Fig･3 (a)古典論 く+印)及び量子論 (実線)のモーメントの時間変化｡(b)半古

典論モーメントの時間変化｡(C)半盲典論の波動関数の規格化定数の時間変化｡但し､

K-0･ユ5,A-2打孟

さてそうなると､半古典論にとって大事なのは､ユニタリー性の破壊による半古典

論の破綻がどのようなプランク定数 hでも起こるか､ということであるが､この問題

は､あとで詳しく言義論することにして､ここでは､以上の結果から明らかな次の重要な

事実を指摘 したい｡既に､予備考察 2で触れたように､もしも半古典論か､量子論の

局在をつくることに成功するならば､半古典論のプロパゲータに寄与する古典作用は､

(14)式で与えられる程度の相関を持たなければならない｡ところが､最初の例でみた
ように､半古典論は､少なくともプランク定数がある適当な値のときには局在をつく

ることに成功する｡これは､とりも直さず､古典作用問に相関が存在することを強く示

唆している｡また､規格化定数の指数関数的爆発が起こってしまうような場合でも､実

は､同様に古典作用問の相関の存在を意味している｡何故ならば､もし古典作用問に全

く相関がなければ､前述したように､それらはランダム位相で互いに打ち消し合い､そ

の結果､半古典論の確率の保存は､古典論の確率保存によって保証されるからである｡

つまり､ここで示したいずれの例も､半古典論に寄与する古典作用間には相関が存在す

ることを示しているのである｡いま､扱っている系の古典力学は､相空間のあらゆる場

所で不安定で､完全に双曲的な最も強いクラスのカオスを示す｡よって､ここで予想さ

れる古典論の軌道問相関は､KAM トーラスやその残骸､あるいは､ トーラスのまわLJ

の淀み層が原因で発生するものではないことは言うまでもない｡

これまでの結果から撞起された､重要と思われる問題点を整理 してみよう｡まず､

-767-



研究会報告

半古典論を実際に数値計算により実行することによって､古典作用間には､相関が存在

することが示唆された｡我々は､その相関を具体的に提示し､それがどのような種類の

相関なのかを知らなければならない｡また､その軌道間相関はそもそもどのようななメ

カニズムで発生し､どのように記述すべきかも考える必要がある｡これらは純粋に古典

力学の問題である｡

また､半古典論はその古典軌道問の相関があるが故に､ある場合には量子論の局在

をつくることが可能であるが､多くの場合それに失敗する｡その結果､規格化定数の指

数関数的爆発を招き､半古典論は微塵に破壊される｡たとえ､初期には局在を表現でき

るような場合でも､時間がたつといずれ半古典論は破綻する｡その時､重要な問題は､

半古典論の完全な破綻がプランク定数がゼロの極限でも起こってしまうのか､というこ

とである｡もう少し正確に言えば､上で定義したBTeak-dowrtExporLentTか､h- 0

でどのように振る舞うかということである｡もし､Break-downExporLentTか､h- 0

と共に代数的かあるいは､それと同程度の減少の仕方を示すならば､半古典論にとって

は致命的であろう｡

現時点では､これらの疑問に対する最終的な結論が得られているとは言い難い｡し

かし､以下に示すいくつかの解析によって､上に挙げた問題点に重要み知見を得ること

ができる｡

まず､i-0で､p0-0に置かれた古典ラグランジュアン多様体の時間発展のおお

よその様子を眺めてみる｡Fig･4(a)(b)に､横軸を初期の座標 Oo.縦軸に最後の運動量

ptとしてラグランジュ多様体を描いた図を､それぞれ27ステップ目と29ステップ

目に対して示す｡但し､図に示した範囲のなかのブランチ数が､ほぼ同じくらいとなる

ように､横軸のスケールは､ブランチ数の増大率に比例して縮小してある｡2つの図を
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Fig.4 時間発展したラグランジュ多様体｡(a)27ステップ目(b)29ステップ目｡横軸
は初期の座標Oo､縦軸は終運動量p(｡
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比較して気がつくことは､それぞれに､共通のパターンか部分的に存在していることで

ある｡また､ここでは示されていないが､ある時刻に対して､80の位置をずらして多様

体をみていくと､同じように類似のバターンかたびたび出現する｡これらの観察から､

ラグランジュ多様体の時間発展を､フラクタル的なもので記述する可能性が期待される

か､実際はそれほど単純ではない｡ここで現れたバターンの類似は､相空間の領域全体

にわたっているのではなく､部分的なものでしかない｡加えて､似たパターンを拡大し

て詳しくみると､細部に関しては異なっていることかわかるからである｡

次に､古典作用間の相関をいくつかの方法で見てみる｡ 最初に､半古典論のプロパ

ゲータに寄与する古典軌道を､Fig14で表示したように､Ooの関数として見たときの

次の規格化相関関数､

C((I)-
∑iCOS((SfB)-sf.BL)()
Nt(po)-L

およびそれを積分して得られる相関面積､

L
A((I)-Ec((k)k=0

(16)

(17)

を調べてみる.但し､(-1/hで､(B)は､半古典論のプロバゲータに寄与するブラン
チを意味する｡ここでは､Fig.5に27ステップ目の結果を示すか､得られる定性的な

傾向は時刻によらない｡規格化相関の図には､参考のためにブランチか完全にランダム

に分布しているとしたとき得られる相関の様子を重ねて書いてある｡両図とも､log-log

プロットであることに注意すると､明らかに､初期の βOで並べたときの､半古典論に

寄与する古典作用には長距離の相関かあることかわかる｡ 相空間の離れた場所の間で

も､古典軌道の間に強い相関があるのである｡これは､上で見たように､遠く離れたと

ころでも､ラグランジュ多様体に似たような構造が部分的に散在することに関係してい

ると思われる｡
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さらに別の､より直接的な方法で古典作用に存在する相関を見てみよう｡まず､古

典作用の値の差の分布P(IS.(B)-S.(.BLI)を､初期の0.0差 (実際には､ブランチの番
号の差 L)で分けたものを調べてみる｡(但し､得 られ た割 S.(B)-S.(.BL Iは､2打で
modをとる｡) Fig.6に､エ-1,2,20,50の4通りの場合を示してある｡ f､ig･5の
結果からも推察されるように､βOが近いと､作用の差の分布は著しく一様分布から外れ

ていることがわかる｡そして､そのはすれかたは､Ooが離れる (Lが大きくなる)に

従って緩和される傾向にあるか､βOがかなり離れているところでも､依然として完全な

一様分布にはなっていない｡
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Fig.6 古典作用の差の分布関数 P(IS.(B)-S.(.BLI)(但し､IS,(B)-S.(.BLIに対して
27Tのmodをとってある)｡左から順にL=1,2.20,50｡

さらに直接的に､今の初期のO.T･わけた古典作用の差の分布P(IS.(B)-S.(.BLJ)を､
すべて重ねて､かつ27rに対するmodをとるころをやめし､古典作用の差の分布関数そ

のものを見てみる｡ Fig.7いくつかの時刻を抜粋したものを示す｡ここで､重ね書き

された実線のガウス分布は､得られたヒストグラムの裾の部分にフィットして決められ

たものである｡時間発展の初期でも分布関数は､相当大きなゆらぎを示し､ガウス分布

からのずれは､大数の法則から予測されるより大きい｡さらに驚くべきことに､時間が

進み､系のLyapunov数で与えられる古典カオスが初期条件の情報を喪失する時間をは

るかに越えても､分布関数はガウス分布から有意のずれを示し､そればかりか､何らか

の特徴的な形にカタマリつつあるように見える｡0付近のべき的にみえるスロープの部

分は､最初に見た波動関数の規格化定数の爆発の元凶になっていることが予想される｡

このスケールの図から特に隙だって見えるのは､ほぼ0.3周期位で繰り返すピーク列で

ある｡また､Fig.8に見るように､この分布関数を拡大すると､実はいま見えていた

ピーク列のそれぞれのなかにさらに細かいピークが存在していることがわかる｡ 注意す

べきは､0.3周期で見えていた大きなピーク列は､時間が､23､24ステップあたり

で既に固定されているが､その上に乗るさらに細かいピークは同じ程度のタイムスケ
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Fig.7 古典作用の差の分布関数｡(a･)20ステップ目､(b)24ステップ目､(C)28ステッ

プ目｡
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Fig･8 古典作用の差の分布関数｡Fig.7の0.0-1.0の部分の鉱大国｡(a･)20ステッ

プ目､(ち)24ステップ目､(C)28ステップ目｡

-ルではまだカタマリきっていない､･ということである｡分布関数のさらに高次の構造

も､時間がたてば現れてくることが予想されるが､いまのところはっきりとは確認はさ

れていない｡

このような､古典作用の分布関数の自己相似的な成長過程をみると､通常はどこか

にきれいなフラクタル的構造をつくるメカニズムが隠されていることを思い浮かべる｡

しかし､この分布の厄介な点は､おおまかな基本的形状は､ガウス分布の上に乗ってい

て､そこからのずれの部分が自己相似的にゆらいでいることある｡そして､そのゆらぎ

は､時間と共に固化していくのであるが､その固化する時間はどうやら自己相似構造の

世代によって異なるらしい｡このような､時間に対して自己相似構造を､ゆらぎのなか
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に､ゆらぎながら成長させていく分布関数を我々はどのように記述すべきなのであろ

うか｡

とにかく､半古典論に寄与する古典作用の問には明確な相関が存在し､それを直接

見ることかできた｡ここでは､図として掲げなかったが､もう一つ重要なことがある｡

半古典論に寄与しない古典軌道､すなわち､終運動量がある与えられたpfという条件

を満足しないようなブランチをも全て含めた古典作用間の分布を調べてみると､実は､

上で見たようなはっきりとした構造が見えにくくなる｡裏を返すと､軌道問の相関は､

半古典論のプロパゲータに寄与する条件を課されることによって､より強調されるので

ある｡量子化のために選ばれる古典軌道が相関をもって〔るといってもよいかもしれな

い｡このことは､また最後に議論する｡

さて､さきに整理したもうひとつの問題を検討してみる｡ 古典作用問の相関は､半

古典論の時間発展のユニタリ性を破壊し､半古典論の長時間におよぷ適用を不可能にす

る｡ その時､規格化定数は､Brea･k-downExpollentTを呼んだ指数で指数関数的に爆

発する｡ここでは､その半古典論の破綻がプランク定数の関数としてどのように振る舞

うかを注目する｡いま扱っている系では､振幅因子かあらゆる軌道に対して定数である

から､半古典論の波動関数の絶対値2乗は､

JV<(pt)l2 -[志

〃1(po)

∑expiSk(l2k=1

-"t'po)/_ww孟 平写宇 6((S-(St･-Sj"expiSW (18'

と表わされ､ちょうどFig.8で求めた古典作用の差の分布関数の特性関数の役割を果

たしている.IV((pt)12を ぐの関数としてみたときの時間変化を追った結果をFig.9に
示す｡ただし､図はぐに関して適当な長さでsmoothirLgしてある｡ ひじょうに顕著なの

は､ぐに対する周期的な構造である｡ また､その構造は時間かたつにつれて､ぐの大き
い方から次第にカタマっていっていくことが見てとれる｡いまみている量が古典作用の

差の分布関数と(17)のような関係にあることと､上で調べた古典作用の分布関数の情

報から､この亡に対する周期的振動構造は､古典作用の差の分布関数でみつかった0.3

周期の規則的な構造をみていることに他ならない｡また､この図からは読みとリにくい

が､分布関数のさらに高次の構造も､ぐに対するより長い周期の構造として見え始めて
いる｡

半盲輿論の破綻に関係する､h- 0､つまりEの大きいところでの､Ig((pt)l2の
振舞いに注目すると､全体的には減衰していってはいるもののその減衰の仕方はかなり

ゆっくりとしたもののように見える｡ これは､半古典論のh- 0の極限での振る舞い

対する危険信号ともいえるが､もっと直接半古典論の破綻の様子を知るために､規格化
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ln怖 (0)I2

E
Flg･9 pt=po=0での波動関数の絶対値二乗 l甘((o)l2のく依存性｡横軸はく､縦軸
はln丹((0)I2｡

定数そのものを調べてみる｡Fig･10に くの関数をしてみた規格化定数の計算結果を示

すolq((pt)l2でみられたのと同じ周期の規則的な構造がこの場合にも明らかに見られ
る｡最初に示した半古典論が量子論の局在を再現する例は､この国にみられる谷の部分

に対応する｡また､全体の包絡線は､(に関して非常に長いテイルを引いているように

みえる｡このことは､A- 0の極限でもユニタリ性の破壊によって半古典論が破綻 し
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てしまう時間か極めて短いことを示唆している｡
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KIO-( 1)
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Fig. 10 半古典論の波動関数の

規格化定数に対するく依存性｡図は､

25ステップ目に対する結果｡横軸は

(-ユ/hを表す｡

同様なことがBIea.k-downExponerLt7の くに対する振舞いについても現れている｡

Fig.11に示したのは､Break-dowrtexponentの (依存性である｡前と同じように､作

用の差の分布関数に現れた0.3周期の構造を反映した周期的な振動を伴い､長い裾をひ

きながら減衰していくのかわかる｡ 計算機の限界上､残念ながらこれらの包絡線の正

確な く依存性を決定するには至っていない｡B工eak-dowrLExponentに関しては､Fig･

3(C)でみたように､爆発を起こすのは時間発展の最初からではなく､ある程度時間が
たってからであるので､その決め方に若干の不確定性が残る｡h- 0での振舞いをより

簡単な別の尺度でとらえるか､もしくは何らかの理論的考察と組み合わせることによっ

て､h- 0での漸近適振舞いを知ることは､半古典論の存立に緊要性をもった課題と

いえよう｡
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Fig･11 Break-downExponentT

のく依存性｡図は､25ステップ目に対

する結果｡横軸は(=l/h､柘軸はT
を表う ｡
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いずれにしても､少なくとも我々の計算で調べた範囲内の hでは､時間がたつと半

古典論は破綻してしまう｡ ここで注目した規格化定数は､波動関数の最も粗い情報であ

るから､量子論の波動関数のドゥ･ブロイ波長程度の細かい振動はもちろんのこと､も

う少し粗い､モーメントの時間に関する量子揺らぎなども半古典論では既に意味を失っ

ているように思われる｡規格化定数か爆発しまった後では､半古典論はもともとの量子

論とは何の関係もなく､量子論のいかなる情報をも保持していないのであろうか? 実

は､亡に対する粗視化をうまく施しよく調べてみると､規格化定数が爆発して半古典論

が完全に意味をなくしているかのように見えても､半古典論は量子論の Eに対する変

化の情報を表現しているのである｡量子論のモーメントを Eの関数としてプロットし

てみると､上の規格化定数やBrea,k-downExponerttTのときにみえていた同じ振動が

現れるのである(Fig･12). この図をみると､規格化定数が爆発して大きな値をとる､

rlO-(-i)
0.O

a.7

B.3

8.0

7.7

7.】

7.0

0.7

6.3

8.00.0 1.0 2.D 3.0 4.05.08.07.0 8.0 0.0JO.0
1/HB

ylO-( 1〕

Fig.12 量子論のモーメントのく
依存性｡図は､20ステップ目に対す

る結果で､ぐに対してlocalに平均化
(幅-16)を施したあとのもの｡横

軸はく-1/hを表す｡

あるいはBIeak-downExponentTが大きくなるときに合わせて量子論のモーメントが

大きくなっているのかわかる｡つまり､半古典論が古典作用問の相関をうまく処理 し

て位相の相投を行うことができなくなっているときには､量子論のモーメントも大き

くなってしまう｡ この時､図にはないが､量子論のモーJ′ントの値は古典論のそれを上

回っている｡つまり､古典論の拡散を量子論の拡散が凌いでいるのである｡ また逆に､

局在を比較的うまく表現することに成功し､半古典論の破綻の傷が浅いときには､局在

を反映して量子論のモーメントは小さくなっている｡つまり､古典作用の差の分布関数

でみられた構造か､ -それは古典ダイナミクスかつくる自己相似的構造の一部であっ

たか一 量子論に反映しているのである｡何故､半古典論は規格化定数が爆発してもさ

らにそのなかに量子論の情報を保持しているのか｡いまのところ正確に答えることはで

きない.また､ここで見つかった ぐに対する振動の､量子論の側からの解釈も考えて

いかなければならない｡
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結論､議論

我々は､一般性をもちつつ､なるべく長期間半古典論の有効性をチェックすること

が可能なpiece-wiseにquadlaticなポテンシャルを用いて､時間領域の半古典論の有効

性と限界を調べたところ､以下のような事実が明らかになった｡

(a)カオス系の半古典論は､古典論と量子論の最も素朴な意味での対応の崩れるtogh-1/A

という極めて短いタイムスケールを越えても有効性を発揮することはあるもののもの､

時間が進めばいずれは波動関数の規格化定数の指数関数的爆発を起こし､ユニタリ性を

破壊しつつ破綻する｡

(ち)半古典論破綻の原因は､半古典論のプロパゲータに寄与する存在する古典軌道間の

作用問に相関が存在することである｡その相関は同時に､量子論の波動関数の動的局在

のonsetを表現するタネにもなっている｡

(C)古典軌道間の相関は､半古典的に寄与するブランチを選ぶことによって強調される｡

また､ブランチ全体にその相関は及び､ラグランジュ多様体の自己相似的な構造に関係

している｡しかし､古典作用の差の分布に現れる自己相似的な構造は､完全な自己相似

的機構で記述できるものではなく､全体のガウス分布の上に乗って､時間と共にゆらぎ

つつカタマっていくという極めて微妙なものである｡高次構造は時間がたつにつれて順

次出現してくる｡つまり､ほとんどはノイズといってもよいものの上に､ほんの僅かに

現れている構造が､半古典論に現れる相関の正体である｡

(d)波動関数のユニタリ性の破壊は､プランク定数 hを小さくしても依然として残り続

ける｡このことから､ここで見つかった破綻は､h- 0の極限でも起こる半古典論に

とって致命的なものである可能性が強い｡

(e)古典作用の差の分布関数に現れる構造は､規格化定数自身やその爆発を特徴づける

Belak-dowrtExponerLtの ぐ- 1/h依存性に反映する｡その Cに対する周期的な構造

は､対応する量子論のモーメントにも同様に現れる｡

現段階で全ての事柄に対して断定的な結論が得られたわけではなく､未だ断片的な

描像が得られたに過ぎないが､以上の結果の示す意味を検討してみたい｡まず､当初の

目的である時間領域の半古典論の限界について考える｡我々がカオス系の半古典論を調

べる理由は､既知 (と思っている)言葉(-古典論)を用いて対応する量子系で起こっ
ていることを理解したいがためである｡特に時間領域の半古典論は､いろいろな形式の

半古典論の出発点であるから､その限界と効用を見極めることはカオス系の半古典論を

知る上で避けて通る事かできない ｡ 最近研究が盛んなエネルギー領域のGutzwinerの

跡公式の導出も時間領域の半古典論を通過する｡従って､ここで明らかになった時間領

域の半古典論の破綻は､それら他の半古典論の存立基盤をも危うくする｡では､そのこ

とがカオス系に一般的なことであるならば､その半古典論が全くworkしないタイムス

ケールで起こっている量子論の現象は､いったい古典カオスとどのような関係があると

解釈したらよいのであろうか｡そこから先は純量子的なタイムスケールで､古典カオス
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とは何の関係もない､まさしく量子カオスの世界であると言っても何も言ったことには

ならないだろう｡

もちろん､いま問題にしている半古典論は､プランク定数 hの2次まで展開した範

囲内での近似理論であるから､さらに高次の､もしくは一様近似を進めた議論などを展

開することにより､ある程度先の時間までいくことができるかもしれない｡漸近級数を

扱うWKB理論は､たとえ問題が一次元であろうとも､もともと収束しない発散級数を

あつかっているのであるから､どこかで物理的描像を意識しなから議論を進めないと､

何を目的としているのかわからなくなる恐れがある｡可積分系の場合をお手本にとるな

らば､EBK量子化はトーラスと量子準位との1対 1対応という描像で一応の物理的な

理解は得られる｡もし漸近級数の高次の項までの挙動にこだわれば､複素軌道までふく

めたWKB理論を構成することによりその依りところを求めることかできる｡ どちらに

しても､系の振る舞いを半古典的に理解するためには､インプットとなる古典論がよく

わかっていることか前提条件である｡一方､カオス系では､我々は半古典論の形式と計

算方法がわかっていても､そこに入れる古典論を物理的解釈可能なマ トマリとして理解

できていない｡それでは､たとえ高次の半古典論やより進んだ一様近似を実行しようと

思ってもとてもおぼつかない｡その部分をつなげる一つの鍵が､ここででの解析から浮

かび上がってきた問題､すなわち古典作用問の相関ではないだろうか｡ここでの結果か

ら明らかになったことは､たとえ理想的にカオスを発生する系であろうと､必ずラグラ

ンジュアン多様体上の古典軌道問には相関かたまっていく､という既知の古典論に対す

る認識に反する事実である｡ このこと自体､半古典論を介した量子化､という見方をし

たときはじめて浮き上がってくる､古典力学系自身に対する新たな問題提起であるもの

と考えられる｡現時点ではそれを理解できたとは到底言えないが､ここで提示された見

方は､従来までの古典カオスの見方には欠けていたものではなかろうか｡ある意味で相

補的な見方といえるかもしれない ｡ また､この古典作用の相関が､半古典論を破壊する

原因になっているが､ある場合には波動関数の局在のような純量子的振舞いを記述する

タネになっている｡このことは､より先のタイムスケールでの量子古典対応の記述のヒ

ントがそこに隠されているということを意味しないだろうか｡Complexity をもたない

量子論がComplexityをもつ古典論からでてくるカラクリもそのあたりにあ尋のかもし

れない｡

極小波束を用いた量子古典対応か､"古典論の言葉に最も近い量子論の対象"で両者

の対応関係をみていたことになるとすれば､ラグランジュ多様体､あるいはそのなかの

半古典論に寄与する古典軌道のセットを用いての量子古典対応というのは､"量子論の

言葉に最も近い古典論の対象"で両者を眺めることになっていると考えられる｡従来の

古典論に対する知識は､前者の見方に対しては蓄積が多いか､後者に対してはどうであ

ろうか｡少なくとも､ここで解析に用いた極めてに単純な系でさえも (単純なのは､前

者の古典論に対する見方から見てだけなのかもしれない｡)､古典作用の差の分布関数
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を記述する適当な方法をわれわれは持ち合わせていないのである｡
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