
｢保存力学系カオスにおける古典論と量子論｣

双曲型ビリア- ド系における

周期軌道と半古典量子化

東工大理 清水 寧 早大理工 原山卓久

概要

束縛系 (2次元カオティックビリア- ド系)を用いて､周期軌道の情報から量子準位を半古典的

に計算 した結果を報告する｡その際Gutziill｡r公式から得られるゼータ関数に対 して､近似公式

(Riemann-Siegel類似公式)を採用し､その有効性を確かめた｡目的は諸公式が半古典的に量子準

位をどの程度よく再現するかという技術的な問題の背後にある物理的根拠の詳細について理解す

ることである｡

1.モデルの紹介

1-1.古典力学的性質

ここで諸公式の有効性を確認するためのモデル系として､図 1のような3つの円弧ABBCCÅ

から構成される強い混合性を有する(Kolmogorov系)2次元のどリア- ド系を取りあげる｡この

系では(0,1,2)からなる周期的シンボル列に対して､対応する素周期軌道が 1個以下存在するの
で､数え落しなく周期軌道を探索するのか容易である｡(但し､連続する同じシンボルを含む周期

列は除く)さらにシステムパラメータα1とα2を固定しなから､αo(-芝)を変化させると､系の ト

ポロジカルエントロピーhがα.によって図2のように変化するので､不安定性をかえながらの数
値実験が可能である｡周期軌道の探索にはNewton法を用いた｡
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1-2.量子力学的性質

この系に?いて境界要素法によりSchr6dinger方程式を解いて1000個のエネルギー固有値を

得た｡エネルギー固有値の最近接準位間隔分布P(S)を計算すると､(図3a)の実線で示すWignel･
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分布にフイットし､スペクトル硬度△3(L)を求めると (図3b)相関レンジいこ対して､対数的な

依存性をもつ｡つまり典型的な ｢皇子カオス｣系と同様な性質があると予想される｡
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2半古典的解析

2-1.Gutzwiller公式

Gutzwiller公式は状態密度

d(E)-∑ 6(E-En)--土ImT,Jr -a-(E)+d～(E)
n 汀 E-H

の半古典表現を古典周期軌道Tの安定性ATと作用右 によって

d～(E)=Re* n!1
のように与える｡具体的には､2次元ビリア-ド系における状態密度d(E)の半古典表式は

d～(E)～一志Re;k!1管

となる｡

ここでd-(E)は平均状態密度､7:素周期軌道のindex､叫:Maslovindex､m:質点の質量､p(-沼応膏):
質点のmomentum､k:素周期軌道の繰り返し数lT‥周期軌道Tの長さ､MT:周期軌道のモノドロミ～行

列である｡長さ零の軌道の寄与による平均状態密度の項は拡張されたWeylの親別より与えちれる｡

2-2.Gutzwiller公式の適用

古典カオスの直接の結果として現れる現象についての因果関係を解析する上で半古典論は避け

て通れないポイントである｡Gut2;Willerによる跡公式は状態密度の振動部分についての半古典公
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式として､その有効性が､様々なカオス系で検証されている｡【Gutzwiller1982,Wintgen1988]そ

の一方､周期軌道の数が指数関数的に増大するために無限和と振幅因子の競合の結果､Gutzwiller

公式は絶対収束しないという難点があることも指摘されている｡(EckhardtandAurell1989)この

ことは､図4(a)(b)に示されるように高励起状態に関して､個々のエネルギー準位を解像しないと
いう現象として現れ､これを回避するためには､適当な収束因子をかけることとなる｡(ここでは

Lorenziansmoothingとする｡)

d～e(E)-=
ナ(E-En)2+C2

I■
言と去 月e写kS1デ
1 1n-Tl畏ml,eik(脊一字汀)

e-k% LT

この収束因子の大きさは系固有の性質である力学的エントロピーによって決まる｡つまり力学的

エントロピーによって決まる収束因子が､状態密度の解像度を決めている｡(a)(b)はそれぞれCが

(a)104(b)105の場合である｡実線がGutzwiller公式の結果で､破線が境界要素法で求めた量子準
位にLorenzianをかけたものである｡実線と破線のピークの対応をみると､(a)の場合は､低いエ

ネルギーが見えなくなってしまっている｡(b)の場合はある程度のエネルギーまでは対応かつく

が､すぐに個別の準位との対応が崩れてしまう｡

e,慧(h一芸)
hはトポロジカルエントロピー､詠はMTkの固有値e豆(>1)である｡以下では､Riemannのゼータ
関数とのアナロジーに基づく､量子準位の効率的な計算の処方について簡単に紹介する｡
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2-3.Riemannのゼータ関数とGut2;willerのゼータ関数のパラレルな関係
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Riemannのゼータ関数は､

00
((S)-∑n~3-Il

nffl lp11-p~3
(Res>1,p:##)

を全複素平面に解析接続したものを指し､この非自明な零点がRes-主上の存在するであろうと
いうことはRiemann予想として知られている｡それに対して､Gut2;willerのゼータ関数は対数微

分するとImTr嘉 になるものとして定義する｡
Riemann予想のもとでS=1/2+iEnをその零点とするとき､実数値をとるであろう(En)をエ
ネルギー準位とみなすとRiemannのゼータ関数のRes-喜上の零点の状態密度を表すと次のよう

にかける｡(Berry1985)

d(E)-d-(E)-;;A;1# cos(EklogP)
但し､d-(E)～.logE/2q(E- ∞)である｡これは

h-1 Sp･k(E)-EkLogP Ap7k-欝 Tp･k(E)-芸 -klogP

と翻訳すれば､前述のGutzwiller公式と同様の形になっている｡このことからRiemannのゼータ

関数の非自明な零点とカオス系のエネルギー準位の対応関係が予想できる｡この対応についての

ゼータ関数を位相因子をかけて実数化したspectraldete叩inant△(E)-nnf(E)(E-En)を考え
る｡ これに関して､Riemannのゼータ関数とGutzwillerのゼータ関数を比べると､互いに次のよ

うなパラレルな関係がまとめられる｡(Berry1986,BerryandKeating1990)

Riemannのゼータ関数 Gutzwillerのゼータ関数

Non-trvialzerosofE(i+iE) Quantu血energyleVels

((a)の実数化△R(E)-e-iO(E)招 +iE) △G(E)=B(E)e-t'qN(E)'I.BdE'd-(E')
0(E)-Imlogr(卜 iE)+iElog,r -B(E)e-.'qN(E)npnT=o(1-e(叫 を)ApTpe主sp)

-7rlN(E)-1】 1Euleridentityで和になおす

△R(E)-e-t'qN(E)∑T=.1誓若 △G(E)=B(E)e-iqN(E)∑㌘cn(E)et'Sn(E)/A
iresurgence(*) 1*と同じ手続さ

△R(E)と-2∑in=t了若 co巾 N(E'-ELo9n}何ヽ △G(E)-2B(E)∑nTn'T'(E)cn(E)cos(Sn(E)/h-7T.～(E)

近年､個々のエネルギー準位に対する解像度を向上させる方策として､Gutzwiller公式の中の無

限和の並び替えを行ない､主要な寄与を取り出す試みがなされてきた｡【Berry,Keating1990Au-

rich,Steiner1992,Bogomolny1992】基本的方針は上表の下段にあるようにRiemannのゼータ関数の
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ゼロ点を効率よく計算するために使われるRlemann-Siegel公式を導出する手続き､即ちRiemann

のゼータ関数を実数化した後､発散tai1のresummationを行なうという操作を､Gut2;willerのゼー

タ関数についても同じように実行する｡その結果として得られるRiemann-Siegel類似公式は､次

式のように素周期軌道をつなぎ合わせることによって構成される"pseudoorbit"についての周期

と安定性の情報で表現される｡

Tn<T'(E)

△G(E)-2B(E) ∑ Cn(E)cosiSn(E)/h-7rN(E))n
ここでn-(mp)はpseudoorbitをラベルし､素周期軌道pがそれぞれm個含まれることを示す｡
またSn-∑pmpSpでpseudoorbitの作用であり､N(E)は平均累積状態密度である｡さらに

cn(E)-Il(-1)mpe-主机p(mp-1)入pTp
P tnT=pldeモ(M3-1)l
r(E)-hd-(E)/9

である｡

2-4.Riemann-Siegel類似公式の適用結果とまとめ

図4に示したように､Gutzwiller公式を使っても基底状態から10教番目までのエネルギー準

位を解像する程度であった｡【Harayam a.andShudo1992】これに比して､Riemann-Siegel類似公式

どの程度のものかについての計算結果を断片的ではあるが紹介する｡各パラメータαに対して､最

短周期軌道から総数約20000個の周期軌道を求め､このデータをもとに△Gを計算した｡(計
算時間の関係で､実際に使用したのは数1000個程度である｡)まず､(1)採用する周期軌道

の数を増やしていくと､どのように量子準位に近づくかをみた｡(2)αを変えながら公式の精度

を比較した｡(3)pseudoorbitの最大値を固定し､素周期軌道の数を本来取り込むべき数よりも

減らしてみることによって､実際的にはどれだけの数の素周期軌道を用いてpseudool･bitを構成

すれば､量子エネルギーを計算できるかを確かめた｡どれだけpseudoorbitで素周期軌道の代用

が可能であるかをチェックした｡(図8)それぞれの結果を予想とともに状況描写する｡

(1)軌道数を増やしていくと､次第に零点が量子準位に近付いていくのかわかる｡(図6(a)(ら)特に

○で囲んだ部分)(横軸はエネルギー､縦軸は△G(E)であり､エネルギー軸の上め短い縦線が実際
のエネルギーである｡このときpseudoorbitの最長のものは､取り込んだ最長の素周期軌道とし

た.図6(b)では3000番目の長さの周期軌道に相当)Gutzwiller公式の場合と比較しすると､

図6(b)のようにかなり高い準位に至るまで良い一致がみられる｡その一因はGutzwiller公式で

は､d～(E)の半古典表現の極の位置によって量子準位との一致を見ていたのに対して､ここではそ

れをEについて積分した量である平均累積状態密度jg(E)を見ている点にあると思われる｡jV(E)

が階段関数 N(E)の良い近似になっていれば､高励起状態まである程度良くあうように見えるた

め､単純にGut2;Willer公式と比較することはできない｡周期軌道の効果を入れずに平均累積状態

密度だけから△G(E)を計算しても図5のように､およその量子エネルギーの値が伺うことができ
る｡ 図6と比べてもわかるように､周期軌道からの寄与をより加えると､それぞれより厳密なエ

ネルギーに近付いていく｡
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考慮するpseudoorbitの長さに応じて決まるエネルギー領域までこの公式の結果は収束しており､

その収束先は量子準位の良い近似になっているようである｡しかしつぶさに見ると､収束してい

ても､良く合う準位といくら長い周期軌道を入れても解像しない準位がある｡
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(2)図7(a)(b)はαニ2･1α=2.7のときに､素周期軌道1000個でRiemann-Siegel公式を実
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行した結果である｡αを変えていくと､図2に示した通り､系のトポロジカルエントロピーhが

変化し､周期軌道数の増大率が変わる｡周期軌道の長さを固定すれば､それより短い周期軌道の

給教はαが小さいほど少ない｡よって一定準位数まで良い近似で計算するために必要となる周期軌

道の数はhが大きいほど多くなる○したがって収束が保証されるエネルギーを同じにするには､

α=2.7の方が余計に周期軌道を要する.収束した範囲で見る限り､αによらず精度が得られるよ

うである｡ Y
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(3)図8(a)(b)はpseudoorbitの最大値を3000番目の素周期軌道の長さに設定し､psedool･l)it

を構成する素周期軌道の数を(a)3000(b)100個 (短いものから)にした場合である｡図からわか

るように､公式に取り込むべき素周期軌道の数を減らしてpseudoorbitで代用しても数値結果に

顕著な違いは今までのところみられなかった｡もしこれが一般的なことであれば長い周期軌道は､

量子準位を決める上ではさほど重要ではないことを意味する｡発表の際のコメントにもあったよ

ぅに､エネルギー準位を決めるのに必要な周期軌道数がブランクセルに1つでありそれ以上は過

剰であるとすれば､不確定性原理と照らしても自然ではある｡が､このことが成り立っているか

は現段階では明確でない｡

素周期軌道をどこまで減らすことができるかは､量子準位を決めるのに最低限必要な古典的情

報は何かを知る手がかりとなると思われる｡
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