
｢保存力学系カオスにおける古典論と量子論｣

ビ リア - ド系 の コー デ ィ ン グ

大 阪大 学 理 学 部 盛 田健 彦

1. 2つ の ど リア - ド系

次 の よ うな 2つの タイプ の平面 内の ど リア- ド台 (bHIiardstabJe)Qを

考 える こ とにす る.

(a) (b)

図 1.1

斜綿 で表 した部分 を障害 物 (Obstac一es)と して(a)の場 合 には そ れ で囲 ま

れた連結 領域 が､(b)の場合 にはその外部領域 が Q で あ る. われ わ れ は

Q内で反射法則 に従 って運動 す る単位 質量 を持 った質点 の運 動 に着 目す

るこ とにす る. ここで い う反射法 則 とは Qの内部 で は単位 速 度 で並 進運

動 し境界 で完全 弾 性衝突 す る事 を意【味す る. この よ うな質 点 の運 動 が定

め る力学 系 の こ とをわれ われは ビ リア - ド系 (b=iardssystem)とよん で

いる.特 に､習慣 に従 って(a)の よ うな ど リア- ド系 を bounded

biHards(b)の よ うな ど リア - ド系 を openbHliardsと呼 ぶ こ とにす る.

我 々が扱 うど リア- ド台 Qは以下 の性質 を持 つ平 面 内 の連 結 な領 域 とす

る.

(1) Qの境界 ∂Qは有 限佃 の Qの内側 に凸 で滑 らかな単 純 閉 曲線

の一部分 またはそれ 自身 ∂Qj･j=1･2,････Lか らな る･ (各 ∂Qjを∂Qの

smoothcomponentと呼 ぶ. )
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(2) itjの とき∂Qiと∂Qjが共有点 を持つ とすればそれは 1点 で

あ りaQiと∂QjのなすQの内角は正であ る･

(3) ∂Qiが iu 'なる全ての ∂Qjと共有点 を持たなければ ∂Qi自身が

単純 問曲綿であ る.

このように境界のSmOOthcomponentが内側 に凸な ど リア- ド台 を

散乱撞球台(dispersingb川iardstableorscatteringb=iardstable)とい
ヽ
つ.

この ノー トの 目的は上記の散乱撞球台上 の測地流 - ど リア- ド系

(sf)(∈Rの記号表現(COding)を構成 して･その周期軌道 の分布 に関す る

解析 に応用す ることである.圭子 カオスの研 究において力学系 の周期軌

道 の枚挙や そのIengthspectraの漸近挙動 を知 るこ とが重要 な意味 を持

つ こ とは言 うまでもな いこ とであろう(【E)【G】). ど リア- ド系 を記号化

す るため にはまずその相空間の構造 を知 らねばな らな い.境界 での衝突

がなければ質点が持 ち得 る位置 と速度の方向の全体 ､即 ち､Q-=Qu∂Q

の単位接 パ ン ドル i6×sl=((q,V);q｡す,γ∈R2withllvll=11を採用す るべ

きであるが,境界での 衝突 を考慮すれば図1.2の よ うに境界 への入射 ベ

ク トル と反射 ベ ク トルを同一視 した空 間 M-Q-×Sl/-の方 が好都合であ

る.

E91.2

x=(q,V)∈M に対 し7tX=q (位置座標 への射景多)とし上 図 にお いて

?≡?(x)は入射ベ ク トルγと7tX=qにおける∂Qの内法綿 ベ ク トルn(q)のな

す角 をn(q)から反時計 まわ りに計 ったもの,r=r(x)は予 め指定された

q∈∂Qjなるsmoothcomponentの点 とqとの弧長 をその点 か ら時計 回 り

に計 った もの とす る.
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さて,(b)の タイプ●を眺 めれば相室間 〟 の全 ての点 が我 々の考察 に とっ

て重要 なわけではな いこ とは明 白であ る.そ こで も っと意味 のあ る〟

の部分集合

L2=fx=(q,V)∈M ;theparticlewithinitialcondition(q,V)

CoIIidesaQinfhitelymanytimesbothinthefutureandthepastI

M には Qの面積要素 -Lebesgue測度から白点 に導入 され る体積要素 が

あ り,力学系tStIf∈Rの不変測度 (Liouvitle池度 )とな って いるこ とが容

易 に解 る､この測度 をpとか くこ とに しよ う.次 の こ とが比較 的容易 に

示せ る.(【C.F.S目し.P】)

命 酎 ･1:(l) L2LまtStlf∈Rに関 して不変集合 であ る･

(2) (a)の場合 ト(L2)=p(M) であ り､(b)の場合 ト(L2)=0であ る.

2. ど リア - ド系 の離 散 化 と求 ア ン カ レ写 像

連続時間パ ラメー タの力学系 の定性的性質 を調 べ る最 も伝統 的な方汰

としてポアンカ レ切断 による離散化の方法 があ る.我 々の扱 う
I

dispersIngbHia.rdsは これが比故 的有効 な例 にな って いるこ とを見 よ
lこコ
つ.

L2_=(x=(q,V)∈52;(q,y)は ∂Qへの入射状態 )

=(x=(q,V)∈L2;q∈∂Q,くn(q),y)≦0)

とお く. ここで､n(q)は先 に述べたよ うに点 qでの単位 内法綿ベ ク トル

であ 叫 ,･)はR2のユー クリッ ド内積 であ る･ これが力学系rL2･(StIf∈R)

のボア ンカ レ切 断 を与 えていることが次 の よ うに確 かめ られ る.

L2の定義から任意のx=(q,y)∈L2_に対 して第一衝突時 間 (firstcollision

time)

L+(x)=imf(t>0･･n(Stx)∈∂QI

- 693 -



研究会報告

は有限 とな り､L2_への再帰写像 -第 一衝突写像 -ポア ンカ レ写像

T:f2_→f2_" LJ ･(x)(x)

が定義できる･ こうして連続時間パ ラメー タの力学系 (L2･tSLlf∈Rけ ち

離散時間JYラメ- タゝ の力学系 (L2JT)とL2 上の正値関数 L.を得たわけで

ある･重要なことは (L2JT)とL+から(L2･(StlI∈R)を再構成できるこ と

である. 即ち,

a=((x･S)･･x∈L2JO≦∫<t+(x))

とおき,その うえの流れをI-1. I-1. I
st'x･S'-'Tkx･S･ト∑L.'Tjx" fJS.i.'Tjx'≦- <∑L.'Tjx'ノ=○ ノ三○

で定めれば 畠 と(2,SLとSLが下図のように同一視できる.

ll_

我 々の問題は次のようにいい変 えれる.

同 1:離散時間パ ラメー タ力学系 (J2JT)を記号化せ よ.

同 日:点 上の正億関数 しの解析的性質 を明かにせ よ･

3. 散乱 撞 球 (dispersingb=iards】の コー デ ィン グ

この節か らいよいよ記号化 を実行す るが､その前 に記号化 の意義 を真隻
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つかあげてお く¥

(1) 周期軌道 の構成 が可能 にな る.

(2) 周期軌道 の分布 の情報が得 られ る.

(3) 力学系のChaoticbehaviorの圭 的な表示 が得 られ る.

な どが考 えられ るであ ろ う.

前節で提示 した間 tにつ いて議論 を進め るため に旅程 (itinerary)とい う概

念 を導入 しよう.x=(q,V)∈L2_に対 して

%o(x)=jifqeaQj･%n(x)=%o(Tnx)forneZ

と定義 し得 られた列 亀(x)-tらn(x)1冨=_榊をx=(q･V)∈L2_の旅程 と呼 ぶ こ と

にす る. この とき考 え得 る全 ての旅程 の全体

E(L2_)=(ち(x);x∈LL)

につ いて"ちrx)=ち(y)ならば x=y"が示 されれば形式 的ではあるが離散

化 された力学系(12_,T)の記号表現

L2_

ち J

T

う L2_
J ち

I(L2_)う E(L2J
G

国3.1

が得 られる･ ここで･Gは 仲ち)n=ちn.1な るず ら し変換 (shift

transformation)である.従 って､I(L2J の構造 と命題 "ち(x)=ちry)なら

ば x=y''がわかれば間 Iは完全 に解けた こ とにな る. しか し一般論 と し

ては次 のStqjanov【St】,Commun.Math.Phys.124(1989)程度 しか解 ち

ない.

定 理3･1:散乱撞球台 の境界∂QのSmOOthcomponents (∂Qjの こ と)

の個数がLであるときTnx=x とな る周期軌道 の数 は高 々rLll)n個であ
◆◆

る. もっと一般 に,ち∈rI(I,2,･･･,Llが周期的ならば ち(x)=ちなるxは
-00

高 々 1つ しかない.

- 69 5 -



研究会報告

L≧3なる(b)タイブ のOPenbiHiardsについては次 の無蝕条件 (H)(no

ecHpsecondition=t].lM],【St】の下 で完全な答 えを得 る.

(H) 相異な る添 え字か らなる3つ組 (jl･j2･)'3)について∂QJ･lと∂Qj2の凸包

は∂Qj3 と共有点 を持たな い･図3･2

:--i- t.t､∫
0 9Qj3

図3.200
即ち･ち∈EL-(ち∈n (1･2･-,L);ちn≠ちn.Iforanyn∈ZIに対 しち(x)-ち

-00

なるx∈L2_を求 め ると言 う問題 を旅程問題(itineraryprob一em)とい うこ と

にす れば旅程 同郡 ま次の意味 で適切(welトposed)であ る.

定 理3･2(【M]):任意の ち∈ELに対 し･

(1) ち(x)=亀を満たすx∈L2_が唯-つ存在す る. これ をx(%)と書

く.

(2) C>0と 0<0<1が存在 して

r(x(%)･x(Tl))≦ Cdo(如 )･かつ IV(x(%))-p(x(q))I≦coo(ち,n)

が成立す る. ここで,r(x,y)は 7tXと 7tyの間の弧長､q)(x)は図1.2のす

く'後 で定義 された重であ り･doは ちとTlの座標がnまたは･-n座標で

始 めて異 な った ときdo(ち･n)-Onと定義 されるEL上の距離 を表す･

この定理 から同 日に関す る答 えの一つが得 られ る.

系3･1:第一衝突時間 f(%)=t+(x(%))は 距離空間 (EL･do)上 の関数 と し

て次 の意味 で リフ●シッツ連続 である.

∃C′'Osuchthat[f(%)-I(q)]≦C'do(%･n)foranyち川 ∈EL
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この事 実 か ち-ど- タ関数

((S)-rI(ト expr-sL(γ)))-I
T

はあ る正数 H が存在 して Res>H で解析 的で零点 を持 たず ､軸 Res=H

を越 えて零点 を持 たな い有理型 関数 に接続 で き る. しか も､Res=H 上

の極 は S=H のみであ り単純 であ るこ とがわか る. た だ し､上 の式 でγ

は ど リア- ド系 の周期軌道 を,i(Y)はその長 さ -周 期 を表す.従 って ､

【P.P】ヒ同様 に

定 理3.3く【Ml):

#tY',exp(-He(Y))≦i)
LH

exp(tH)
一 1 (t一+00)

を得 る.

4. bounded b‖Iiards に関す る結 果

前節 では主 にopenbiHardsにつ いて コーデ ィン グの同盟 を論 じ､無

蝕条件くH)を満 たす と言 う意味 でgenericな系 につ いて は かな りよい結 果

を得 られ るこ とをみた.今度 は (a)の よ うな boundedb川iardsに注 目 し

よ う.残念 なが らこの場合 は､問 l､同 日ともに最 終 的な結果 は未 だ存

在 しな い.

genericに成立す る条件

(B) x∈(2, に対 しこれ を初期条件 とす る軌道 の位 置座標 の軌 跡

(n(six))L∈R が∂Qと揺す る回数 は- L2Lこ関 して一様 に有 限であ る

を仮定 した とき【B.S.C】によ って次 の結 果 が得 られて いつ.

定 理4.1:任意 に選 んだ e>0に対 して離散時 間パ ラメ ー タ力学系

(L2_,T)は直径 が e>0よ り小 さ い"矩形 "か らな る "可算無 限 マル コ フ

分割 "を持 つ.

この定理 の中 に現 れた ''矩形 "千 "可算無 碍マル コフ分 割 " とは何 もの

であ るか説明 してお こ う.x∈L2_のほ とん ど全 ての点 は横 断 的 に交 わ る
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局 所安 定 多様体 (Localstablemanifold=LSM)YrS)(x)と局 所不安 定 多様 体

(localunstablemanifold=LUM)γ(a)(x)を持 って いて,それ LBLま滑 らかな

曲綿 で あ るこ とが知 られて いる. ここで い うところのほ とん ど全 て と言

う意味 は､ L2上のLiouv川e測度 pからL2_に自然 に導入 され る(L2-,T)に

関す るLiouv=e測度 Vに関 してほ とん ど全 て と言 う意味 であ る. x,yが

十分近 くにあ るな LSは γ(S)(x)とγ(a)(y)は 1点 で交 わ るこ とが解 るので

その点 を 【x,y]と書 くこ とにす る.L2_の閉部分集合 dが け矩形 ''であ る

とは任意 の x,y∈A に対 し

A - lyr (x),†(AS)(,)]-Ilx′,y,]U ′∈†r (x),y,∈Y(AS)(,))

が成立す るこ とであ る･ ただ し･γ(Au)(X)=γ(a)(x)nA･Y(AS)(y)=γ(S)(y)nA

とす る. 図4.1

固4.1

可算佃 の矩形 Ajか らな る被覆 α=tAjlがrL2-･T)のマル コフ分割 であ る と

はV(AihAj)=Oforz'*jが成立 し･TA･nA･≠Q)の とき下 図4･2の よ うにI J

TA･nAjもまた矩形 とな るこ とをい う･f

図4.2

実 は無蝕条件 を涌 たすopenbil]iardsの ときは陰 にマル コフ分割 が現 れ て

いたのであ る･α=fAjJJ!=1,Aj=(x=(q,y)∈L2-;q∈∂Qj)がそれであ る･
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定 理4.2:無蝕条件(H)を満 たすopenb=iardSに対 して

α-tAjlf=1･Aj-(x-(q･V)∈ L 2_ ;qe ∂Q,･)は L2_の閥かつ閉部分集合 か ら

な る完全 なマル コフ分割 であ る.特 に.β_の任意 の点 は滑 らか な局所

安定 多様体 ヒ局所不安定 多様体 を持 つ.

(L2} )がマル コフ分割 をもてばその構成要素 Ajを軌道 が どう訪 問す

るか によ って記号化 を得 るこ とがで きる. しか し.bounded'biIJiardsの

場合は境界のSmOOthcomponentsへの衝突 の仕方 で行 う分割

α=tAjlJt=l･Aj=(x=(q･V)eL2- ;q∈∂Qjlは一つの記号化 ではあ るが決 し

てマル コフ分割 にはな らな い.更 に､【B.S.C1で得 られた分割 は必 ず無

限分割 にな り.あ る種 の極 限操作 を経 て構成 され るのでそ の実体 は明 白

でな い.従 って､【B.S.C】で構成 された分割 が周期軌道 の分布 を精密 に

調 べ るの に どれ くらい有効 なのかは議論 の余地 があ る. 同 日に関 して

は次 の ことが解 る.

命 題4.1:Zで【B.S.C】で えられたマル コフ分割 を用 いた旅程 の全体 を

表 し･系3･1ヒ同様 に第 一衝突時 間 f(%)-I+(x(;))を考 え る･ この とき

ヨC〝'Osuchthat[f(t)-I(n)]≦C〝do,(ち,n)forany亀,n∈E
1

が成立す る･0′は 0′=(I+toKmin)9moにとれ る･ ここでKminは境界 の曲

率 の最小値であ り･to､moは 伊 )･L.(Tx)･････L.(TmOx)≧t.forallx∈f2_
とな るよ うな正数 と正整数 であ る.

上の よ うな Lo･moの存在 は条件(B)によ って保証 され る･ ちなみ に･系

3･1の 0は0=(1+EminKmin)-1･tminは相異な るObstacles間 の距離 の最小値

ととれ るこ とを注意 しておこ う.定理3.3に対応す るIengthspectraの漸

近挙動 に関す る結果 と しては次 の事実 がわか って いるだ けであ る.

事 実 :条件(B)の下 で収束す る増加正数列 tHnl;=1ヒLl(L2n)Tp(L2)なる

L2の部分集合列 tL2m)冨=1があ って各 n毎 に
IH

"{γ⊂Dn;exp'-Hn2'Y"St'覇 → 1 (L→+∞)
が成立す る.
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