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1.序

ここでは､Ⅰ･Prigogineを中心とするプラッセル及びテキサスのグループにより提案されている非平

衡統計力学理論[ト20及びその引用文献】について最近の発展を中心に紹介､解説する｡この理論は､従来

Subdyna血cs理論[2ト27及びその引用文献]と呼ばれていたもので､複素スペクトル理論とも呼ばれる｡

非平衡統計力学の目的は､大きく分けて､a)輸送係数等の不可逆な時間変化を特徴付けるマクロな量を

ミクロな力学から導くこと､b)マクロなレベルで観測される不可逆変化がミクロな可逆な力学からどのよう

に生じるかを説明することである｡周知のように輸送係数の導出に関しては､久保の線型応答の理論[28匝 始

め､様々な方法が提案され､広く用いられている【例えば29]｡また､可逆な力学からマクロなレベルでの不可

逆性が生じる原因は通常､相空間の粗視化に帰されているluJえば3010しかし､この見方は､ミクロとマクロ

なスケールを分ける一定のサイズを必要とするため人為的であると考えられ､また近年のメゾスコピックな系

の研究からも再考の必要が生じるであろう｡

マクロなサイズの系を記述する際には､純力学的描像あるいは､統計的描像の一方をとることができる｡

純力学的描像では､系のサイズの大小にかかわらず､各時刻における系の状態は､純粋な力学状態にあると考

えられ､統計的状態は､改善可能な情報の不完全さに伴ってのみ現れると考える｡この描像では､統計集団に

よる平衡状態の記述の正当性は､系のエルゴード性､つまり､｢一つの軌道にわたる長時間平均が､くマクロな

束縛と矛盾しない)相空間内の部分集合上に一様分布する確率密度にわたる相空間平均と一致する｡｣という

性質により保証される｡従って､与えられた系が､平衡から大きく離れた状態にあると､少なくとも系が局所

平衡に達するまでは､統計集団による言己逆は意味を持たないことになる. これに対し､統計的描像では､｢物

理的状態は､それが熱平衡であるか否かにかかわらず､｢股に状態密度関数 (古典力学)あるいは､密度行列

(量子力学)によって確率的に表される｣ことを仮定する｡これは､現実の実験に有限の精度が伴うことから

考えると充分自然な措像である｡また､純粋な力学状態､即ち､相空間の一点や波動関数も､密度関数/密度

行列によって表されるので､この仮定は､数学的に制限を加えていることにはならない｡

複素スペクトル理論では､統計的確像に従い､密度関数/密度行列の時間発展を調べることが中心となる｡

この理論では､不安定状態の寿命､相関関数の減衰率等の不可逆変化を特徴付ける量が､密度関数/密度行列

の時間発展演算子の複素固有値として､ミクロな力学から直接計算される｡以下では､主として複素スペクト

ル理論の技術的な面に焦点を当て､その方法､数学的構造､その物理的意味について論じ､ミクロな可逆性と

★本稿は､編集部の方から特にお願いして執筆していただいた原稿である｡
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熱力学の第二法則が表すマクロな不可逆性の関係については､結語において可能なシナリオを示すにとどめ

る｡第2節では､通常の非平衡統計力学に現れるマスター方程式から､Liouville演算子の複素固有値が自然

に現れることを示し､第3節では複素スペクトル理論の方法を説明する｡第4節では､riggedHilbert空間

(Gelfandの3つ組)による､数学的裏付けとその物理的解釈を論じる｡

2.マスター方程式からSubdynamicsへ

系の巨視的自由度のような部分的自由度の運動は､散逸的なマスター方程式により記述できる.Subdy-

namics理論ではマスター方程式のもつ散逸的時間発展が直接､全系のLiouvnle演算子と関係付けられる｡

この節では､文献[23,241に従ってSubdynamics理論を､一般化されたマスター方程式の理論から導く｡

状態密度関数 (古典力学)あるいは密度行列 (量子力学)βの時間発展は､孤立系ではLiouville-Yon

Neumann方程式により舌鼓Bされる｡

竃 -Lp (2･1)

ここでLはLiouville演算子で､ⅡamiltonianH とのPoisson括弧式 (古典力学)又は交換子 (量子力

学)である｡

Lp- ( il{H7'pT ;……≡…; ) (2･2)

密度関数/密度行列の集合は､通常のスカラー倍､和に関し閉じており､次式の内積を持つHilbert空間を

成す｡

･ p ･p,,= (Jdpdq ptr*(焉 ,' p''p , qH (:::;; ) (2･3,

ここでp,qlま正準座標で‥ は複素共役を､Iはエルミート共役を表す｡Liouville演算子はこのHilbert

空間に作用するHermite演算子である｡以下､必要に応じてDira,Cのプラ･ケット記法を用いる｡

統計力学で扱われる多くの系では､部分的な自由度のふるまいだけに注目すれば良い｡部分的な自由度の

状態は全系の密度関数/密度行列pの成分により吉己述され､pに作用する射影演算子 Pによりpo≡ Ppと

表される｡Liouvi1le-VonNeumann方程式 (2.1)より､poに関する次の運動方程式が得られる[23,29,

31,32]｡

i響 -pLPpo(t,-･LtdtlLQe-iQLQ't-t''QLPpo(恒 PLQe-iQLqlp(0, (2･4)

ここでQ-I-PはPに直交する射影演算子 (Iは恒等演算子)で､j3(0)≡Qp(0)は注目していない

自由度に対応するpの成分である.また初期時刻はt-0とした｡方程式 (2.4)は､一般化されたマスタ-

方程式とも呼ばれる｡
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(2.4)式をj3(0)-0という初期条件の下でLaplace-Fourier変換によって解くと次式が得られる｡

po(t,-a _～:.i87.dz

e-iZt

I-4,(I)
po(0)

ここで演算子¢(I)はcollisionoperatorと呼ばれ次式で与えられる.

4,(I)-PLP+PLO
I-QLQQLP

(2.5)

(2･6)

(2.5)で士∞+iOは､実軸のすぐ上の積分路をとることを示す｡解(2･5)のふるまいは､演算子1/(I-4,(I))
のZに関する特異点により完全に定められる.以下簡単のため､注目する自由度を取り出す射影演算子 Pが′ヽ
NxN行列であると仮定する.すると､各パラメーターZに対し演算子机Z)はN個の固有値恥(I)を持

ち､演算子 1/(I-i(I))の特異点は関数 1/(Z一恥(I))の特異点と一致するoここでは､恥(I)に縮退

はなく､1/(Z一恥(I))が下半平面で､I-Z｡ という一位の極を除き解析的であると仮定する.i)(I)は

Hermite演算子ではないので､固有値りa(I)に対し左右の固有ベクトルVα(I),u｡(I)を持ち､それらは射

影演算子 Pの指定する部分空間で完全双対基底を成す[24].

4,(I)luα(I))- r7a(I)Iuα(I))

(va(I)Ii(I)=恥(I)(Vα(I)[

(V｡(I)Iup(I))- Sap

〟

∑lu｡(I))(Vα(I)[-Pα=1
(2.5)で､(2･7)を用い積分路を下半平面に閉じると

po(t,-去y _W:.i三.dzIuα(I,,

tH■､nHu
ーhH一αケ〟

iZト一川uαu

･r･.

∑
1.I.,.:

ニ
e-izat

1-鶴 (Zα)

e- izt

I- r7a(I)(Vα(I)Lpo(0))

くVα(Zα)lpo(0))

(2･7a)

(2.7b)

(2.7C)

(2･7d)

(2･8)

ここで砿はりαのZについての微分である.(2･8)は情報が注目している自由度から残りの自由度に流れ出す

ことに対応し､一般には減衰する｡つまりImz｡≦0である｡ベクトルu｡(Z｡)とvp(Zβ)は異なるZの値

に対応しているので直交していないことに注意しておく｡

(2.8)は部分系の時間発展を記述しているので､複素振動数 Zαが含まれることに矛盾はないoSubdy-

namics理論では､この複素振動数が密度関数/密度行列の空間でHermiteであるLiouville演算子Lの複

素固有値として特徴付けられる｡ここでは形式的議論のみを与え､数学的意味付けについては､第4節で扱う｡
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まず､Liouville演算子のresolventの恒等式[23,24,33]

R(I)≡ 言主 -(p･

に注目する｡これは､resolventR(I)の特異点が､QLQの固有値と演算子 1/(I-¢(I))の特異点から

成ることを示している.｢股にこの両者は分離している.なぜなら､QLQの固有値をぐとすると､I-6で

i(I)は発散し((2.6)式参照穴 1/(I-i(I))の特異点とはなり得ないからである.次に(2.9)を用いて､

1/(I-i(I))の特異点のみの寄与を表す射影演算子II､そして､全系のLiouville演算子Lと部分系の複

素振動数 Zαをつなぐ演算子Cが導入される.演算子Ⅱは次式により与えられる｡

urⅢ≡一二一
加
〃∑
d

dziz-L
+nl

n
u
HHU Zα-QLQ

QLP
)

u｡(Z｡))
1-鶴(Z｡)(va(za)〈

P+PLO

(2.10)

ここで積分路Fは､Zα(α-1･･･N)を内部に含み､QLQの固有値を含まない時計回りの曲線である.

Vα(I),uα(I)がZ-i(I)の固有値 Z-り｡(I)に対する左右の固有ベクトルであることから､IIがLと

可換な射影演算子であることが示せる (但し､(2.10)から解るようにHermiteではない)0

II2-II ,HL-LIT

ベクトルu｡(Zα)の双対基底茄α,つまり

〟

(緑 up(zp))-6αβ ,∑luα(Z｡))(haJ-Pα=1
を満たすベクトル重αを用い演算子Cを次のようにおく.

Zα-q LQ
iuα(Zα))(ilcrI

L(P+C)-(P+C)0

II-(P+C)PIT
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(2.14a)
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ここで0 は､部分系の複素振動数Zαを固有値に､uα(Zα),屯｡を右左の固有ベクトルに持つ散逸的演算子で

ある｡

N

o≡∑Iuα(Zα))Z｡く義｡lα=1
(2･15)

(2.14a)式は､演算子P+Cが､マスター方程式の時間発展を特徴付ける複素振動数 ZαとLiouville演算

子Lを関係付けていることを示している｡事実､0の右固有ベクトルuα(Zα)は､P+CによりLの固

有値 Zα に対する右固有ベクトルに写される.

L(P+C)luα(Z｡))-(P+C)0Iuα(Zα))-Zα(P+C)Iuα(zcr)) (2･16)

また､(2.14b)から､H≡′-Ⅲと置く時､密度関数/密度行列βの時間発展が

p(i)-e-iLtp(o)-(p+C)e-iOtpIIp(0)+丘e~iLtp(o) (2.17)

と表されることが解る｡右辺第-項の散逸的な時間発展が､Liouville演算子による時間発展から得られるので

ある｡この散逸的な時間発展はSubdynamicsと呼ばれている[22,23]｡つまり､Subdynamics理論では､

マスター方程式の不可逆な時間発展を特徴付ける複素振動数が､直接Liouville演算子の固有値として現れる｡

マスター方程式により様々な輸送現象を取り扱うことができるので[32]､結局､輸送係数等はLiouville演算子

の複素固有値から導かれることになるOこの結果は､しかし､Hilbert空間上でHermiteなLiouville演算子

が複素固有値を持つという事実を含んでいる｡この点を理解するには､形式論だけでは不十分であり､第4節で

議論するように数学的構造を調べる必要があるo尚､｢椴のHamiltonian系では､マスター方程式の解 (2･5)

に現れる演算子 1/(I-i(I))は､下半平面の極に加え､実軸上にカットを持つOこの場合には､(2.5)の積

分路を閉じることができなくなるため､(2.8)に余分な項が現れるが､(2.9)式以下の議論はそのまま成立する｡

3.複素スペクトル理論

前節で見たように､Subdynamics理論では､一般化されたマスター方程式の散逸的な時間発展を特徴

付ける複素振動数が､全系のLiouville方程式の複素固有値として現れる.[25]では､マスタ-方程式で注目

していなかった自由度に関する部分空間をさらに分割することにより､Liouville演算子を｢組の散逸的演算

子によって特徴付けできることが示されたoこの理論は[2日こより簡略化され､【3]によりLiouville演算子の

複素固有値に対応するスペクトル分解を与えることが示された ([27】で既にこのスペクトル分解は得られてい

るが､その点は強調されていない)｡ここでは､【11恒 沿って､まず､-セットの射影演算子 tHniと散逸的

演算子 (‰)からLiouville演算子の複素スペクトル分解が構成できることを示し､次に､これらの演算子

の構成法を説明し､最後に､例としてFriedrichsのモデル[12-14,34-361を取り上げる｡この節では､
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Hamiltonian系を扱い､Liouville演算子Lが､非摂動部分Loと摂動入Lv(人は結合定数)の和であると

仮定する｡

L-Lo+lLv (3.1)

3-1.LiollVime演算子の複素スペクトル分解

この項では､Lの複素スペクトル分解の構成の概要を説明する｡複素スペクトル理論は､摂動論的アプ

ローチに基づいており､非摂動Liouville演算子 Loのスペクトル分解から出発する.次項で説明するように

Loの固有空間は､ある同値関係により可算個の類に分類される｡これは､Loと可換で互いに直交する射影

演算子の完全系(PnI(n-0,1,･･･)を導入することと等価である.

LoPn-PnLo

PnPm-6nmPn

n;.pn-I

ここで6nm はKroneckerのデルタである｡各射影演算子Pn に対し､摂動的方法で､前節で扱った射影演

算子IIと同様の射影演算子IIn が作られる (次項参照)OこれはLiouville演算子 Lと交換し､1の分解を

与える｡

LIIn-IInL

IInIIm -6nmlln

n;oHn-I

各射影演算子IInに対し､前節の補助的演算子Cと同様の演算子Cn､散逸的演算子0と同様のOnが存在

し､次式が成立する (次項参照)0

L(Pn+Cn)-(Pn+Cn)On

IIn-(Pn+Cn)PnIIn

Onのスペクトル分解が解ると(3.3),(3.4)からLiouville演算子Lのスペクトル分解が得られる.一般的

証明はないが､今まで調べられているモデルでは､次項の方法で構成されたOnのスペクトルが､実数または
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負の虚数部分を持つ複素数となることが解っているOこのような場合､Onは次のスペクトル分解を持つ｡

On- Iuα乃)Zαn(毎訂 (3･5)

ここで､晃は､パラメータαに関する和または積分を表し､Z｡n(Imz｡n≦0)は､Onのスペクトル値､uαn,iiαn
は対応する右左の固有ベクトルで､Pn の定める部分空間で完全直交双対基底を成すO

Onlu｡n)-Zαnluαn),(acmlOn-Zαn(&｡nl

(毎nIuβn)-6-aβ

um)くるαnI-Pn

(3･6b)で､6-｡βはα,βが離散的変数か連続変数かに応じてKroneckerのデルタあるいはDiracのデルタ

関数を表す.Onが対角化不可能な場合もおこり得る【11,19]がここでは論じない.

Liouvilleの演算子 Lのスペクトル分解は､(3.3)-(3.6)から直ちに導かれる.

∞ 00 00

L-∑ LHn-∑L(Pn+Cn)Pnnn-∑ (Pn+Cn)OnPnHn
n=O n=O n=0∞
-Ei(pnia(pnIcn)Iuαn)Zαn(&αnn=0 pnHn-云

n=0faLFan)zan(fanl (3･7)

ここで､IFJ ≡(Pn+Cn)luαn)は､Lの右固有ベクトル､(Pan[≡(毎nlPnHnは､Lの左固有

ベクトルで､対応する固有値はzcmである.さらに､(3.3b-C),(3.6b-C)から左右の固有ベクトルが､完

全双対基底を成すことが示せる｡

(克nIFpm)- 6nm6-aβ, JFm)(FanI- I. (3.8)

(3.7)式は､Liouvi11e演算子Lがその複素固有値 Zαnによって完全に特徴付けられることを示している｡こ

れに対応して密度関数/密度行列βの時間発展は散逸的運動の重ね合わせとなる｡

p(i)- e-1'Ltp(o)- ne~iz-tくFanlp(o)) (3.9)

与えられた系に対し､(3.7),(3.9)を求めることが､複素スペクトル理論の主な目的である｡スペクトル分解

(3.7)は､そこに含まれる複素固有値 Zαnが､直接､散逸的変化を特徴付けるマクロな量 (不安定状態の寿
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命､相関関数の減衰率､拡散定数etc)と関係しているため､ミクロな力学からマクロな現象論的量を計算す

る方法を与える｡また､時刻 tでの密度関数/密度行列/申)の固有ベクトル展開(3･9)は､散逸的時間変化の

重ね合わせであるという点で､現象論に現れる固有関数展開 (例えば､拡散方程式の解のFourier展開)と

同様であり､ミクロな力学とマクロな現象論のより直接的関係を表している｡

3-2.射影演算子rIn ､散逸的演算子Onの計算

非摂動 Liouville演算子Loの通常のスペクトル分解が与えられているものとし､Iln とOnの計算法を

説明する.Loは､密度関数/密度行列のHilbert空間でHermiteなので､固有ベクトルの完全直交系g〝

と対応する実固有値LLJvによる次のスペクトル分解を持つ.

Lo- Igv)LJy(g〝I

nn,Onは次の手順に従って作られる｡

1)非摂動射影演算子

(3.10)

Loと可換な適当な射影演算子 Poを定める.与えられた系に対しPoは物理的考察に基づいて定められ

る (例えば､密度行列の対角要素への射影､密度関数の位置座標に依らない成分への射影etc)0 Loの各固

有ベクトルg〝に "degree"duをgvをPoをっなぐ最小のLvのべきとして定義するo

poL紺 V, (; 日 : ≡≡:', ) (3 ･11,

dy は非負整数で各固有ベクトルgvに対し一義的に定まる.dy-nである固有ベクトルの張る部分空間へ

の射影演算子をPnとおく｡

pn-V:P=nJgy)(gvl (3･12)

dy-+∞ という固有ベクトルが存在することもあるが､これは､tPnI (n<+∞)の定める部分空間

の運動と全く独立に運動する.従って､Pn の定める空間を除いたものを密度関数/密度行列の空間と考え直

すことにより､dv-+∞ を除くことができる｡このように定めた射影演算子Pn(°≦n<+∞)は､関係

式 (3.2a)-(3.2C)を満たす｡

2)補助的演算子 Cn,Dnの構成

射影演算子IIn､散逸的演算子Onは､以下の方程式の解として定められる補助的演算子 Cn,Dnから作

られる｡

Cn-QnCn-CnPn

- 8-
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die-8'Lot(pmcn-pm)Lv(Pn+Cn)eiLot (m主n) (3･13b)

Dn-DnQn-PnDn (3.14a)

DnPm- die-iLot(pn+Dn)Lv(Pm-DnPm)e~iLot (n宅m) (3･14b)

ここで､Qn≡I-Pnで､積分の上限の複号と右端の複不等号は同じ順序に読むOこれらより､0でない

Cn,Dnの行列要素が次式を満たすことが解る.

(gpJCnIgy)-

(g〝IDnJgp)-

I-I--- =

LLJFL-Wv十号EFLt'
入

LL)I/-Up+托yJL

(dp)dvのとき)

(dp(dvのとき)

(gpJ(Cn-Qn)Lv(Pn+Cn)Ig〝) (3･13̀)

(gyJ(Pn+Dn)Lv(Qn-Dn)Igp) (3･14J)

(3･15)

ここで､亡は正の無限小で､必ずdy-nである.(3.13),(3.14)(あるいは(3.13'),(3.14′))は､結合定数

人についての形式的級数解を与える.その収束は､次節で論じる数学的構造に基づいて系ごとに吟味される0

尚､Loの固有値に共鳴 (縮退)がない時 (3.13'-141)は通常の摂動論に帰着するO

(3.13′),(3.14I)式から解るように摂動級数はLoのいくつかの固有値が共鳴 (縮退)している､あるい

は共鳴に近い意味を失う｡分母に無限小の純虚数を加える操作は共鳴分母を超関数と見なすことに相当し､共

p,鮎}母に現れるLoの固有値LL)i,の一方が連続スペクトルでないと意味を持たない｡このような系､つまり､連

続スペクトルを持ち､共鳴が必ず連続スペクトルを伴って現れる系はLargePoincar6系と名付けられてい

る[1-14]O(3.13̀),(3.14′)での分母の処理を行列要素に応じて決める方法は【25】によって導入された.-ie

を加えることは遅延Green関数に相当する境界条件を採ることに､+ieを加えることは先進 Green関数に

相当する境界条件を採ることに当たっており､(3.15)の規則は"degree"の小さい状態から大きい状態に情

報が流れていくという物理的措像に対応している｡

3)Ⅱn,Onの構成

2)で求めたCn,Dnを用い､rlnを次式で定義する｡

fIn=(Pn+Cn)Pn(I+DnCn)-1(pn+Dn) (3.16)

するとCn,Dnの方程式 (3.13),(3.14)より､Hn がLと可換で1の分解を与え､互いに直交する射影演

算子となる､即ち､性質(3.3)をすべて満たすことが示せる【11]｡さらに､

L(Pn+Cn)-(Pn+Cn)On

-9-
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On-PnL(Pn+Cn)

が成立する.実際､LIln-rInLより

L(Pn+Cn)PnIln-LIIn-IlnL

-(Pn+Cn)PnrtnL-(Pn+Cn)PnLIln

(3.17b)

Pn+DnCnを右からかけると(3,17)が得られる.(3･13),(3.14)に現れる境界条件のため､(3.17b)の

Onは｢股には虚部を持ち､散逸的演算子となる｡

3-3,Friedrichsのモデル

Cn及びOnの構成法を､よく知られたFriedrichsのモデル【12-14,34-36]を用いて例示する.こ

の場合､前項方法は､Hilbert空間のレベルで適用できる.Friedrichsのモデルでは､エネルギ-wlをも

つ離算的状態 L1)がエネルギーLJkをもつ連続状態Ik)と相互作用し､前者は後者に埋めこまれている (例

えば､wk>_0,wl>0)OそのHami1tonianは次式で与えられる.

H- 項 1)くlL･/dkwklk)(k恒 /dWk(ll)くk回 k)(111 (3･18a)

(1ll)- 1, (Ilk)- 0, (klk')-6(k-k') (3.18b)

非摂動 Hamiltonianと可換な射影演算子 Poとして､状態 川 への射影をとる､Po≡I1)く1l ｡ すると､

PoVIk)-Vkl1)より連続状態 Lk)の"degree"は1で､次式を得.る.

Pl- dklk)(kl

Poに対応する補助的演算子Coは(3･13')とdk)dlより

(kIColl)-

を満たし､結合定数人の最低次で

Wk-W1- もE
(kI(Co-Pl)V(Po+Co)I1)

(kIColl)=

一入trk

LL)k~ W1- もe

と与えられる｡そして､対応する散逸的演算子βOは人の2次までで次のようになる｡

80-PoHoPo+lPoVCo-lwIJdk

-10-
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同様にPlに対応するClは人の一次までで

(lICllk)巴
-,lVL･

wl-Wk+ ば

となり､81は,入2までで

81-PIHoPITAPIVC1-/dkwkIk)(kI-/dkdk'm
12vk'Vk

wl-Wk+ほ

と求まる.(3.21),(3.23)から解るように演算子Oo,01は共にHermiteではない｡

(3.22)

(kl (3･23)

4.数学的構造 - riggedHilbert空間 一

前節の方法に従うとLiouville演算子 Lの複素スペクトル分解 (3.7)が得られる｡一方､密度関数/杏

度行列の成す Hilbert空間 Tt上で､Liouville演算子 LはHermiteである.つまり､複素スペクトル分

解 (3.7)はHilbert空間γ上では意味を持たない｡しかし､具体例に見られるように､右左の固有ベクトル

Fan,氏,和と適当なHilbert空間の要素両 こ対し､内積<4JFan> あるいは<克吊 車> は意味を持

ち､従って､Fcm,Fm は線型汎関数と考えることができる.事実､以下で見るように､複素スペクトル分解

は､riggedHilbert空間､あるいはGelfandの三つ組により正当化できる｡

riggedⅡilbert空間､あるいは､Gelfandの三つ組は双対性を利用してHilbert空間を拡張する方法

でSchwartzの超関数理論【37】のHilbert空間への一般化としてGelfand,Maurinら[38,39】により導

入され､プラ･ベクトル､ケット･ベクトルに基づくDiracの量子論[40】の数学的基礎付に用いられた【例え

ば41]｡さらに､この理論を用いて､Gamov[42】,中西【35]らにより兄い出だされたHamiltonianの複素

固有ベクトルに厳密な意味を与えられることも指摘されている[36,43,44】｡複素スペクトル理論では､最初

にFriedrichsのモデルに対し､[13,14]によりriggedHilbert空間が導入された｡

4-1.riggedHilbert空間､一般化されたスペクトル分解

riggedIIilbert空間による複素スペクトル分解の正当化には､1)Hilbert空間の拡張､2)Liouviue

演算子 Lの拡張と固有値問題の一般化､3)スペクトル分解の一般化の三つのステップが必要である.拡張さ

れたベクトル空間の構造はモデルにより異なる｡

1)Hilbert空間の拡張

Hilbert空間Ttは双対性を利用して拡張される.まず71の適当な部分空間 (試験関数空間)◎ をとり､

それが次の性質を持つとする｡

- ll-
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1-a)◎はHilbert空間の位相より強い位相をもつ｡

まず､◎の点列 (Qnlが､車に◎の位相に関して収束する (これをT4- 1im ¢n- 4･)とは､通常nー(:×〕

のノルムに関する収束nl悪 日Qn-捌-0(但し､‖捌≡沼打 市 )のことではないoそして､

◎ の位相について収束する点列は､ノルムに関しても収束するが､逆は必ずしも成立しない｡

1-b)◎はそれ白身の位相について完備であるOつまり､点列tbnlがCauchy列､即ち､巧-nlimJQn-
mー (X)

¢m)-0ならば､これは◎中のある要素かこ中の位相に関して収束する､T4- 1im ¢n-¢･nー00

1-C)◎ はHilbert空間の位相に関LTtで桐密である｡つまり､71の任意の要素 机 こ対し､◎の要

素のみから成る点列 (in)⊂◎が存在し､これが 狛 こHilbert空間の位相について収束する､

limlI¢n-h‖- O onー∞
試験関数空間◎の位相的反双対空間◎Iが､Hilbert空間γ の拡張を与える｡ここで､◎Iは､試験関

数空間◎上で定義された反線型連続汎関数の作るベクトル空間である｡つまり､◎Iの要素Jは､空間◎から

複素数 C-の写像､∫:◎- Cで､次の性質を満たすものである｡

1-d)反線型性

f(α4･+β4･')-α'f(¢)十β'f(d)(車,4･'∈◎, α,β∈C) (4,1)

1-e)連続性

I(T4-1im ¢n)-1imI(¢n)n-◆(X) n→00 (4.2)

◎IがHilbert空間71の拡張となっていることは､以下のように示せる｡71の任意の要素fをとり､反線型

汎関数を¢- (射f)で定義する｡すると◎が71より強い位相を持つことから､この反線型汎関数が連続

であることが示せる【44]｡つまり､Jは◎Iに属し､その結果､γ ⊂◎Iを得る｡三つ組

◎⊂γ⊂◎I (4･3)

はriggedHilbert空間､あるいは､Gelfandの三つ組と呼ばれる｡以下､任意の◎Iの要素Jに対し､

Dirac記法に従い､I(¢)≡ くQlI),r(¢)≡(II4)と表記する.

2)Liouville演算子の拡張､固有値問題の一般化

2-a)Lの拡張､右固有ベクトル

試験関数空間◎がLiouville演算子のHermite共役LIについて不変LI◎⊂中のとき､つまり､

唾の任意の要素¢に対し､LI¢ も中の要素であるときに限り､Liouville演算子 Lは次式により◎

の反双対空間◎I上に拡張される｡

- 12-
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(QlLf)=- くLtQIf) (f∈◎I,∀¢∈◎) (4.4)

反双対空間◎Iの要素Fαnが､ある複素数 zcm と任意の試験関数空間中 の要効 目こ対し､次式を満たす時､

Fcm を､固有値 Zαnに対するLの (一般化された)右固有ベクトルであると言う｡

(射 LFan)-(LId･lFan)-Zαn(4lFan) (4.5)

2-b)LIの拡張､左固有ベクトル

Lの一般化された左固有ベクトルを定義するには､そのHermite共役 LIを拡張する必要がある｡

Liouvi11e演算子の場合にはLとLIを区別する必要はないが､他の演算子の場合にも適用できるよ

うに､ここでは両者を区別して考える｡LIを拡張するには､一般には◎と異なる試験関数空間◎が必

要である｡壷がLcこ関して不変､即ちLる⊂壷のとき､任意の壷の要素¢に対する次の等式により､

LIはるの反双対空間るIに拡張される.

く射LIf～)=- くL封f～)(f∈bf) (4･6)

bTの要素fcm が､ある複素数Z｡nと任意の試験関数空間壷 の要素両 こ対し次式を満たす時､これを

Lの固有値Zαnに対する左固有ベクトルと言う.

(封 Ltfm)-くL勘 fan)-Zニn(il克n)

(fcmILi)- Zαn(fanli)

あるいは

3)一般化されたスペクトル分解

(4.7)

(4.7′)

riggedHilbert空間の理論では左右の固有ベクトルによる完全性の条件 ((3.8)の第2式)は､試験関

数空間◎及び壷の任意の要素 (それぞれ4,,4,とする)に対する次の等式の意味に解釈されるO

r.:=庚=II射Fan)くfanIa)-酬 i) (4.8)

左辺の和/積分の収束はモデルに応じて調べる必要があり､許される試験関数空間に対する制限を与える｡(4.8)

が成立する時､(4.5),(4.7)より任意の車,石 こ関して

(4･JLlき)-n!.fa(射 Fm)Zαn(Fcm l き )

が成立する｡これが､Lの｢股化されたスペクトル分解である.

- 13-
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4-2.複素スペクトル分解の数学的､物理的意味

この項では､riggedHilbert空間理論において､Hermiteであった演算子が複素固有値を持ち得る理

由､その物理的意味､riggedHilbert空間理論における半群的時間発展の生成､最後に､riggedHilbert

空間が前二節で説明した方法のどの段階で現れるかについて説明する｡

可観測量は古典力学では相空間上の実関数に､量子力学ではHermite演算子に対応しており､前述の

Hilbert空間Ttの要素であると考えられ､可観測量Aと密度関数/密度行列pの内積 くAIp)は､Aの靭

待値に他ならない｡よって､Liouvi11e演算子 Lの複素スペクトル分解 (4.9)は､71の部分空間毎に属す

る密度関数/密度行列βと◎ に属する可観測量Aの次の関係式とも読める｡

(AILfp)- AIFan)Zαn(fanIp) (4.9′)

これより､◎の要素piこLが作用したものは､Fanの重ね合わせ､つまり､◎の反双対空間◎Iの要素であ

る｡即ち､Liouville演算子 Lは､中から◎Iへの線型写像となっている.同様にその共役は､◎から呑Iへ

の線型写像である｡従って､定義域も含めて考えるとLとその共役LIは異なっており､LcまHermite性

を失っている｡これが､LiollVille演算子 Lが複素固有値を持ち得る数学的理由である.言うまでもなく､L

がHilbeTt空間上で実スペクトルを持つことと､(4.9′)の意味で複素スペクトルを持っこととは矛盾しない｡

(4.9′)から解るように､散逸的時間発展を特徴付けるLiouville演算子の複素スペクトル分解は､密度

関係/密度行列Ipを試験関数空間壷 の要素に､可観測量Aを中の要素に制限したときにのみ意味を持つ｡こ

の点は､粗視化と対比できる｡粗視化においては､相空間のあるスケール以下の構造が観測不可能であるとい

う制限を課すことにより､情報の不完全さが生じ､不可逆性が現れる｡同様に､複素スペクトル理論において

は､限られた密度関数/密度行列β及び可観測量Aが時間発展の吉己述に用いられるため､情報の不完全さが生

じ､その結果現れる不可逆性を特徴付ける時間スケールを含む複素固有値がLiouville演算子 Lに現れると

考えられる｡しかし､試験関数空間 ◎,◎はHilbert空間γ で桐密なので､通常の粗視化より人為的要莱

は少ない｡

Friedrichsのモデル[13,14]やパイこね変換[19]では､試験関数空間◎,毎が時間発展に対し非対称にふ

るまう｡

U(i)る⊂呑 , U(-i)64番

U(i)Oq申 , U(-i)◎⊂◎

(4.lo乱)

(4･10b)

ここでtは正で､U･(i)は､時刻0からtまでの時間発展のユニタリー演算子で､Hamiltonian系ではLi-

ouville演算子でLを用いてU(i)-exp(-iLi)と表される｡このことから､反双対空跡 叶 か 上に拡張

-14-
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された時間発展が半群の性質を持っことが解る｡事実､◎Iの任意の要素 Jと◎の任意の要素 Aに対し､

(AIU(THI)≡(Ut(T)AII)-くU(-T)AII) (4.ll)

が成立し､(4.lob)より､これは丁>0のときのみ意味を持つ｡つまり､拡張された空間◎I上では､正方向

の時間発展のみが定義される｡さらに､次式よりU(T)が半群の性質を持つことが解る.

(ALU(T)U(Tl)lf)-(U(-TJ)U(T)Alf)-(U(-T-T/)All)-(AfU(T+T/)lf)

(4.12)

同様にもう一方の拡張された空間るI上では､U(T)Eま､逆方向の時間発展半群を与える.この意味で､時間

発展は拡張された関数空間上で不可逆性を持つ｡十駿的証明はないが､以上の性質は､複素スペクトル理論が

適用できる系で常に成立していると期待される｡

最後に､前二節の形式論のどこにriggedHilbert空間が必要とされるかを論じる｡第2節の議論では､′l
Liouvule演算子Lの複素固有値は､本来､複素平面の上半平面で定義された演算子1/(I-4,(I))((2.5-8)
式参照)を下半平面に解析接続することにより得られている｡しかし､演算子の解析接続は限られた行列要素

についてしか可能でない｡つまり､この操作を正当化するには､行列要素を作るのに用いるHilbert空間の

要素に制限を加える必要があり､これは､試験関数空間の導入と等価である｡第3節で説明した補助的演算子

Cn,Dn の方程式 (3.13-14')は､Loの固有値の共鳴に対応する"小さな分母"を含んだ無限級数を与え

る｡この級数は､通常のHilbert空間の位相では収束せず､これに意味を与えるには､限られたHilbert空間

の要素に対応する行列要素の意味での収束と考える必要がある｡この点で､試験関数空間が導入されるのである｡

5.結語

通常､一般化されたマスター方程式に対して適当な近似をすることにより､不可逆な時間発展の方程式が

得られる｡このアプローチでは､不可逆性の原因を近似の操作に帰することができ､近似の精度を上げると最

終的に不可逆な方程式は可逆な方程式に帰着してしまうと考えがちである｡しかし､第2節で見たように､方

程式の持つ不可逆な要素を保持する厳密な理論を組み立てることができる｡第3､第4節で論じた複素スペク

トル理論はこのような理論である｡Hamiltonian系の場合､非摂動Liouville演算子 Loの固有値に共鳴

(縮退)がないと第3節の摂動法は､通常の摂動論に帰着し､Liouville演算子 Lは実スペクトルを持つ.L

が複素スペクトルを持つには､Loの固有値に共鳴 (縮退)が必要である.特に第3節で述べた方法が適用でき

るには､共鳴に関与するLoの固有値の少なくとも一つが､連続スペクトルに属している必要がある｡このよ

うな系､つまり､連続スペクトルを持ち､共鳴が必ず連続スペクトルに関与して現れる系をLargePoincar6

系と呼んでいる【1-14]｡

複素スペクトル理論では､Liouville演算子 Lが､部分的自由度に対応する散逸的演算子On と結び

つけられていることから､Lの複素スペクトル分解が得られる｡しかし､Hermite演算子の複素固有関数
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という考えは新しいものではない.既に､α駒壊の理論で Gamovl42】が Lee-Friedrichsのモデルで中

西【35]が､Hamiltonianの複素固有状態を構築している｡また､Hermiteな演算子の複素スペクトル分

解､同様に､ユニタリー演算子の絶対値が1より小さい固有値を与える理論も既にいくつか提案されている｡

Combesら[45]によって提案された複素スケーリングの理論[46]では､Hamiltonianガ に座標のスケール

変換Hα=l U(cr)HU~1(J)が施される.ここでU(q)は実パラメ-9gに依存するスケール変換の演算子

であるO適当な仮定の下で､Hqがパラメータcrについて解析的であることが示せる.Jの複素数値に対応す

るHqはHermite的でなく､その連続スペクトルは複素平面内の曲線上にあり､量子共鳴状態は複素固有値

に対応するHqのproperな固有ベクトルとして吉改匡される｡Hqのスペクトル分解をU(J)を用いてもとの

HamiltonianHに戻すとこれは､H の複素スペクトル分解となっている｡Sudarshanらによる状態ベク

トルの解析接続理論[36,47]では､連続固有ベクトルを指定するエネルギー変数が､複素平面内の曲線まで解

析接続される｡この結果､例えば､エネルギー変数 Eについて対角的な非摂動 HamiltonianHoは以下の

ように変形される｡

Ho-L∞ dE" (Et- Ho-/rd" )くくl

ここで､rは0から出発し無限遠までのぴている下 (上)半平面内の曲線で､ぐはr上の変数で､IC),くく1

はそれぞれIE)及び(Elのrへの解析接続である.くくLが L()のHermite共役でないことに注意 して

おく.この操作により､系のHamiltonianは､複素平面の曲線rに依存する演算子Hrに変形される.Hr

は､r上に連続スペクトルを､量子共鳴状態を孤立複素固有値に対応する固有ベクトルとして持つ｡Hrのス

ペクトル分解に前述の逆の操作を施すことによりHamiltonianの複素スペクトル分解が得られる｡Bohm

らによる理論[43,441では､外向き､内向きの散古L状態 (それぞれ4･oEut,婚 )が存在する系を扱い､S行列要

素S(E)の重みをもつHamiltonianHのスペクトル分解

月'=L00

dEl錯)ES(E)(QoEutI

から出発する.適当なriggedflilbert空間を考えることにより､l帽 ),(QoEutlをElこついて下半平面で

解析的であるようにすることができる｡上式の構分路を[0,+∞)から下半平面を通って(--,0]に変形する

ことにより､S行列S(E)の下半平面での極を孤立固有値に､(-∞,0】を連続固有値として持つH の複素

スペクトル分解が得られる｡Friedrichsのモデルに対しては､以上の理論は複素スペクトル理論と同等の結

果を与える｡Pollicottl48],Ruelle【49]らはAxiomA系等のエルゴー ド的系の相関娼数の減衰率を､密度

関数の時間発展の演算子 (Frobenius-Perron演算子)の固有値 (Pollicott-Ruelleの共鳴)として特徴付

ける理論を展開している｡この理論では､適当なHilbert空間上でユニタリーなFrobenius-Perron演算子

が､絶対値が1より小さい固有値を持ち､対応する固有関数は､Schwartzの超関数となる｡もとのHilbert

空間､超関数空間､そして､対応する試験関数空間の組は､riggedHilbert空間の一例である｡一方､複素

スペクトル理論は､一次元､二次元のマップのFIObenius-Perron演算子のスペクトル分解にも通用されて

おり[15-20]､一次元のr-adicマップ.二次元のパイこね変換では､離散的固有値のみを含むスペクトル分

解が得られている｡これらの例では､固有値はPollicott-Ruelleの共鳴と一致している｡
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これらの理論に対 し､複素スペクトル理論は､非平衡統計力学理論から発展しており､摂動論的方法に大

きく､依存している｡このため､複素スペクトル理論は､Hermite演算子の複素固有値に厳密な基礎付けを

与えるばかりでなく､通常の不可逆な方程式を導く近似法 (量子光学におけるBorn-Markov近似等)に系

統的な視点を与える｡

最後に､不可逆な時間発展を主張する熱力学の第二法則の力学的解釈に言及する.周知のように､Boltz一

mann以来熱力学の第二法則に力学的解釈を与えることは何度も試みられてきたが､最終的な解答はまだ得ら

れていないO前節で見てきたように複素スペクトル理論では､系の吉誠 に用いられる密度関数/密度行列と可

観測量に制限を課すことにより､時間発展を言改BするLiouville演算子 Lの複素スペクトル分解が得られる｡

さらに､制限のつけ方に依り､時間発展は未来へ向かう半群､あるいは過去へ向かう半群となる｡従って､仮

に自然界で実現可能な密度関数/密度行列及び可観測量が限られている､つまり､この制限がある種の自然法則

であるとすれば､一方向の時間発展､即ち､不可逆な時間発展が自然に得られる｡このようなアプローチも次

の理由から一考に値するだろう｡第-に､密度関数/密度行列や可観猷量に対する制限は､粗視化と違い相空間

に観測可能な最小のスケールが存在することを必要としない｡実際､これは相空間上で定義された関数の性質

に対する制限で相空間そのものに対する制限ではない｡第二に､実現される物理的対象に数学的な量を対応さ

せる際､必ず有限個の情報からの外拝が行われており､このため､密度関数/密度行列や可観測量をHilbert

空間の桐密な部分空間に限っても､実際上制限を加えていることにはならない｡事実､有限個のデータから対

応するHilbert空間の要素を構築する際に生じる誤差の範囲で桐密な部分空間の要素を必ず捜すことができ

る｡このコメントはBohm【50日こよる｡最後に､熱力学の第二法則は,第二種永久機関の不可能性にみられ

るように制限を表す法則であり､密度関数/密度行列や可観測量に対して制限を加えることと矛盾しない｡し

かし､希薄気体等の具体的系における制限の性質､それと熱力学的エントロピーの関係については､今後の研

究が必要である｡
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