
物性研究 61-3(1993-12)

複雑流体のレオロジー

名古屋大ユ 土井 正男

講義ノー ト作成者 :東北大･理 石原貴光

講義ノー ト

(1993年12月13日受理)

Contents

l 複雑流体とは

2 レオロジー

2.1 均一系の流動と変形 ‥ .‥ ‥ ‥ ､‥ .‥ ‥ .‥ .‥ ‥ ‥ .‥ .

3 大変形弾性理論

3.1 変形の範述 ...‥ ‥ ..‥ ‥ ‥ ‥ .‥ .‥ ‥ .‥
3.2 変形の自由エネルギー ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ .‥ .

3.2.1 局所性原理 ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ .‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥

3.2.2 等方性 ‥ ‥ ‥ .‥ ‥ .‥ .‥ ‥ .‥ ‥ ‥ ‥ .‥ ‥ .

3.2.3 平衡条件 .‥ ‥ .‥ ‥ ‥ ‥ ‥ .‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥

3.3 応力の計算例 .‥ ‥ ..‥ ‥ ‥ .‥ ‥ ‥ ‥ ‥ .‥ ‥ ‥ ‥ .

3.4 分子理論 ‥ ‥ ‥ ‥ ..‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ .‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥

4 粘弾性液体

4･1 ゲル化する前の液体 (ゾル)のレオロジー ‥ ‥ .‥ ‥ ‥ ‥ ‥ .‥ .
4.2 線形粘弾性 ‥ ‥ .‖ ‥ ‥ .‥ ‥ ‥ ‥ ‥ .‥ ‥ .‥ ..‥ .

4･3 非線形粘弾性 .･･･- - - - ･･- ･･- - - - - - ･-4.4 構成方程式 .‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ .‥ ‥ ,‥ .‥ ‥ ‥ .‥ ‥ ‥

4.4.1 局所性原理 ‥ ‥ ‥ ‥ .‥ ‥ ‥ .‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ .

4･4･2 PrincipleofFra.melndifference ･････････I.･･I･･II･･
4.4.3 構成方程式 ‥ ‥ ..‥ .‥ .‥ ‥ .‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥

4.5 分子モデル .‥ ...‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ .‥ ‥ ‥ ‥ ‥

4.6 応力表式 ‥ ‥ ‥ ‥ .‥ .‥ ‥ ‥ ‥ ..‥ .‥ ‥ .‥ ‥

5 ゲルの膨潤

5,1 基礎方程式 ‥ ‥ .‥ .‥ ‥ ‥ .‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥ ‥

0

2
2

8

8
8

1

1
1

4
5
5
6
7
8
0
1

8
8
8
8
8
00
9
9

1
1
1
1
1
.1
1
1

6
6
8
0
1
1
2
2

4
7

9
9
9
0
0
0
0
0

0
0

1
1
1
2
2
2
2
2

2
2

5.2 球形ゲルの膨潤 ‥ .‥ ‥ ‥ .‥ ‥ ‥ ‥ .‥･.‥ ‥ 211

6 文献

7 レポー ト問題

7.1 問題 .

7.2 解答 .

- 179 -

213

214
214
216



土井 正男

1 複雑流体とは

通常の流体は､大きさが0.1nm位の小さな粒子がファン･デル･ワールス力で相互作用して

いる系である｡これに対して､複雑流体とは通常の流体を構成する粒子の数百倍から数千
倍の大きさを持つ粒子が流体の中に浮かんでいるメゾスコピックな系である｡複雑流体で

あると考えられる系はい.くつかある｡典型的なものはコロイ ド溶液である｡例えばミルク

はコロイ ド溶液の一種であり､直径数 ミクロンの脂肪の粒子が溶媒中に浮かんでいる系で
ある｡

このように､通常の流体と複雑流体との間には､構成粒子のサイズの著 しい違いがある｡

このサイズの違いが通常の流体には見られない様々な性質を複雑流体にもたらしている｡

サイズの違いのもたらす効果を見るために例として磁性原子とその集合体である磁性微

粒子のコロイ ドを考える｡磁気モーメントpB(FLBはボーア磁子)を持つ一つの磁性原子を考
える｡ 外場 Hがかかっているとすると､一つの磁性原子が持つエネルギーEは

E--ILBHcose (1.1)

となる｡但し､βは磁場と磁気モーメントのなす角である｡(議論を簡単にするために､量

子効果を無視し､古典統計で話を進める｡)

原子がエネルギーEを持つ確率 Pに対してBolt2;mann分布を仮定すれば､Pは

expl-E/kBT]-explFLBHcosC/kBT] (i.2)

に比例する｡従って一つの磁性原子の平均の磁化 m -<〝βcoSβ>は､よく知られている
ように

m/FIB
IJdOcosOSinOexp(Ecose)
I.qdOsineexp(Ecose)

l一fヽ亡r'h川けいO
Cニ

Eii･
ILBH

kBT

(1.3)

と表わせるoこの時､平均の磁化が飽和し始めるときの外場Hcの大きさは､H ～ 碧 と評
価できる｡

一方､磁性原子がN個集まって強磁性の微粒子をつくったと考えよう｡そのような磁性

微粒子のコロイ ド溶液の中で個々の微粒子はNpBの大きさの磁気モ-メントを持つ｡磁場

Hの下でその方向の分布は､exp【NILBHcos01に比例する｡このとき､平均の磁化は上の
式で FLB をNILBで置き換えたもので与えられる｡また､磁化が飽和 しはじめる時の外

場 HcはkBT/NILBとなる｡磁性微粒子コロイ ドは数首万個の磁性原子からなるから､この
場合平均の磁化が飽和する外場の大きさは磁性原子が単独で存在する場合に比べて数百万
分の 1になる｡このことは､弱い外場により系が平衡状態から大きくはずれることを意味

しており､非線形応答理論の必要性を示唆している｡
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｢複雑流体のレオロジー｣

二番目の例として高分子溶液が挙げられる｡高分子鎖はルイ国の要素 (セグメント)からな
る大きな分子で､濃度を大きくしていくと通常の流体ではみ.られない絡み合いの相互作用

が現われる｡例えば､高分子溶液を管の中にいれ､圧力をかけると流れが生 じ高分子鎖が

流れの方向に引き伸ばされる｡この効果により圧力と流量との間には通常の流体ではみら
れない非線形の関係が現われる｡

最後の例として､界面活性剤を挙げる｡界面活性剤とは親水基と疎水基からなる部分で

できた小さな構成分子が凝集 してできた大きな構成要素を持つ流体である｡たとえば石鹸

を水の中に入れると親水基が外を向き､疎水基が内を向くミセルと呼ばれる構造が現われ

る｡ この ミセルには球状､棒状､あるいはラメラと呼ばれる層状の形態など様々な形態が

ある｡この系も非常に強い非線形性をしめす｡

以上をまとめる｡複雑流体とは構成要素が非常に大きな系であり､二つのタイプがある｡

一つはコロイ ドあるいは高分子のように個々の構成要素自体が非常に大きな系である｡も

う一つは界面活性剤のように個々の構成要素は小さいけれどもそれらが凝集 してメゾスコ

ピックな構造を持つ系である｡そして複雑流体においては､非線形 ･非平衡の現象が重要

であり､その理解のためには新 しいモデルや解析法が必要とされている｡
この講義では複雑流体の示す諸現象の中でも特に変形と流動の現象を扱う｡このような

学問はレオロジーと呼ばれる｡(この学問の全体については文献 【2,3】を参照されたい｡)
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土井 正男

2 レオロジー

2.1 均一系の流動と変形

複雑流体の流動と変形の仕方を記述するための基礎としてまず､_連続体の力学を復習する｡

連続体の密度をpとし､連続体の中に体積△xI△y･△Zの微小体積要素を考える｡

(図2･1参照)

Figure2.1:微少体積要素

この微少な体積要素の質量と加速度は次のようになる｡

質量 - p･△x△y△Z

加速度 =
古(r～+V～△t,i+△i)-V-(r-,i)

△‡

(V-･V)vl 冨

==.

Dv～
7万

(2･1)

(2･2)

微少な体積要素に働く力は､微少体積内の全ての原子に働 く力の総和であり､それは､体

積力と応力の和である｡ここで､重力加速度を首とすると､体積力は､

体積力 -p△x△y△Z･9- (2･3)

と表わされる｡また､応力については次のように考える｡

まず､連続体中にある一つの面 Sを考え､面 Sの上の原子が面の下の原子に及ぼす力を

Pとする｡ここでは面 Sとして､エーy平面に平行な面を考える｡･■▼●
連続体中の原子iが原子jtこ及ぼす力をf.･,･とすると､iは次のように書ける｡

-I
i-≡.At半分∑,. 下半分f.I,･

- 182 -
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｢複雑流体のレオロジー｣

ここで和はiについては面の上の原子について､jについては面の下の原子についてとるも･･■｣l
のとする｡I.1,･が短距離力であるとすれば､(2.4)の和は面積 Sに比例する｡
*****************************************

注) この事をみるためにf.･j-C/r.3･(r.ljは原子i,j間の距離)である場合を考えよう｡
jについての和はおおざっぱにいって

･jft･jヒエ現エdrJ_:(X)J･一〇〇

C
dr;TFFT;

よって､iについての和をとると､

F-Sc/cwdr量 (2･7)

これはn>3のときに収束する｡従って､相互作用の力がr-4よりはやく減衰すれば､物質

内部の力ば'面積に比例する力"即ち応力という量で記述される｡しかし､万有引力やクー
ロン力ではこうならないので''体積力''という別の概念が必要となる｡ くどくど説明した

が､要するに"原子間の力が短距離力であるときのみ応力という概念が有功である"pレ
オロジーでは､応力を中心に考えるので以下は体積力は無視して考える｡(以下の議論に体

積力の項を付け加えることは簡単であるが､ここではやらない｡)
*****************************************

･■･･■
結局､Fは成分で書 くと次のように書けるであろう｡

Fc- SqGZ

Fy -Sqyl

Fz - SqlZ (2.8)

ここで､J｡β(α,β-I,y,I)は応力テンソルの成分であり､まとめて言と書 く｡応力テンソ

ルが与えられると一般に､連続体中に考えた微少な面積要素dSに働 く力df厄 ､
-■

dF--3･dS- (2.9)

ここで､面dSの法線ベクトルをn-とすると､dS-=dSn-である｡或は成分で表わして

dF0--g｡βdSp (2.10)

となることがわかる｡

さて､再び連続体中の微少体積要素△x△y△Zに着目しよう｡図2.1のような直方体の微

少体積要素を考える｡このとき､下の面から受ける力のx成分は(2･10)から

- q諦 y,Z一字 )･△xAy

- 1 83 -
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土井 正男

であり､上の面から受ける力の∬成分は

qrz(I,y,I.等)･△xAy (2･12)

である.他の面についても(2･11),(2･12)と同様に考えると､面から受ける力のx成分は

･[% ･箸 +箸 ]･△xAy△Z (2:13)

となることがわかる｡

以上から微少体積要素△x△y△Zについて運動方程式を立てると(2･1),(2･2),(2.3),(2.13)
より

p芸 ニラ･打 pg (2･14)

或は成分で表わして

蔵 一驚 ･pga (2･15)

となる｡(ここで､繰り返された添字については和をとるという約束を用いている｡以下同

樵)これが連続体の運動を記述する運動方程式である｡

理論的には､この方程式を解けば連続体中の速度場V-が求まるわけだが､そのためには構

成方程式と呼ばれる言とV-の関係を与える式が必要である｡弾性体の場合にはHookの法則

が構成方程式を与え､通常の流体の場合には次のニュー トンの粘性法則が構成方程式を与
える｡

qαβ-磯 ･ % ト Peap (2･16)

ここで､Pは流体中の圧力である｡

しかし､複雑流体では､構成方程式はこのように簡単にならない｡複雑流体の構成方程

式は､それぞれの場合に､工夫し､考えてゆかなければならない｡構成方程式を与えると

いうことは､原子､分子のミクロの世界の情報を縮約 して物質の数学的モデルをつ くるこ
とである｡これは物理の問題である｡

構成方程式はマクロな考察によっても探求することができるし､ミクロな世界の考察に

よっても研究することができる｡前者は巨視的モデリング (現象論)､後者は微視的モデリ

ング (分子理論)などと呼ばれる｡どちらの立場も重要である｡最良の理論は両者の融令

から生まれることが多い｡

3 大変形弾性理論

現象論的な考察の有用性を示すために､ゴムやゲルのような非常にのぴやすい物質の構成

方程式を考えることにしよう｡ゲルは､紐状の高分子の鎖同志が至るところで共有結合 し､

非常に多くの溶媒を含んだあみ臼状の巨大な分子構造をとっている｡(図3.1参照｡)
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｢複雑流体のレオロジー｣

Figure3,1:ゲルの構造

ゲルのふるまいはスポンジに似ている｡スポンジは､水を吸収 して伸びたり縮んだりす

ることができ､カを加えれば変形するが､力を取り除けばまたもと通 りになる｡同様のこ

とがゲルでおこる｡ ゲルは水を吸って体積が数千倍にふ くれることもある｡ゴムの構造 も

基本的にはゲルと同じだが､溶媒を含んでいない点がゲルと異なる｡

このような物質の特徴は非常に大きな変形をするということである｡普通の弾性体の変

形は歪でいってせいぜい 10パーセント以下であり､それ以上の変形を加えると破断あるい

は塑性変形が起こって しまう｡ところがゴムやゲルといったような物質は歪で数~百パーセ

ントの変形を加えても破断や塑性変形がおこらず力を取 り除けばまたもと通 りになる｡こ

のような振舞を物質の ミクロな構造に立ち入 らずに現象論的に記述することがこの節の目

的である｡

3.1 変形の記述
-■

物質中で位置Rにあった点が変形が加えられた後に点r-に移ったとする｡r-は点の関数であ

る｡このとき､

･ 瑚 B)-篇 (3･1)

で定義される量を変形勾配テンソルと呼ぶ｡変形勾配テンソルを与えてやれば物質の変形の
状態を知る事ができる｡物質の運動を知るには物質の各点の応力を知 らなければならない｡

3.2 変形の自由エネルギー

変形の前と後で物質が平衡状聾にあると仮定する｡このような場合に物質の変形を議論す

るときには､変形の自由エネルギーを考えるのが便利である｡与えられた境界条件のもとで

変形後に物質がとる形は､変形の自由エネルギーを最小にするような状態として求めるこ

とができる.従って､変形の自由エネルギーをどの様に表わすかということが問題となる｡
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土井 正男

この変形の自由エネルギーの形式を求める場合には､いくつかの仮定が必要である｡

3.2.1 局所性原理

変形 した物質の自由エネルギーから変形前の物質の自由エネルギーを差し引いたものを変

形の自由エネルギーという｡局所性原理とは､物質全体の変形ゐ自由エネルギーFが系の

物質内部の微小部分のもつ自由エネルギーの和で与えられ､かつ各部分の自由エネルギー

はそれぞれの部分の局所変形だけで決っているという原理である｡数学的には次のことを

意味するO変形前の系の中の体積dXdYdZ=d3Rの微少体積要素に着目しよう｡局所性原

理によれば､この部分が持つ変形の自由エネルギーがf(芸(i))d3Rとかけ､系全体の変形
の自由エネルギーは次のようにかける｡

Fi/d3Rf-(i(a)) (3･2)

■′●･･◆
I(E)を自由エネルギー密度という｡自由エネルギー密度が∂2rα/∂Rβ∂R,などの高階の微
分によらないことに注意 して欲 しい｡このような原理が成り立つのは､考えている長さの

スケールが構成要素のスケールよりも充分大きい場合である｡
◆■･ト◆
f(E)の形を求めるには系の各点がr-ー p-五･r-という線形変換を受けた場合を考えれ

ば良い｡このような変形を一様変形という｡
◆◆ ト◆T ト◆

まず､一様変形に対する一般論を説明する｡斉を対称テンソル (F-F )､Rを回転 (直交
●_ ←◆T ←◆

変換)を表わす直交テンソルとする｡(R･R -I)すると､任意のテンソル芸は､次の式の
ように表わせる｡ ◆-◆一◆◆-◆

E-F･R

◆→ ◆ヰ ●◆T
B=E･E

証明は次のように行う｡まず､

(3･3)

(3.4)
■◆r ◆◆ 十◆

と定義するoここで､E はEの転置テンソルである｡また､BはFingerテンソルと呼ばれ
るテンソルで､対称テンソルである｡すなわち､

◆◆ ◆ヰT
β-β (3･5)

である｡定義から明らかなように石は正価2次形式 (固有値が正)であるから､次式で表わ◆◆
される対称テンソルFを定義できる｡

1

F≡Bぎ

◆ヰ 十十-1◆一
R=F ･E

-186 -
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｢複雑流体のレオロジー｣

と定義する｡このように定義すれば明らかに､

◆･.◆ 一◆●-◆
E=F･R

◆-◆
である. Rが直交テンソルであることは容易に確かめられて､

-◆.ーT ●ヰ-1◆一◆◆T t◆11 ◆→
R･R -F EE F -I

である｡(証明終)

(3.8)

(3･9)

3.2.2 等方性

(3.3)によれば､任意の一様 変形盲を加えることは系を義だけ回転させてFHという変形を加
えることと等価である｡系を回転しても自由エネルギーはかわらないから､変形の自由エ◆-◆ 十◆ ◆･◆
ネルギーはFだけで決まることがわかる｡さらにこのFは Fingerテンソルβで表わされる
から､結局変形の自由エネルギーは次のように表わされるであろう｡

_一◆ ～◆■-
f(E)-f'(B) (3･10)

ここで､′を付けたのは関数形が違うことを表わすためである｡以下では煩雑になることを

避けるため同じシンボルJを用いる｡
系の等方性を考えると変形の自由エネルギーの形に対 してさらに制限が加わる｡このこ

とを見るために球を考える｡球を一次変換すると楕円になることはよく知られている｡半

径 1の球をR→五･Rと一次変換したと善の楕円の主軸の長さを六･(i-1,2,3)その方向を一●
e-.･とするとFingerテンソルBは次のように書ける｡

【=】
B-a.･e-,･e-.1 (3.1 1)

(レポー ト間埴参照)｡こ=～TP､球を一次変換 したときの変形の自由エネルギーfを考え
る｡系には等方性があるからJは球をどの方向に引き伸ばしたかには依らないはずである｡

つまり､fは空間の方向に対して独立であるべきである｡従って､fはe-.･にはよらず､九･だ
けで決まるということができる｡即ち､

-◆･◆
f(E)Ii(ll,人2,人3) (3.12)

◆ヰ ◆◆-1 ■◆
である.ところで､人1,人2,人3はT,B,T,B ,detBで決まるから､最終的にfが次の形を
持つことがわかる｡

_◆一 ◆ヰ 十◆-1 ◆ヰ
I(E)-I(T,B,T,B ,detB)
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より具体的に書 くと次のようになる｡

●-◆
Il≡ T,B-E｡pEop

t◆-1 ◆十-1 十十-1

I2≡ T,B -(E )｡β(E )｡β
1ト◆

I3≡ ヰet(B)-(detE)2

(3.14)

ここで変形の前後における自由エネルギーについてコメントする｡前に述べたようにf(E)
ばreferencestateの単位体積当りの変形の自由エネルギーである｡系全体の変形の自由エ

ネルギIFは

F-/d3Rj(i) (3･15)
-■ ●･･◆_■

で与えられる｡一方変数変換Rー rl.=E･Rを施すと変形の自由エネルギーは deformed
stateに対 して 【=】

F-/d3r認 -/d3rf(i, (3･16)

で与えられる｡ここで､ ■■◆◆

f(E)≡票 (3･17)

【=】

はdeformedstateの単位体積当りの自由エネルギーを表す｡ゴムでは体積変化が小さいの～ ～●･･◆
で一del(E)はほどんど1であり､I(E)とf(E)の違いはそれ程重要でない｡しかし､ゲルで■■●･◆
は大きな体積変化を示すものがあり､I(E)とf(E)の違いは注意 しなければならない｡

Jとしては､実験及び分子論的な計算から次の形のものが仮定されている｡

f(E)-;cIIl･;C2I2･9(I3)

I-I

ここで､Cl､C2は弾性定数である｡

(3･18)

3.2.3 平衡条件

変形の自由エネルギーの形が求まったので､残る問題は変形後の物質の形を決めることで

ある｡平衡状態では自由エネルギーが最小であるから､与えられた境界条件に矛盾しない

範囲で､任意の仮想変形rJ-rJ+6uJ(r)を加えても変形の自由エネルギーの変分は0でなく
てはならない｡即ち､

竺 = 0

6uα
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仮想変形6u,を加えたとき､変形勾配テンソルは

∂6uα

SEoβ-面 一生 型 -Epβ驚∂Rβ∂rp
だけ変化するから､自由エネルギーの変分は

SF- /d3r濃 6Ea0- -/d3rSuqi (Epp孟 )
で与えられる｡ここで､

qidp'≡ Ep濃

(3.20)

(3.21)

(3.22)

と定義する｡式 (3.22)で定義 したものが 応 力テンソルと等しいことは次のようにしてわか
る(3.21)より､自由エネルギーの変分は

6F--/d3r6ua驚
となり､平衡状態では6F=0より､

生壁=o
∂rβ

(3.23)

(3.24)

即ち､

号･冒-o (3.25)

が成立する｡式 (2.14)と比較してみると(3.25)は力のつり合の式に対応するから､言は応
力テンソルに他ならないことがわかる｡

ところで､通常のゴムやゲルの体積弾性率は非常に大きいので､体積変化は無視できる｡

そこで､理想化を行って､これらの物質は非圧縮弾性体であるとみなすことにしよう｡非

圧縮弾性体とは l･-◆
detE-lL (3.26)

という条件を満たす変形 しか起こり得ない物質である｡非圧縮弾性体の平衡状態を求める

には体積変化が無い仮想変位を考えなければならない｡従って､仮想変位rJ→r-+∂u～に対
して

∂Suα

∂rα
- 0 (3.27)

という束縛条件を課すことが必要になる.束縛条件に伴い､Lagrange係数P(rlを導入で
き,変分間題は

6F -6/d3rf(i)･/d3rp(rl驚

- /d36ual碧 一型 】∂γα

(3.28)
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新 しく応力テンソルJ｡βを

J｡β-qidp)-pSaβ

と定義すると､平衡条件は前と同じく

や.冒=o

(3･29)

(3.30)

で与えられる｡未定乗数 Pは(3･27)および(3･30)の条件から決まる｡
ゴムは､非圧縮であり､変形の自由エネルギーが式 (3.18)で与えられるとモデル化され

る｡即ち､変形の自由エネルギーは

f(E)-妄cIEaβEop.喜C2(E-1)αβ(E-1)αβ

【=】

で与えられる｡このとき､応力テンソルは

U｡β-CIB｡β-C2(B-1)｡β+p6αβ

で与えられることがわかる｡(演習問題を参照せよ｡)

次章以下ではこれらの結果をふまえて具体的なレオロジーの問題を考えていく｡

(3.31)

(3･32)

3.3 応力の計算例

前の節の結果を用いて具体的な変形を与えたときの応力を計算 してみる｡ここでは変形と

してずり変形を考える｡ずり変形とは図3.2のように下の面を固定して上の面だけをずらす

ような変形のことである｡

Figure3.2:ずり変形
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このことを式で表わすと､変形前の座標を(X,Y,Z)とし､変形後の座標を(x,y,I)とす
ると

x -X+TY

･y - Y
z=Z

◆◆ ◆◆-1
と表わせる｡このときの Fingerテンソルβおよびその逆テンソルβ は次のように表わ
せる｡

B-(l';2日)

･ 1-(171-I.772 10:)

従って､応力テンソルは(3.32)から

qcy =(C1+C2)7

qcc-J,y -(Cl+C2)72

qy,-qz3 --C272

qr, -qy2-0

(3,33)

(3･34)

と表わせる｡ここで､qc8-qyy､qyy-quは､考えている面に垂直な方向に力が働 くこと
を意味しているので法線応力と呼ばれる｡

例として､二枚の平行平板にはさまれたゴム(ゲル)を考える｡(図3･3参照｡)これをひ
ねると面に垂直な方向に力が働く.逆に言うと､qccを打ち消すように面の上から力を加え
ながらひねらないとずり変形が実現できないということである｡同じ事が円筒形のゴムに
対 しても言える｡すなわち､これをねじると軸方向に伸びようとする｡

架橋零度の低いゴムでは法線応力はずり歪が大きくなると､ずり応力よりも大きくなる
ことがある｡大変形に関しては重要な量である｡

3.4 分子理論

前節までは､ゴムやゲルの変形について巨視的な考察から構成方程式を導いた｡この節で

は､ゴムやゲルの ミクロな構造について考察することによって構成方程式を導いてみる｡

ゴムやゲルは､高分子鎖どうしか化学結合を起こし､架橋点と呼ばれる点で連結している

ネットワーク構造をしている｡(図3.4参照｡)
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y

I

Figure3.3:平行平板に挟まれたゴム

架橋点

Figure3.4:ゲル

- 1 92 -



｢複雑流体のレオロジー｣

多 くの高分子の教科書では､均一なネットワークができているとして､議論されている

が､このような理想化されたネットワークは窺実にはなかなかみられない｡通常のゲルで

は系の内部に架橋点や高分子密度に大きなむらがある｡このような不均一さはゲルの生成

の機構と関係がある｡即ち､架橋点が形成されるとその近傍の高分子濃度が高くなるので､
そのまわりに架橋点ができやすくなるからである｡しかし､ゲル化の動的過程については
まだよくわかっていないことが多いので､ここでは理想ゲルについて考察する｡

ゴムやゲルの弾性は､金属や結晶の弾性と違った特徴がある｡即ち､i) 弾性率が小さ
いC(通常の金属の 10~7から10~5倍)ii) 大きな変形を加えても､破断や塑性変形などが
おこらない｡このような特徴はゲルの弾性を与えているものが個々の厚子の間のポテンシャ
ルカではなく､高分子鎖全体の変形から生 じることにより現れる｡

最初に一本の高分子鎖の変形の自由エネルギーを考察する｡高分子鎖はN個のセグメン

トからなり､各セグメントは格子の上におかれているものとする｡(図3･5参照｡)

A

Figure3.5:格子モデル

高分子鎖の一端が原点に固定され､他端は格子上の位置ベク トルr-'の位置に固定されて

いるものとする｡高分子が格子の上でとり得るすべての状態のエネルギーが等 しいものと

すると､高分子の分配関数はつぎのようになる｡

Zcha.･n=W(rJ,N) (3･35)

ここで､W(rJ,N)は高分子のとり得る配置の総数をあらわすoW(r-,N)は､原点や､ら出発
し､Nステップの後に位置r-に到達するランダムウオークの総数に等しい｡W(r-,N)の定義
より､次の漸化式が成立する｡

W(r-,N+1)-∑W(rL tt･,N) (3･36)I
-◆ -･◆

ただし､bl ,… ,bzは 1ステップで進み得るベクトルで､Zは最近接格子点の数である｡例え
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ば､二次元ではZ-4,三次元では3-6である｡ここでは三次元系を考え､

W(r-,N)-zNw(r-,N)

とおいてW(r-,N)をテーラー展開すると､

(3.37)

W(r-,N･1)-三写W(r--61･,N,-沖 W(r･･N)･堵 十をbt･abtLp否誌 +-･)(3･38)

を得る｡立方格子の対称性から

∑ b.･｡ -O
I

三;bt･ab･･p--喜a26ap

の関係を示すことができる｡ したがって､(3.38)は -

W(r-,NII)-W(r･,N)I;a2V2W(r･,N)

となる｡

一方､N≫ 1であるから

W(r-,N+1)-W(r･-,N)+
aw(r-,N)

∂〃

と展開でき､(3.41)及び(3･42)よ･り

坐 -筈∇2W(r･,N)∂〃

+.‥

(3･41)

(3･42)

(3･43)

という拡散方程式を得る｡(3.43)はフーリエ変換により容易に解けて､三次元では､境界
条件

に対 して

および

となる｡

W(r-,N=0)-6(rl

w(r-,N)-(読 )きexp(一誤 )

W(r･,N)- zN(読 )きexp(一誤 )
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｢複雑流体のレオロジー｣

高分子鎖一本当りの分配関数が求まったので､一本当りの自由エネルギー fcha.･nは次の
ように求められる｡

fchat･nニーkBTlogW-consl･･諾 Ir12 (3･47)

(3･47)は 1rlが大きくなるとfcha.･nが大きくなることを示している｡Irlはchainの両端間の
距離を表わすので､高分子はfchalrnを小さくするように縮まろうとすることがわかる.従っ

て高分子の両端の長さを 同 に保とうとするには両端を引っ張らなければならない｡この
力は,

A-,-空無 芸諾r- (3･48)

と表せるo fcha.･nの計算においては､鎖のとり得る形態のエントロピーしか考えてこなかっ-･●
たことに注意 しよう.したがって､力Xは理想気体の圧力と同様､分子の熱運動から生 じ-●
るものである｡(理想気体の圧力も､力Xも絶対温度 Tに比例 していることに注意せよ｡)

以上の事をまとめると､格子モデルにおいては､高分子のセグメントのrandomな運動

がchainの長さに比例する張力を生じさせる｡そのため高分子の chainはバネと見なして

よく､ゲルはいわばバネのnetworkとみなせるということである｡(図3.6参照｡)

バ ネ

Figure3.6:理想ゲル

これまでの議論から､高分子鎖の間の相互作用を考えなければ､ゲルの単位体積当りの

自由エネルギーは

fget- n･芸諾 <同2, (3･49)

と表せる｡ここでnは単位体積あたりの高分子鎖 (架橋点と架橋点を結ぶ鎖)の数である｡

B→r--五･R (3.50)
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という一様 変形を考えよう.巨視的な変形を与えた時個々の鎖は巨視的変形と同様の変形
をするものと仮定すれば､変形の自由エネルギーは

f9et-n芸諾 (<lr2I, - <lR2(,)

とかける｡ここで､

･lr12,-EapE叩 くRpRT,=EopEaT等 <R2,

である.従って､f9eバま､

f9eL-去cl(EaβEaβ-3)

(3･51)

(3･52)

(3･53)

と求まる｡これは､変形の自由エネルギーの第-項である｡((3･18)参照)ただし､Cl-
n<R2>/Na2とおいた｡

本節の議論は格子モデルに基づいた理想ゲルに対するものであった｡このモデルでは､
chain間の相互作用が考慮されていない｡それゆえに､以前にマクロな変形を考えたときに
得られた､次の自由エネルギーの表式

f9eL-去cIEapEaβ+妄C2(EI op(E-1)αp (3･54)

の第二項が説明できない｡鎖の間の相互作用は主にこっあって

1)排除体積の効果

2)鎖間のからみ合いの効果
である｡これらの効果を正 しく取り入れて､変形の自由エネルギーを計算することはた

いへん難 しい｡ランダムな構造を持つゲルの大変形理論は未だに不完全であり､ゲル化の

動的な形成過程の理論の構築とともにこれからの課題である｡

4 粘弾性液体

4.1 ゲル化する前の液体 (ゾル)のレオロジー

ゲル化する前の液体は､弾性液体である｡この意味をはっきりさせるためにずり変形を系

に加えた場合を考える｡(図4･1参照｡)
この場合ずり流は

Vc =Ty
vy -vl- 0
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Figure4.1:ずり変形

である.†-∂vJayをずり速度という｡ずり速度はずり歪7を時間で微分 したものに等 し

い.簡単のためにずり応力qI,をqとかくことにしよう｡弾性体および粘性流体それぞれに
対してJは次のように書ける｡

q - G7 (弾性体)

0'
dvc

7'有=巾(粘性流体)

例えば､

7≡ToCOSくJt

というずり流を考える｡このとき弾性体に対 しては

q-G7

という線形な関係が成り立つ｡これに対して粘性流体の場合には

q = 777

- -117oWSinくJi

(4･3)

(4･4)

となる.このことから粘性流体はq-7平面で楕円によって表現される｡
ところで粘弾性液体は､弾性体としての性質と粘性流体としての性質を両方兼ね備えた

ような液体である｡このような液体では､応力は次のように与えられる｡

q-a(W)ToCOSWト 11(W)wToSinwl (4･5)

ここで､a(LJ)と77(LJ)は周波数LJでみたときの弾性率と粘性率をあらわす.高分子溶液の場

合にはTを緩和時間とすると､W<王のときには粘性流体としてめ性質が強 く効いてくる

が､LJ>三のときには弾性体としての性質が強く効いてくる｡(図4･2参照.)
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1/T

Figure4.2:弾性率と粘性率

4.2 線形粘弾性

外から加えた歪が小さいような場合には刺激 (ずり歪又はずり歪速度)と応答 (ずり応力)

の間に重ね合わせの法則が成立する. 即ち､ずり歪速度11(i)を加えたときのず り応力が

ql(i)であり､ずり歪速度†2(i)を加えたときのずり応力がq2(i)であったとすると､ずり歪

速度†1(i)+†2(i)を加えたときの応力がql(i)+q2(i)となる.このような重ね合わせの法則
がなりたつ粘弾性流体のずり応力とずりひずみ速度は一般に次のような関係で表すことが
できる｡(線型応答理論参照)

q(i)-I印dl,a(i-t,)1(i,)

例えば7(i)がstep-strainであるとする｡すなわち､

7(i)-

である場合を考えるo(図4･3参照｡)
このとき､7(i)-706(i)であるから

0 i<0

7o t>0

q(i)-ToG(i)

(4.6)

(4･7)

である｡つまりstep-strainに対する応答からG(i)を決めることがで書る｡

弾性体､粘性流体､弾性液体などの物質の間の性質の違いはG(i)に顕著に現われる｡(図

4.4参照)
つまり(4,1)より､弾性体の場合にはG(i)が時間に対 して一定になるが､粘性流体の場

合には(4.2)よりG(i)が6関数になる｡また､高分子液体の場合には緩和時間Tだけ経った
後ほとんどG～0となる｡
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Figure4･3:step-strain

｢

粘性流体 高分子液体

Figure4･4:G(t)
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ゲルと高分子液体の違いをもう少 し詳しく説明する｡ゲルは弾性体でもあるので平衡の
ずり応力がある｡従って､例えば四角いゲルを丸い容器の中にいれた後取り出すともとの
形に戻る｡この意味でゲルは固有の形をもつということができる｡ ところが高分子液体に

歪をかけると､その瞬間にはある応力がでてくるが復原力は時間とともに弱まり､ある時
間経つと復原力はなくなってしまう｡そのため､高分子溶液を丸い容器の中に入れると丸

い形になるが､四角い容器の中に入れれば四角い形になり､また別の形の容器に入れれば

その容器の形に応じた形になるといった具合いに､高分子溶液は従って固有の形を持ちて
いない｡

4.3 非線形粘弾性

外から加えた歪が小さい場合には線形応答を考えれば良いが､そうでないような場合には
一般に非線形応答を考えなければならない｡

例えば､二枚の平行平板間に高分子溶液を入れて､下の平板を固定しておいて上の平板

をずりひずみ速度今で動かす場合を考える｡実際の実験では内側を固定した二重円筒の間に

高分子溶液を入れて外側の円筒を回転させる｡(図4.5参照｡)この場合､局所的にはずり流
が実現 していると考えられるからである｡

/

Figure4.5:二重円筒

ずり歪速度†が大きくなるとずり応力Jとずりひずみ速度†との間の関係は､粘性流体と

違って非線形になる｡(図4,6参照)
高分子溶液に対 しては現象論的に次の関係式が与えられている｡

111
q

1+(T十)n
ここで､0< n <1である｡また､一般に

qcc- qyy-Nl(1)

(4.8)

(4･9)

と書けるが､線形な場合とずれ始めるのはだいたい†-1/丁(Tは緩和時間)であることが実
験的にわかっている｡
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Figure4.6:q対す

4.4 構成方程式

均一系の流動と変形を記述する運動方程式は次の式で与えられる｡

p芸 ニラ･冒 (4･10)

この方程式から高分子液体の流動を計算するためには言とV-の間の関係を与える構成方程式

が必要である｡次の2つの事柄は均一系で通常なりたつ原理と考えられている｡

4.4.1 局所性原理

物質の中の点で､物質の局所速度と同じ速度で運動する点を物質点という｡局所性原理

とはある物質点の応力はその物質点の近傍の変形だけによって決まると言う原理である｡

referencestateで晶こあった物質点 Pカ時 刻tにおいて占める位置をr-(i;R)とかく｡
一･●

-■
Eap(i;R)-

-I
∂r｡(i;R)

aRp
(4･11)

◆-◆
は物質点 Pの時刻 10'変形勾配テンソルである｡これをE(i;P)とかく｡弾性体の場合の◆･･･●

局所性原理とは応力テンソル言がE(i;P)だけで決まるということであった｡すなわち
◆･◆◆･◆

3(i;p)-S(E(i;P)) (4.12)

と書けることである｡

高分子液体の場合には､応力は時刻 l以前の変形勾配テンソルによる｡いいかえれば､

E(t';P)の汎関数である｡
◆■■一◆

3(i;P)-SlE(tI;p)】t'<t
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となる｡ この式の意味は､P点の応力は､P点が感じてきた変形勾配テンソルだけに依る

ということである｡高分子液体では､応力テンソルは変形の前と後の状態だけに依るので
はなくその途中でどの様に変形してきたかという変形の歴史による｡

局所性原理によれば､ある点における応力を考えるときにはその点における変形勾配だ

けを考えればよく､それ以外の点からの寄与は考えなくてもよい｡したがって､変形とし-■
ては一様変形だけを考えればよい｡すなわち､referencestateにおける点Rは､変形後､次

の式で表わされる点r-(i)に移ると仮定 してよい｡
乙;=二:

r-(i)-E(i)･点 (4.14)

4.4.2 PrincipleofFrameIndifference

Framelndi斤erenceの原理とは､物質の回転挙動が応力に影響を与えないという原理であ
る｡Framelndifferenceの意味をもう少しはっきりさせる｡物質の変形を回転系でみたとし◆･■◆

よう｡回転を表わすテンソルをQ(りとすると､回転を伴った場合の変形勾配テンソルは､

～ ト◆ ◆◆
E(t')=Q(l')･E(t') (4･15)

と表わされる｡この時回転系でみた応力は､静止系でみた応力テンソルを単に回転 しただ

けのものである,式で書けば 一◆ . ■●
蒜(i')-Q(l')･冒(t')･QT(t')

または､
H ー HT

Q(i)ISlE(i')]･Q (i)-ilE(i')]

である｡これが Framelndiffel･enC'Cの意味である｡

(4･16)

(4･17)

4.4.3 構成方程式
◆･◆

これまで､物質の変形を記述するのに変形勾配テンソルE(i)という量を用いてきた｡こ
れは､あるreferencestateを基準にとり､それからの変形として定義されるものであった｡

ゲルのように固有の形を持つものに対 してはこの様な概念を用いるのは自然であるが粘弾

性液体のように本来流体であるものに対してこのような量を用いるのは不自然である｡ 流

体の変形を記述するには次の式で定義される速度勾配テンソルがよく用いられる｡

Fc｡β(i)-∂vo(r,i)
∂rβ

【=】
一様な変形r-(i)-E(i)･月に対 して､速度場は

●一 _ ■◆ ●◆-1
V-(r-,i)-E(i)･R-E(i)E r-
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←◆ ん 十十-1

fC-E･E

となるので

(4.20)

の関係がある｡ ◆-◆
粘弾性流体の変形は過去のある時刻l'を基準にとった変形勾配テンソルE(i,i')で記述す◆■l

ることもできる｡E(t,l')の定義は

である｡
:==
β

◆･･･●
r-(i)-E(i,l')･r-(l')

■◆ 十十-1
(i,t')-E(i)･E (t')

(4.21)

(4.22)

であることは容易に確かめられる｡◆-ト ◆･◆
上に見たように物質の変形はE(i)､完(i)､E(I,i/)などいろいろなテンソルで記述する

ことができるが､これらの持っている情報はすべて同じであり､どれかが与えられれば､他

は計算できる｡

さて､粘弾性流体の構成方程式として､よく用いられているのは次のようなものである｡

(これらの説明については文献 【5】γoll参照)

1)ConvectiveMaxwellModel
ConvectiveMaxwellModelは最 も簡単なレオロジーの模型であり､構成方程式は次の式

で与えられる｡

冒 -エ dl′
CleXp(-(ト t')/T)二

B(i,l')

ここで､B(t,t')は次の式で定義され､

◆･･･◆ ●-◆ ●-◆
B(i,i′)≡E(i,l')･E(i,t')

Fingertensorと呼ばれる｡
この積分方程式を微分形に書き直すと､テンソル言の従う方程式は､､･

･･T誓-CIT(;+;1)

と表わせる｡但 し､
6g ∂冒 H 一 一 I -- = -fC･0■-FC ･(J
Si-∂t

である｡

2)oldroydちmodel

S言 こ 6JYH
G･T甘 -巾.T筈)

-203-

(4･23)

(4･24)

(4･25)

(4･26)

(4.27)



土井 正男

ここで､

写=ZI+冒

3)Gieskusmodel
6qH -

(打‡;)･;+T甘 -那

4)次のモデルは現象論的によく使われるモデルで､積分形で

冒-cF叩
-(i-i')/T)

B(i,t')n

(4.28)

(4･29)

(4･30)

と表される｡ ただし､0<n<1である｡

4,5 分子モデル

前の節では高分子溶液を現象論的に記述する構成方程式について説明したが､ここでは､

この構成方程式の背後にどの様な分子論的なメカニズムがあるかということについて説明
する｡

高分子溶液が粘弾性を示す理由を簡単に示すために､高分子の cllainを､二つのセグ

メントがバネ定数 kのバネで結ばれたものと考える｡(図4.7参照｡)これが一様な速度場

V-(rl-完･r-のなかでブラウン運動していると考える｡高分子 chainの両端の2つのセグメ
ントの位置ベクトルをそれぞれr-1､r.2とする｡また､chainのもつpotentialenergyが､

U-妄k(rl-r･2)2

で与えられるものと仮定する｡

rl〆VV＼ハ◎,-2

Figure4.7:バネ

このとき､cbainの運動を記述する運動方程式は､

rW;1--6(r1-g･r-I)-k(rT-r-2)+I-1
mr3,--((r-2一言･rJ2)-k(r-,-r-1)+f2
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である.ここで､ぐは摩擦係数であり､粘性係数71と次のような関係にある｡

(-67r71a (aはセグメントの半径)
-･･● -●

またfl､f2はrandomforceであり､

(I.･O(i)I,･p(t'))-2ぐkBT6.I,･6｡β6(i-l')

(4.34)

(4.35)
-◆

である.摩擦による効果が十分大きいとすると加速度は無視できる｡r--r-2-r-1及びf-
i,-I-1を用いて (4.32)､(4.33)は､

･■･■

長 ; ･弓 弓
と書き換えられる｡但し､ 丁は緩和時間を表わし

(丁=-
2k

である｡

(4.36)

(4.37)

Figure4.8:面積 Sの平面

?ぎに､stresstensorについて考える｡図4.8のようにZ軸に垂直な面積Sの平面を想定
する｡Sを通して働きあっている力のⅩ成分は次のように書ける｡

Fc-叩(fCcz+rczr)S+(nSkrcrz) (4.38)

この式で､第-項は流体による粘性効果を表わす｡第二項は高分子の寄与である｡両端間

ベクトルr-の高分子が面の上と面の下にまたがっているとkra,だけの寄与を与える｡そのよ

うな高分子はnSrzだけあるから(nは単位体積中の高分子の数)力-の寄与は上のように

与えられる.応力はFJSで与えられる｡これを流体による項と

Jivz)-q(KCZ+,Czc)

- 20 5 -
′
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高分子からの寄与

の和であらわす｡

qiez)-n(fcrz)

◆_◆ 十･◆V ～e

q-q +q

◆◆
∂β 一 一- -JC･Eal

という関係式を用いるとこ(4.36)は厳密に解くことができる｡

r･(i)-き/_t∞dl,exp(一宇 )i(t･t,)II-(t,)

(微分 して確かめよ)これを用いて若干計算するとqiep)は

凋-nkBT/_t叩dt,;expl-;(i-i,)]Bap(i,t,)

(4.42)

(4･43)

(4･44)

となることが示される｡これは､ConvectiveMaxwellModelに他ならない｡

つまり､ConvectiveMaxwellModelは､高分子溶液を､バネで結ばれた分子が溶液中に

分布 している系であるとみなすという物理的な描像を背景にしているということができる｡

この場合､高分子溶液が粘弾性を示すということは容易に理解できる｡例えば､瞬間的な
ずりを加えると､バネが瞬間的に引き伸ばされるが復元力があらわれるから時間がたっに

つれバネの形はまた平衡に戻っていくので応力の緩和がみられる事も理解できる｡

このような粘弾性を示す他の例を挙げる｡界面活性剤をうまく加えると､ ドロブレット

が衝突しても合体せず下に沈降しない安定な分散系をつ くることができる｡これが非相溶

二流体分散系である｡この場合外から加えた変形に対 しては ドロブレットの表面張力 (罪

面エネルギー)が緩和 し､これが応力の緩和をもたらす｡

もう一つの例は､棒状高分子分散系である｡棒状高分子 (以下では棒と呼ぶ)の向きを表

わすベクトルをu-とし､u-の分布関数を4,(u-)とする｡棒の配向のエントロピーSは､

S-NkB/du-*(u-)log(Mu-)) (4･45)

で与えられ､同じく自由エネルギーFは､

F--NkBT/瑚 (u-)log(Mu-)) (4･46)

で与えられる｡このような系に図4.9のようにずりを加えたとする｡

すると､引まずりの方向に強く配向し自由エネルギーが高い状態に移る. この非平衡状態

が平衡状態に戻る過程で応力の緩和が起こる｡
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shear

/ / ＼ / ～

＼ 侶 ー /二 ′

Figure4.9:棒状高分子分散系

4.6 応力蓑式

前節の議論は､高分子を分子がバネで結ばれたものと見なした特殊な描像に基づいていた
が､ここでは､高分子を相互作用しているブラウン粒子の集合体と考えることによって､ブ

ラウン運動の理論に基づ く粘弾性の記述の一般論を展開する｡ここでは結果のみ記す｡詳

細は文献 【71chapter3を参照｡
ブラウン粒子が溶媒の中を運動している場合を考える｡ブラウン粒子がゆっくり運動 し

ているのに対 し七､溶媒分子はきわめて速く運動しているので溶媒は平衡にあると思って

よい｡すなわち､系はlocalequilibriumにあると考えてよい｡ xjを溶媒分子の位置を表わ

す一般化座標とLq-(ql,q2,･,qJ)をブラウン粒子の配置を表わす一般化座標とする｡Hを
- ミル トニアンとすると､ブラウン粒子のある配置に於ける分配関数は､localequilibrium
において､

Z((q))-/H,･dx,･exp(-PH)

と表せる｡従って､Freeenergyは､

F((q))--kBTlogZ((q))

(4･47)

(4･48)

と表わせる｡

このように､系がlocalequilibriumにあるという仮定のもとで､相互作用するブラウン
粒子系の運動方程式を書き表すと次のようになる｡

症 -Lt･3㌢ At･qpKaβ+f･･･妄kBT:,･驚

個々の粒子に働 く一般化力
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L.･)･((q))､ mobitity matrix

fC｡β 速度勾配テンソル

であり､AioPrC｡β は､外部から与えた速度勾配により粒子がどう動くかということを表わ
している｡また､fiはrandomforceであり次の関係を満たす｡

(I.I(i)坤 '))-2L.I,･kBT6(i-t') (4･51)

さて､一般に高分子溶液由 ま束縛条件が加わる｡この条件を考慮すると､応力は束縛力

による部分とpotentialによる部分からなり､次のように書ける｡

g｡β-criv)+璃 (4.52)

ここで､qivp)が束縛力による部分を表わLviscousstressと呼ばれ､

qivp)-7.(K｡β+Kβ｡)+三｡pFWK.pv (4･53)

と書ける.また､qiep)はSticstressと呼ばれ､系に微少歪 r｡-r｡+660βrpを与えたとき､
革の freeenergyFの変化と次の関係にある｡

6F-Vq｡p660β (4･54)

例えば､高分子のchainを分子がバネで結ばれたものと考えると､r-をchainの両端を結

ぶベク トルとし(rJ-r-2-rl)､4,をr-の分布関数とすると､系のfreeenergyFは､

F-N/d3rlkB T帥 g¢+言明

と表わせる｡このと卓､系に微少歪Sr｡-Se｡prβを与え､

誓 い 孟 (r･oQ)

連続の方程式

を考慮すると車の変分は

瑚-一芸(era.)

-一芸(6eoprp*)

で与えられる｡(4･55)式よりfreeene.rgyFの変分は

6F -/d3rkrarβ恥 β
-k66｡β(rαrβ)

であるから､(4･54)よりelasticstressi.i

凋-芸k(rare)

となることがわかる｡これは(4.40)で求めたものに他ならない｡
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5 ゲルの膨潤

5.1 基礎方程式

ゲルは高分子が網目状につながったものである｡これは水を吸うと大きくなる｡これも一
種の変形であるからレオロジーの枠組みの中で理解されるべき現象である｡しかし､これ

までの議論を用いて､ゲルの膨潤の現象を記述することはできない｡ゲルが水をすって膨
張するということは､ゲルの中に水が流入一方で､ゲルそのものは外側へ向かって動いて

いくということである｡(図5.1参照｡)

ノレ 轡張

水が流入

Figure5.1:ゲルの膨潤

従って､この現象を記述するためには次のようにこっの速度場を導入することが必要で

ある｡

V-p(r-,i):polymer velocity

v-S(rl,i) :soZvenl velocity

(5･1)

言い換えれば､二流体 (混相流体)modelを考えなければならない｡

¢(r-,i)を高分子の濃度とすると､流体の平均の速度は

V--¢V-p+(1-¢)V-S

と表わされる｡また､流体はマクロにみると非圧縮と見なせるから､

-I
∇･(¢V-p'+(1-¢)V-S)-0

である｡
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次に､系を記述する運動方程式を考える｡まず､polymerに対しては､

p¢誓 -fp-N･p-V･S).Rp

となる｡ここで､

-■
fp:微少領域にある全てのpotymerに働く熱力学的駆動力

( :卑擦係数-I
Xp :束縛条件から生 じる拘束力

(5.4)

(5.5)

である｡束縛条件とは今の場合 (5･3)であるが､この束縛条件によるLagrangianはP(rlを
未定乗数として

/dr-p(rle･(Qv-p+(I-4)V-S)

であるから､これをV-pで汎関数微分することにより

一･■ ●■
Xp--¢∇P

と求まる｡

solventについても全く同様に

p(1-¢)普 -I-S-M s-V-p)-(1-4)VP

-■

(5･6)

(5.7)

(5.8)

である｡

ところで､ゲルの膨潤は非常にゆっくりしているので (5.4)､(5.8)において加速度項は
無視できる｡従って､

-■
((V-,-vJs)-fp一両 P

C(V-S-vJ,)-I-S-(1-¢)∇p
-●

を得る｡-●
fpは仮想変位によるfreeenergyの変化からわかり､次のようになる｡

-◆
fp-や･冒p (5･11)

ここで､言pはpolymerの応力テンソルである｡一方､solventに働く力は等方的な項だけ

からなるがこれは非圧縮条件 (5.3)によってやpの中に含めることができる｡したがって､-■
f8-0としてよい｡
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従って､(5･9)､(5･10)より

==｣
((V-,-V-S) - 予言,-¢∇p-I
E(V-S-V-p) ニ ー(1-¢)∇P

である｡(5.12)と(5･13)を足し合わせると

●■◆
膏･【言p-pI]-0

であることがわかる｡すなわち､ ◆･◆
3-qHp-pI

が系の応力である｡(5･3)､(5･12)､(5.13)がゲルの膨潤を記述する方程式である｡

(5.14)

(5.15)

5.2 球形ゲルの膨潤

例として､静止流体中でのゲルの膨潤を考える｡(5.12)､(5.13)よりePを消去すると

V･p- V-a-宇 鴨

液体の平均速度古は0であるからV-8--((1-4)/¢)V-pを用いると

4(1-¢)占ワ予･冒p

(5.16)

(5.17)

上の方程式は物理的に分かりやすいが,計算の便宜のためにはreferencespaceの座標を

独立変数にとって書き換えたほうが便利である･そのために(3.21)で示 したように

6FニーJd3r6ua(∇Iqp)a

と書かれることに注意 しよう.変分SFを reference-Spaccの座標で書くと

SF -/d3R&%
Jd3RSu遺(孟)

となる.したがって

･∇･qp,a- 品 孟 (慕)

-2 1 1 -

(5.18)

(5･21)
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と表すことができる.よって (5.17)は

ar-
__-■
∂̀

とかける.ここで

入=

人や 月 ･冒

¢(1-¢)

deb(E)(

∂f
Cαβ= 両石

(5･22)

である.

簡単のため球形をしたゲルを考え､これが水をすって外側に膨 らんでゆくことを考え

る｡膨潤は球対称におこると仮定する｡最初ゲル上の半径 rlの位置にあった点が膨潤によっ

て､時刻 lに半径 r(R,i)の位置にきたとする｡V-pの半径方向の成分は∂r/atで与えられる｡

(5･17)は

芸 -串 品 (R2553',瑠 (5･25,

-方､R- r(1u)の変形によって､ゲルは半径方向に∂r/∂R倍のぴ､円周方向にr/月だ

けのびることになる｡すなわち､変形のFingerテンソルの主値は

生
絹

r.I.月
≡3

i
≡つ一

1
ハ

で与えられる｡ゲルの自由エネルギーはこれらの関数でありf(入1,人2)キか くことができ

る｡これから応力テンソルを求めると､(5.25)は次のようになる｡

芸 -藻 品(R2g,)一芸]

孟 f(Al･入2)

& f(Al･̂2)

(5･28)

ただし

である｡(5･28)で車,(,J,,U,は∂r/∂R, r/Rの非線形の関数である｡この方程式を解 くには､
数値計算が必要となる｡

12 12-



｢複雑流体のレオロジー｣

(5･28)の解についてはおもしろいスケーリングの関係式がある｡r(月,f)が (5･28)の解で

あるなら､αr(αR,i/α2)も解である｡したがって､球の半径をα倍にすると､膨潤に要す
る時間はα2倍になることになる｡

ゲルの体積変化が微小な場合には(5･28)は線形近似を用いて解 くことができる｡イオン
性ゲルでは条件 (温度､湿度)を変えるとゲルの体積が不連続的に変化することがある｡

これを体積相転移という ｡ 体積相転移の途中では収縮相と膨潤相の2相の共存がみられる｡
また､表面の形状が不安定になり種々のパターンがあらわれることも知 られている｡
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7 レポー ト問題

7.1 問題

問題 [1] r｡-Ec.βRβという一次変換について,次の間に答えよ･ただし,B｡β-EcuEpp
であり,人言,入22,人がま,テンソル Bの主値である.

1)点2=1の球はだ円体に変形される.だ円体の主軸の長さを求めよ. ■･■ ････■

2)面積 Sの面は,変換されて面積 βの面となる･もとの面の法線ベクトルを〃(Ⅳ 2-1)
とすると.変換後の面の法線ベクトルn～と面積 Sを求めよ.

3)空間内に等方的にいろいろな長さの線分が分布しているとする.長さLの線分が長さ

tの線分に変換されたとし,(I/L)2の平均を求めよ.
4)空間内にいろいろな面積の面積素片が等方的に分布 しているとする.面積 βのものが,

面積 Sのものに変換されたとし,(S/S)2の平均を求めよ■◆ .ト◆ ◆}
5) テンソルEは,対称テンソルFと直交テンソルRの横でかける.即ち

ト◆■◆+ ●十十十+
F-F .R･R =1

●-◆●-◆
なるテンソルF,Rを用いて ◆◆ト◆●ヰ

E-FIR,
【=】

と書ける.微小変形でEが

E｡β-Sap+e｡β IeoβI≪ 1

と書けるとき,FaβとRふβを求めよ

(7.1)

(7.2)

(7,3)

問題 [2]非圧縮性弾性体のが変形したとき,単位体積当たりの変形の自由エネルギーは,

一般にf(Il,I2)と書 くことができる,ただし

◆･◆
Il-T,B -Bαα

である.次の問いに答えよ.
1) 応力テンソル

は,

と書けることを示せ.

十◆-1
-E｡βEap I2-T,B -(Bll)｡｡(7.4)

qαβ-Ep濃

qαβ-2(B堵 -(B-I)αβ叢)

-214-

(7･5)

(7.6)



｢複雑流体のレオロジー｣

qc3-Cryy= 7qcy

2)ずり歪Tq)ずり変形においては

(7.7)

の関係が常に成り立つことを示せ.(式 (7.7)をLodge-Meissnerの関係式という)

3)一般に,非線形弾性体及び,非線形枯弾性体にずり流動 vX-iyv,-V3-0を加えた
と喜,̀応力成分 q抑 O-yz,q z｡,q z, は常に0である･なぜか? 理由を考えよ

問題 [3]次のようなずり流動に対して問いに答えよ.

vT - 仲 )y

vy - O

v2 -0

●･.･●
E(i,t')-

0
0

1

;･～-
1
0

lfl
U7

1
0
0

7(t,i,)-/,tdl"～ ,)

1)変形勾配テンソルは,

で与えられることを示せ.但し

2)構成方程式が

冒-エ dt,;expト(- )/Tl
B(t,t')

(TTB(i,t,))n

(7 .ll)

(7.12)

(7.13)

で与えられるような粘弾性流体において,次の2つの場合についてずり応力 q ry と第 1法
線応力差qrc -U,,を求めよ.

仲)- 706(i) siep-strain

† - 一定 定常ずり流動

問題 [4]次のような現象も適当なレオロジー構成方程式と運動方程式を用いて,記述さ
れるはずである.どのようにしたら,現象が記述できるか考察せよ.

1) 春先にアスファル トを破って草の芽が顔を出した.

2) つきたてのもちをはっておいたら乾燥 して固くなった.

3) ゴムをひさのはしたまま, ドライアイスにつけたらゴムは,固くなって力を取り除

いても元の形に戻らなくなった.しかし,このゴムを暖めるとまた,元の形に戻った.

- 21 5 -
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7.2 解答

問題 [1]

1)rα-EoβRβよりR｡-(E-1)｡βrp したがって､点2-1を満たす球面上の点は,変換

後には(E-1)叫rP(E~1)｡vry-1を満たす.これを書き換えると(B~1)pv ･rprv-1となる.
Bは対称テンソルだから準当な直交行列 Q｡βを用いて,

Ba〟-∑入ぎQ.･｡Qiβt

E ll2r:r:-ot

と書ける.よって式 (2)は

(7･16)

(7･17)

となる･ただし,r:-Qi｡r｡･式 (7･17)は楕円をあらわす･.したがってi番目の主軸の長さ
は人.･であり,その方向は Q .･｡である.ト◆
注)適当な座標系を用いるとEが

]ooiO
oiel°
l∧loo
｢___し

(7･18)

◆Jl
と書けるという解答が多数あったが,Eは一般に対称テンソルではないので,このように
書 くことはできない.-･･●
2)Sの面上の点Rは

NoRα-0
◆◆ ..■

を満たす.これらの点は変換後r～-E･Rに移るので,変換後の面の上の点 r-は

(7.19)

No(E-1)｡βrβ-o (7.20)

を満たす･変換後の面の法線ベクトルを 完とすると,nβrβ-0が成り立つから､(7･20)と

比べるとmβが次のように求められる｡

nβ-Na(E~1)｡β

面積の変換を考えるために,底面積S 高さ1の三角錐を考える.この体積は,

･･-喜∫
である｡変換後の三角錐の体積は,

ナ◆
V-dei(E)V

- 2 16 -

(7.21)

(7.22)

(7.23)



｢複雑流体のレオロジー｣

_■ 1ト◆ _■
である.一方三角錐の頂点のベケトルNはE･Nに移る.この頂点から変換後の面 Sに下ろ◆-◆-■
した垂線の長さは方･E･N/ln-Iとなる.したがって変換後の三角錐の体積は

1nαEopNp

V=言S

と書くこともできる,(7.21)を用いると

l s

v=亨河

(7･22), (7.25)より

芸-lnldetE-dei(E)(B0-0INaNp)1/2
◆･◆

3)線分Lの方向の単位ベクトルをu-とすると

一ト◆
l-LE.u-

よって

l2-L2E叫EOuupuy

-L2Bpvupuv

よって

(芸)-B"(uル )

ここで,(-･)はu-が等方分布しているとして,その方向についての平均である.

くⅦ｡) - 0

(uαup) - 喜6ap

(u｡uβuJ.) -I0

(uaupupuv) - 去(6ap6pvI6ap6pv+6αV6pp)

などの式が成立する.これを用いると

く芸)-Bp;6pv-喜Bαα

- 21 7 -
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(7･25)

(7･26)

(7.27)

(7.30)

(7.31)

(7.32)

(7.33)
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(7.35)
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4) 同様に,

く(言)2) (de沌)2くB毒NaNp)

(de≠(i))2㍍をSap

dc<B)喜(B-1)αα

響 (去+去.去)

となる.

5) FH-(B)1/2を用いて計算すると

Boβ-Sop+(Cαβ+玩 )

Fap-Sap.を(eap+epa)

Ra0-Sap+妄(eαp-epα)

問題 [2]1)

qqβ - Epp濃

-Epp芸 鼓 ･Epp芸 濃

ここで ◆■◆
Il-T,B-EaβEC,β

一◆

I2-T,B-1=(E-1)｡β(E~勺｡β

all
∂E叫

-2E 叫

∂I2 0.,_1∂(E-1)βV
2Ep-vl

などを用いると

∂EoF. ー~PV ∂E叫
●◆

ところが一般にテンソルAに対して次式が成立する.

【=:】

ト ス-溜 ス~1

-218-

(7.36)

(7.37)

(7･38)

(7,39)

(7･48)

(7･49)
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◆一 ●◆-1
(A･A -1を x で微分 して確かめよ.)これを用いると

∂(E-1)pv

∂E｡p
--(E I1)β｡(E~1)pv

-2(E~1)py(E~1)pa(E-1),JV

- -2(B-1)｡レ(E~1)py

よって

qαβ - 2EppEap芸 - 2(B -1)αvEpp(E ll)p雀

-2B堵 -2(B-I)αβ詰

2)ず り変形の時盲は次のように書ける,

I-◆
E-

β=

B~1=

170
0 1 0

0 0 1

>一･40
2"7+70

1ト

2一↑+Fo1-一To
r
L

]

]

001

001

これを用いて計算すると

となる.従って

qry-2塔 +2堀

Jが q yy-2瑠 +2増

となるから任意のf(Il,I2)に対 して

qcc~Cryy= 7Jでy

が成立する.'

ー219-

(7･50)

(7.55)

E"
H1

657nu一川U

ー
nu

757n川l川U

ー
hu

1HJnu

8

9

5

5

7

7

nl
H【

nutJHU

(7･60)
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3)ず り流動 V｡-iy,vy- vl-0は LTy面に関して対称である.したがって,.T軸または
y軸に垂直な面を考えたとき,それらの面に働 く力はa:y面内になくてはならない.よって

qr2-qyl-0

qyz- J,y-0

qcl-Crz8-0

GTo
qr y = -i/T

(7.61)

応力テンソルは対称であるから,

問題 [3] 1) 解答略

2)

a)

中 ≪ 1のとき

†≫ 1のとき

q3;I-Cr y y =TJcy

dry-Jo

qcy

diニco,,G 車

T(3+(坐)2)n

G
T

e一小

/O卯赫叫 丁

望iT2
T3n

iGT

q∬y-冒/Oの梅 軒 e-",-G(･T)1-2nr(2-n)
1

(7.66)

(7.70)

ただし,m <1/2とする･
問題 [4] この間題はどれも難 しくて,私も正解を知りません.以下は,私の,独断的

解釈です,

1) アスファル トは粘弾性液体であるから,ゆっくりとした刺激に対 しては,粘性流体

のように振る舞う.力Uを加えれば,時間tの間にアスファル トは

q

7- - i

仇

-220-

(7.71)
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だけ変形する.Uが小さくてもtが充分に大きければ,変形量は大きなものになる.草の芽
の力は弱くても長時周続けていると,アスフシル トを変形させることができる.

2)餅が固くなったのは,弾性率が上がったのではなく,粘弾性の緩和時間が長 くなった

と考える方が適当です.一般に高分子物質では,温度を下げると固くなりますが.この現

象は,結晶化のような原子の再配列が起こるのではなく,高分子の運動性が急激に減少す
る (緩和時間が急激に増大する)ために起こるのです.これをガラス転移といいます,餅
の中の水分が失われることによって,ガラス転移が起こっているのだと考えられます.
3) 同様に,ゴムが固くなるのもゴムの緩和時間が変化したと見るべきです.一般に,ゴ

ムにも粘弾性効果があり,等温状態で

q(i)-Ge一(i)IGgエ di,W )exp(一宇 ) (7･72)

というような式に従います.緩和時間丁は温度 γの関数であるので温度rが時間の関数であ
る時には,

q(i,-Gel(i,+G9/_tqdl,W ,exp(-I,I

dlJ/

T(T(i" ))) (7･73)

という式に従うと考えることにします｡T(T)は温度の関数でガラス転移温度をT9とすれば,

･(T,-(ニ芸…莞 (7･74,

であると仮定します.このようなモデルをもちいると次のことが示されます.

i)Tgより高い温度Tで歪70を与えたゴムをT9以下の温度に冷やし,力を取り除くとゴムの
歪は,

Gg

Gg+Ge
¶ (7.75)

となる･ G9≫ Geであるとすれば,この時の歪の変化は微小であり,ゴムはあたかも形を
変えないように見える.

ii)上記のゴムを再びT9以上の温度に上げるとゴムの歪は緩和時間

･(1･%)

- 221 -

で0に戻る.

(7･76)


