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カオスの理解はコンピュータの発展によって非常に進んできた.カオスの理解

を更に深めるために､今後我々は何を研究したらよいのであろうか｡ その答えと

して､2次元写像におけるカオスを理解することを提唱したい｡2次元写像にお

いては解析的手法､数値計算による研究に加え､ トポロジー的なアプローチがカ

オスを理解するにおいて有効であることを明らかにする｡ 2次元写像において得

られた結果をもとにカオスを議論する｡
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はじめに

ヵォスの研究は､1899年のポアンカレの研究 (1)にその端緒を見ることが

できる｡ コンピュータの発展によってここ20年位の間にその研究は飛躍的な進

歩をみた｡カオスに関する多くの成果 ぐ2)は数値計算主導の研究方法で得られた

と言っても良いであろう｡

ここでカオスの研究を一つの山 (カオス山)に誓えて見よう｡ カオス山の中腹

から頂上付近にかけては厚い雲に覆われピークは良く見えない ｡最近では1つか

2つのピークは見え隠れするようになってきたが､山の頂上を目指そうと中腹を

登っている者にとっては非常に苦しい登 りであろう｡一方裾野は大きく拡がり見

渡すこともできない｡カオス山の山麓には多くの人達が寄り集まっているのが見

える｡ 筆者を含めたカオスの研究者にとってカオス山全体を見ることはもはやで

きなくなっている｡ こうした時には何をしたら良いのであろうか｡ 筆者の答えは

簡単である｡ "苦 しくとも頂上を目指すこと"である｡

カオスとは何か､どのようにすればカオスを理解できるのか､カオスについて

何が分かったのか､そしてカオスの何が分からないのかといったカオス山の頂上

に向かうための道標を示すのが本論文の目的である｡ この目的のために筆者は2

次元写像を用いたい｡1次元写像の研究でカオスの研究は大きく進んだ｡我々が

本論文で2次元写像を用いるのは､自然界のカオスの理解へ一歩前進するための

大きなステップが2次元写像のカオスの理解であると信じているからである｡

カオスの研究と対をなす研究としてア トラクタの吸引領域 (ベイスン)の研究

がある｡ 両者は車の両輪のような関係にあり切り離せないが､ここではカオスの

研究を前面に出すことにした｡ベイスンについては近いうちに論じたい｡

以下で本論文の内容を簡単に紹介 しよう｡ 先ず第 1章ではカオス理解に2次元

写像を用いる理由を示す｡第2章では我々が扱う2次元写像の性質をまとめる｡

さらにここで用いる記号等について説明する｡ 第3章から第6章までが本論文の

中心部分である｡ ここにおける内容の多 くは筆者が得た新しい結果である｡ 第3

章では安定多様体と不安定多様体が接触 したとき､また交差 したときの構造変化

を議論する｡ 以下の章で必要となる定理 も紹介する｡ 第4章では､カオスを理解

するうえで最も基本的な周期倍分岐についての考察を行う｡第5章では周期倍分

岐が集積 した後に現われるカオス､つまりス トレンジア トラクタの島融合による
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構造変化について論議する｡ 第6章ではア トラクタが消滅する原因である境界ク

ライシスについて得られた結果を紹介する｡ そして得られた結果は分岐図に現わ

れる窓の消滅の原因である内部クライシスにも適用できる｡

本論文における基本的な方法はトポロジー的である｡ しかしこれだけではなく

解析的な手法による結果､数値計算による結果を併用しながらカオスの理解を深

めていきたいと考えている｡ 本論文がカオス山の頂上を目指す研究者の一助にな

れば幸いである｡

本論文は過去数年間にわたって筆者が研究してきた成果に新しく得られた結果

を追加し内容を再構成したものである｡ この間に多くの方々に議論をして戴きお

世話になった｡ここに氏名を記し感謝の意を表わしたい｡

森肇教授 (九州共立大学)､長島弘幸教授､馬場良和教授 (静岡大学)､相沢

洋二教授 (早稲田大学)､市川文男講師､土屋玲子講師 (帝京技術科学大学)0

1 なぜ 2次元写像のカオスを研究するのか

"ヵォスとは何か〝 という質問にたいして､今日では次のスタンダードな答え

が用意されている｡

(0)カオスとは初期条件にたいして敏感な依存性をもった有界な運動｡

カオスを示す例をコンピュータシミュレーション(3)で示すことができ､さらに

簡単な道具によって実演をすることもできる｡ カオスを示す実例を見て､なるほ

どと納得できるかもしれない ｡しかし良 く考えているうちに､最初の問いと､答

えの間には大きなギャップがあることが分かってくる｡ ある程度力学の知識があ

る人には次のように答えることができる｡

(1)カオスの軌道では､ひとつまたはそれ以上の個数のリアプノフ数が正であ

る｡

(2)カオスの運動のパワースペクトラムは広帯域の推音成分を持つ｡ またその

自己相関関数は急速に減衰する｡

(3)カオス軌道は相空間の中で自己相似的な構造をもったス トレンジア トラク

タを形成する｡ ス トレンジア トラクタは部分系に分割できない｡

(4)カオスは分岐を経て出現する｡

残念ながらこれらはカオスの示す現象を述べたに過ぎない｡例えば (2)は力
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オスが非同期 的 な性 質 とラ ンダムな性 質 を有 す るこ とを表 わ してい る｡ (3) は

カオ スが我 々 の常 識 をは るか に超 えた対象 で ある こと を我 々 に教 えて くれ てい

る｡ そ して (4) はカオスが突然現 われるの ではない こ とを意味 してい るo

初期値 を少 しず ら した とき､カオス軌 道 ではそのずれが指数関数 的 に拡 大 され

てい く｡ その拡 大 率 を表 わ してい るの が リア プ ノ フ数 であ る｡ よ って (0) と

(1) は本 質 的 に同 じであ る｡ カオス軌 道 がア トラ クタ上 にあるな らば､ それは

ある有限 の領 域 の中 に存在 してい る｡ カ オス軌道 のずれが拡大 され ア トラ クタの

大 き さ程 度 ま で拡 が る と＼ そ れ以 後 の 軌道 を正 し く予 測 す る こ とがで きな くな

る｡ こ うい った意味 でカオスの軌道 は未来 を予測 で きないの である｡

それではなぜ リア プ ノフ数 が正 の状態 が分岐 を経 て現 われ るの で あろ うか｡数

値計算 では確 かにそ うな っているが､ こ れにたいす る明確 な答 え を筆者 は知 らな

い｡" カオス" と" リアプ ノフ数 が正" との間 に何 が 'かけ橋" が必要 である と

思 うの は筆者 だ けではないであろ う｡

カオス とは何 かにたい してその本質 をついた研 究 が最近減 っ て き た こ と を 厳 粛

に受 け止 める必要 がある｡最近 ではカオ スの 存 在 を 積 極 的 に 受 け 入 れ ､ そ れ を 何

かに役 に立 て よ うとい う動 き が あ る ｡ こ れ も 一 つ の 方 向 で あ る と 思 う ｡ カ オ ス 山

の裾 野 を 開 拓 す る こ と は 大 事 で は あ る が ､ 今 求 め ら れ て い る の は 雲 に 隠 れ 良 く 見

え な い カ オ ス 山 頂 上 に 向 か っ て い く 努 力 を す る こ と で あ ろ う と 思 う ｡

そ れ で は カ オ ス 山 頂 に 向 か う た め に は ど の よ う な ル ー ト を 辿 れ ば 良 い の で あ ろ

う か ｡ 我 々 は " 2 次 元 写 像 系 の カ オ ス " を 理 解 す る こ と が 最 も 良 い ル ー ト で あ ろ

う と 信 じ て い る ｡ そ の 理 由 を い く つ か あ げ て み よ う ｡

(1) 1次 元 写 像 の カ オ ス (4) は 非 常 に 研 究 が 進 ん で い て ､ 残 っ て い る 問 題 は 非

常 に 扱 い に く い テ ー マ で あ る ｡ ま た 常 微 分 方 程 式 系 で 現 わ れ る カ オ ス を 理 解 す る

際 に 1次 元 写 像 モ デ ル (例 と し て ロ ジ ス テ ィ ッ ク 写 像 ) は 重 要 な 役 割 を 果 た し た

が あ ま り に も 簡 単 す ぎ る ｡ ロ ジ ス テ ィ ッ ク 写 像 等 は 逆 に 解 け な い し ､ 相 空 間 の 中

に 出 現 す る フ ラ ク タ ル 構 造 を 持 っ た ア ト ラ ク タ は 1 次 元 写 像 モ デ ル で は と う て い

理 解 で き な い ｡

(2) 3次 元 の 相 空 間 の 中 で 常 微 分 方 程 式 に よ っ て 記 述 さ れ る 運 動 を 理 解 す る よ

り ､ 2 次 元 平 面 内 の 写 像 に よ る 運 動 を 理 解 す る ほ う が 格 段 に や さ し い ｡ 3 次 元 相

空 間 内 で の 運 動 を ポ ア ン カ レ横 断 面 法 に よ っ て 2 次 元 写 像 を 構 成 で き る ｡ す な わ

ち 2 次 元 写 像 で 分 か っ た こ と は 高 次 元 の 常 微 分 方 程 式 系 の 運 動 の 理 解 の 出 発 点 に
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なりうるのである｡

(3)2次元写像は平面内での点の運動を記述 しているので トポロジー的な方

法､解析的な方法で理解がLやすいという利点がある｡

(4)数値計算が比較的簡単であり､パーソナルコビュータによる現象の視覚化

を通しての理解がしやすい｡理論的なアプローチが先行したり､数値計算による

アプローチが先行したりして研究が進められる利点がある｡

(5) 2次元写像には多くの未解決の問題がある｡

我々は､2次元写像に現われるカオスを理解せずにカオスを分かったとは言え

ない時期がきていると思っている｡ 山高ければ裾野は広く自然と裾野の開拓は進

んでいくものである｡ 我々はカオス山の頂上に向かう＼研究を期待 している(,

2 2次元写像 と用語の導入

2.1 2次元写像の結介

2次元曲面MをR2 (平面)､S2 (球面)､T2 (トーラス面)､A2 (円筒面)

のいずれかとし､面M上の点の写像 (微分同相写像)Taによる運動 を考えよ

う｡ ここでaはパラメタである｡ M上に適当に座標系(x,Y)をとって､T を次のよa

うに表わす｡

Ta=Xn.l=F(Xn･Yn;a)･Yn.l=G(Xn,Yn;a)･ (2･1-l)

関数F,Gは座標およびパラメタに関してCr級 (r≧1)であるとする｡ このときよ

く知られているように､同期点の安定多様体､不安定多様庵もcr級である｡ 以下

では簡単のために､添字aや関数F,Gのパラメタ∂依存性をあからさまに書かな

いことにする｡ 微分方程式の解からポアンカレ横断面法より得られる2次元写像

では､(Xn･Yn)と(xn..･Yn.1)がl対lであり､得られた写像のヤコビ行列式の値は

正である｡ これらのことをふまえて本論文では次のような制限を丁につける｡

(Al)丁のヤコビ行列式値JはJ-DetDT〉0を満たす｡すなわち丁は方向保存性

を有し､かつ逆写像も存在する｡

(A2)パラメタについての単調性を仮定する｡ すなわちパラメタの増加につれて

周期倍分岐､島融合過程が進行していくとする｡ そして最後に境界クライシスに

よってス トレンジア トラクタが消滅する｡
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(A3)周期倍分岐で生 じた2n一周期点は､パラメタの増加とともにサ ドルにな

り､その後さらにパラメタを増加しても決 して消滅せずにサ ドルとしての性質を

持ち続ける｡

(A4)周期倍分岐で生 じた周期点の安定多様体と不安定多様体の接触 (直接接

触､漸近接触)から交差への変化は､パラメタに関しゼロでない速度で起こるも

のとする｡ また直接接触の場合､接触は2次関数的であるとする｡

仮定(A2HA4)は､いずれも"単調性"に関するものである｡ 仮定(A2)は巨視的

に観測可能な現象に関する単調性 を述べており､仮定(A3)と(A4)は微視的現象に

関する単調性を述べているOこれらは全て独立でないように思えるo特に(A4)の

方がより基礎的であ季ように思える｡ ただ今のところこれに関して我々は明確な

答えを得ていないので､このようにしておく｡ 次の章から具体的な問題を考える

ときに､これらの条件がすべて必要であるとは限らない｡よって個別の問題でど

の条件が必要であるのかを明記していくことにする｡

Jが場所によらず一定の写像と∴場所によって変化する写像がある｡ 本論文で

はことわらない限 りJに空間の依存性があっても良いとする｡ 特にJの値によっ

て3つのケースに分けられる｡

(1)保存系 J-1,

(2)散逸系 oくJ(1,

(3)拡大系 J〉1.

(注)2次元写像にはJが負である写像も､また逆写像が存在 しない写像 もあ

る｡ これらの研究も重要であるがここでは扱わないことにする｡

2.2 用語の定義

(l)n一周期点 :面M上の点UがT7u-Uを満たすとき､これを周期点と呼び､こ

の式を満たす最小の正の数∩をUの周期という｡ Uを∩一周期点と呼び､Uも含めて

Uの像全体を∩-サイクルと呼ぶことにする｡ ∩-サイクルの個々の点 を順に

ul･u2･････unと記すo

(2)′トシンク:安定な∩一周期点｡ 2つの固有値の実部の絶対値が1未満｡保存

系､拡大系では存在 しない｡

(3)n-サ ドル :r>同期点の2つの固有値九､九のうち-つの固有値の絶対値がU S

lより大きく､他の固有値の絶対値が.1より小さい不安定な周期点を∩-サ ドルと

呼ぶ｡∩-サドルは更に2つのケースに分けられる｡
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(a)OPl:九〉1〉九〉0. (b)OP2:九(-1く九(0･u S U S

(4)ws,un(ui):rTサ ドルの-つの点u･の安定多様体(S)と不安定多様体(u)o 記法をl

簡単にするために本論文の以下では安定多様体 と不安定多様体からサ ドルU.を除I

いた集合をws,un(ui)として記すows,un(ui)(まMにはめ込まれた2つの多様体であ
る｡ その各々を成分と呼ぶことにする｡

(5)[A】:集合Aの閉包｡

(6)r,Y:ジョルダン曲線(5)oジョルダン曲線r上の開弧は(a･bト 閉弧は[a･b]r

と記す｡ジョルダン曲線rで囲まれた開領域をD(r)と表わす｡また[D(r)】の面積は

A(r)で表わすo

(7)sA(mト m-サイクルの窓 :m一周期のシンクとサ ドルがサ ドル-ノー ド分岐

で出現 したとする｡ このときm一シンクが周期倍分岐 (mx2∩) をおこした後にス

トレンジア トラクタSA(m)が現れる｡ サ ドルーノー ド分岐から､sA(叫が内部クラ

イシスをおこして消滅するまでのパラメタ区間をm-サイクルの窓と定義する｡

掛 こ1周期が周期倍分岐をして現われるス トレンジア トラクタをsA(1)と記す｡

2.3 臨界値の定義

(l)an(n≧1):周期倍分岐によって2n-サイクルが現われる値｡2n-サイクルはan.a

くan'1の区間で安定である｡ 周期倍分岐の母不動点が出現する臨界値をaO (〈an)

と記す｡a･-limrr→∞an･

(2)ah｡mn(nil):同期倍分岐で現われ不安定化 した2n-サ ドルのW 2nとW 2nがU S

第-ホモクリニック接触 をする値 o ah｡mOは同期 倍 分 岐 の 母不動 点 の W lとw 1u S

が第-ホモクリニック接触をする値｡

(3)aahelm･n(n>m≧0):2m-サ ドルのW 2mと2n-サ ドルのW 2nが第一ヘテロクリS U

ニック接触をする値｡∩'mであることを特に注意 しておく｡

(4)a.… ･∩(∩ 主o):2州 個の島のス トレンジア トラクタが2∩個の島のス トレンIm

ジア トラクタへと島融合を起こす値｡

(5)abc:境界クライシスが起きる値o
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3 安定多様体と不安定多様体が接触または

交差 したときの構造変化

この章では安定多様体と不安定多様体が接触､または交差している状況を扱う

ので必要な条件は (Al)のみである｡

3.1 安定多様体と不安定多様錘の定義並びに両者の交差の定義

最初に安定多様体と不安定多様体の定義を与える｡ ∩一周期点p∈Mにおける安

定多様体と不安定多様体は次のように定義される｡

ws(p)-1qeM:k-∞のとき Tknq-pf･

wu(p)-iq∈M:k-∞のときT-knq-pl.

この分かりやすい例がサドルの場合で-ぁる｡ これについては以下の議論で利用

される図に描かれているので見ていただきたい ｡サドルの場合､安定多様体と不

安定多様体はMにはめ込まれた1次元の多様体である｡ 次にシンクを考えてみよ

う｡ シンクの周りの近傍の点に写像を作用させると､その点列は全てシンクに漸

近する｡ よってこの近傍を過去に写像することでシシクの安定多様体が得 られ

る｡ よってシンクの安定多様体はMにはめ込まれた2次元の多様体であことが分

かる｡ シンクに関しては不安定多様体は存在しない｡一方ソースの不安定多様体

はMにはめ込まれた2次元の多様体であり､安定多様体は存在しない0

次に安定多様体と不安定多様体の交差について述べよう｡ 通常､安定多様体と

不安定多様体の交差を議論するとき､両者の横断的な交差を考えている｡ 横断的

な交差とは安定多様体と不安定多様体の交差点において両者が有限の角度で交差

していることを意味している｡ 以下で必要がない場合､簡単にホモクリニック交

差 (点)､ヘテロクリニック交差 (点)と言うことにする｡

安定多様体と不安定多様体の横断的なホモクリニック交差しているとき､ホモ

クリニック交差点に関してポアンカレによって次の定理が証明されている｡

定理 3.1 (Poincare(I))
横断的なホモクリニック交差点は､横断的なホモクリニック交差点の極限であ

る｡◆
この定理より､ホモクリニック交差が存在しているとき､安定多様体と不安定

多様体の交点が想像を絶したフラクタル構造をしていることがうかがわれる｡ 更

に安定多様体と不安定多様体自身もフラクタル構造をしていることが分かる｡
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3.2 第一直接接触 と第一漸近接触

安定多様体と不安定多様体の接触について述べよう｡ 接触にはホモクリニック

接触と､ヘテロクリニック接触の2種類がある｡

まずホモクリニック接触について説明をする｡ ホモクリニックとは2重に漸近

という意味である｡ ∩-サドル (∩≧2)においては､ホモクリニック接触には2つの

タイプがある｡

(タイプ1)wu(ui)とws(U.)が接触する場合o

(タイプ2)wu(ui)とws(uj)(ifj)力唱 触をする場合o

タイプ2においては未来において漸近するサドルと､過去に向かって漸近する

サドルが異なるがいずれも同じサイクルに属するのでホモクリニック接触の範噂

にいれる｡ 1-サ ドルについてはタイプ1しかないのは明らかである｡ 一般の周期

においていずれが起きるのか､また両方が起きるのかは写像等に依存する｡

次にヘテロクリニック接触とは､Wutui)とws(vi)(u･-i)間の接触であるo u･とV･LiI )' I J

同じサイクルに属さないサ ドルである. つまりすべての整数nにたいしてTnu.".1J

であるサドルであるo Wu(ui)とws(vl)のヘテロクリニック接触点または交差点を未

来へ写像すると写像点はV.に漸近 し､逆に過去に写像するとU.に漸近する｡ これ
J I

がヘテロクリニックの名前の由来である｡

ここで安定多様体と不安定多様体間の第一直接接触の定義を与える0

定義 3.2 第一直接接触

安定多様体の成分と不安定多様体の成分がある点で接 していて､両者の交差点

は存在しない ｡この接触を第一直接接触という｡ ◆

第一直接接触が生じていると,き､安定多様体と不安定多様体の構造を示 してい

るのが次の補題である｡

補蓮3.3 (YamaguchiandTanikawa(6･7))

第一直接接触において､安定多様体と不安定多様体は図 1aのように接.してい

る｡ ◆

(証明)図1bのように点pで接 していれば安定多様体と不安定多様体が必ず交差

していることを示せばよい｡最も簡単な2つの場合を図2a,bに示 してあるが､い

ずれにおいても不安定多様体が安定多様体と交差するのは自明である｡ ここで全

てのケースの証明を紹介することはできない ｡これらについては文献 (6)を見
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ていただきたい｡ (証明終了)

P P

7芯 ws荒 ws

(a) (b )

図 1 安定多様体と不安定多様体の接触｡第-直接接触では

(tl) 電⊆ ≦コ

｢

(a)のように接し､(b)のようには接しない｡

(b )

⊆E

｢

図2 (a)ホモクリニック接帆 (b)ヘテロクリニック接触｡qlは什サドル､

q2はm-サ ドル､kはnとmの最小公倍数｡(a)I(b)において､ブランチaと

ブランチbを結ぶジョルダン弧 (点線)は必ずジョルダン曲線rと交差する｡

次に漸近接触 (6,8)の概念を紹介 しよう｡

定義 3.4 第一漸近接触

次の3つの状況を安定多様体と不安定多様体の第一漸近接触という｡

(タイプl)lWu]nW.Qj･但しWnW-WunDNs]-a.S U S

(タイプ2)WunPNs]≠Q),但しWunWs-PNu]nWs-Qj･
(タイプ3)[Wu】∩[Ws]≠Q)･但しWnW=Wun【Ws]-PNu]nW=G5･◆u S S

(注)ここで重要な事は関係する安定多様体と不安定多様体が交差 していないと

いう点にある｡ 交差 している時､漸近接触は頻繁に起きる｡ 漸近接触にもホモク
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リニック漸近接触とヘテロクリニック漸近接触がある｡ タイプ3の漸近接触が我

我によって導入された新しい概念である｡

3.3 安定多様体 と不安定多様体が接触または交差をしているときの性質

安定多様体と不安定多様体が交差をしているとき､それらがどのような構造を

しているのかという問いに答えているのがpaJisのラムダ補題 (9) (九Iemma)で

ある｡ これは一般の次元にたいして成立する主張であるが､ここでは2次元写像

にたいする定理として掲げておく｡

定理 3.5 [ラムダ補題] (paJis(9))

R2のC1微分同相写像Tのサ ドルUの安定多様体をws(uト 不安定多様体をwu(u)

とし､DはUを含むwu川 内の任意の弧であるとするo ある不安定多様体〃がws(〟)

と横断的に交差しているとする｡ このとき任意の｡,0にたいして､NはDに｡C1近

接な弧を含む｡◆

例えばwu(ui)とws(ui)が交差 している場合､wu(ui)の任意の弧をとるo この弧に

Wu(ui)の別の弧列が傾きも滑らかに集積しているのであるO 安定多様体に関して

も同じことが言える｡ ラムダ補題は､ホモクリニック交差をしている安定多様体

と不安定多様体がフラクタル構造を持っている事を我々に教えてくれているので

ある｡ 次に安定多様体と不安定多様体が第一直接ホモクリニックまたはヘテロク

リニック接触 をしているときにはラムダ補遺に述べられている性質は成立するの

だろうか｡これにたいする答えは､我々によって平面R2上の写像にたいして次の

ような形で与えられた｡

定理 3.6 (YamaguchiandTanikawa(10))

丁をR2のC2微分同相写像とする｡ U をサドルとし､その局所安定多様体およ

び局所不安定多様体の成分の一つをそれぞれBs･Buとするo V-BxB とするo あS U

る不安定多様体NがBにV内で2次接触をしたする｡ このとき任意のe'0にたいしS

て､NはBにecl近接な弧を含む.◆u

この定理とラムダ補題との違いを述べよう｡

(1)我々の定理は､写像がC2微分同相写像であること｡

我々の定理では写像がC2級であることを仮定 した｡これは不安定多様体が安

定多様体に2次関数的に接するとしたためである｡ コンピュータで計算するとき

に用いる2次元写像は解析写像であるから､数値計算上ではC1級であるかC2級
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であるかということは問題にならない｡

(2)サ ドルを含む弧にたいしては定理 3.6は適用できない｡

安定多様体 と不安定多様体の接点を未来に写像 した時の極限はサ ドルである｡

不安定多様体はサ ドルに集積 してはいるがC1級の近接でない｡

3.4 ヘテロクリニック接触の存在定理

第一直接ヘテロクリニック接触がどのような場合に生じるのだろうか｡我々の

知る範囲では､この問題は今まで議論さ~れていなかったようである｡ 第一直接ヘ

テロクリニック接触は､･どのようなサ ドルの安定多様体と不安定多様体間でも生

じると考えられていたようである｡ 我々は､これが誤りであることを次の定理で

証明した｡つまり第一直接ヘテロクリニック接触は限られたサ ドルの安定多様体

と不安定多様体間でしか起きないのである｡

定理 3.7 (YamaguchiandTanikawa(7))

TをM上でヤコビ行列式J-DetDTがo<Jく∞なるC1微分同相写像とする｡ UとU,

(ufu')が丁の周期m･nのサ ドルであるとする｡ このときwsm(u)とwun(u')の間

の第一直接ヘテロクリニック接触は下記の3つのケース以外では生じない｡

(ケース 1)UとU'の周期が等 しく (m-∩)､かつ両方がoplまたはOP2である

ケース｡

(ケース2)同期がm-2∩で､Uがoplのサ ドルで､U'がop2のサ ドルである

ケース｡

(ケース 3)周期が2m-∩で､Uがop2のサ ドルで､U'がoplのサ ドルである

ケース. ◆

(証明)この定理の証明はジョルダンの曲線定理 (4)のみを用いて証明される｡

場合分けが多岐にわたるので典型的な場合の証明を紹介するにとどめておく｡ 完

全な証明は参考文献 (6)を見ていただきたい｡

図3に示 してあるように､∩-サ ドルのWun(ul)とm-サ ドルのWsm(sl)がpで第一

直接接触 しているが交差点はないとしよう ｡ ∩(mトサ ドルの軌道点の順番のつけ

方は自由であるので､ここでは両者を1としてある｡ ∩､m は自然数としてm〉∩

であるとする｡ nとmの最小公倍数をktする0 7jpでWun(ul)とwsm(sl)は再度接
している｡ これよりジョルダン曲線rが次のように構成される｡

r-lp･Tkp]wun(ul)∪【Tkp･p]wsm(sl)A
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またTnPにおいてはWun(ul)とwsm(sn+l)が接しているはずであるO 方向保存性 (J

･0)より図3のようにTnPで接しているはずであるO もLsn..がジョルダン曲線

rの外にあれば､すぐにWsm(sn..)とrとの交差が示せるo よってsn..がジョルダ

ン曲線rの中になければならないことが分かるo またTk+npにおいてはWun(ul)と

vvsm(sn+l)が再度接することより､Wun(ul)とrが交差することを示せる (図の点線

を見よ)o 不安定多様体どうLは交差はできないことより､Nun(U.)とVVsm(sl)が

交差することが分かるo これは仮定に矛盾するo よってWun(ul)とwsm(sl)(m

〉〃)は第一直接ヘテロクリニック接触をしない ｡ (証明終了)

図 3 7J'p とP +kp を結ぶジョルダン弧 (点線)は必ず

ジョルダン曲線rと交差する｡

この定理において曲面を平面R2に限り､ヤコビ行列式の値を制限すれば､更に

強い次の定理が得られる｡

定理 3.8 (YamaguchiandTanikawa(6･7))

丁をR2上でヤコビ行列式J-Det上)丁(J≧1,または1≧J'0)であるC1微分同相写像

とするo uとu'(U ≠Uリ が丁の周期m,nのサドルであるとするOこのときwsm(u)

とwun(U')の間の第一直接ヘテロクリニック接触は下記の3つケース以外では生

じない｡

(ケース1)Uとリノの周期が等しく (m-∩)､かつ両方がoplであるケース｡

(ケース2)周期がm -2∩で､Uがoplのサドルで､U'がop2のサドルである
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ケース｡

(ケース3)周期が2m -∩で､Uがop2のサ ドルで､U'がoplのサ ドルである

ケース｡ ◆

(証明)定理 3.6のケース1のOP2の場合で安定多様体と不安定多様体の交差

が生じることを示せばよい ｡図4にこのl状況が示されている｡

ジョルダン曲線rを次のように定義し､領城D(r)を定義する.

r-lul･P]w u(ul)UlP･sl]w s(sl)Ulsl･TnP]w s(sl)UlT7p･ul]wu(ul).

拡大写像 (J,1■)の場合､点をうった領域を写像7J7で繰り返 し写 していくと､

その面積はA(r)を越すようになる｡ 逆に散逸写像 (J'1)の場合は､斜線の部分

を写像Tnで繰 り返 し写 していくと､その面積は必ずA(r)を越すようになる｡ 保

存系 (J-1)の場合は写 した面積を加えていくことで総和がA(r)を越すようにな

る(,よっていずれの写像でも必ず不安定多様体がrを越えて外に出ることが分か

る｡ すなわち安定多様体と不安定多様体の交差が示され矛盾が導かれた｡ (証明

終了)

図4 面積変化を利用した証明法｡

定理 3.7､3,8を､周期倍分岐で現われるOP2タイプのサ ドル (2n-サ ド

ル:∩主o)の安定多様体W2∩と不安定多様体W 2∩に適用 して次の定理が得られ
S U

る｡

定理 3.9 (YamaguchiandTanikawa(ll))

W2mとws2∩の間､W2mとwu2∩の間 (∩)m≧o)の第一直接ヘテロクリニックu S
接触は生じない｡◆
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この定理は第4章において利用される｡

最後にコンパクトな曲面でヤコビ行列式の値が1の場合には最も強い定理が得

られることを示そう｡

定理 3.10 (YamaguchiandTanikawa(7))

Mをコンパク トで向きづけ可能な面 とする｡ 丁をM上で､ヤコビ行列値J

-DetDTが1であるC1微分同相写像とする｡ 任意のサドルの安定多様体､不安定

多様体の間の第一直接ホモクリニック接触は生じない｡また任意の 2つのサドル

の安定多様体､不安定多様体の間の第一直接ヘテロクリニック接触 も生じない｡◆
(証明)写像の面積保存性を用いて証明できる｡ 詳細は文献 (7)にある｡ (証

明終了)

この定理が適用できる写像としては有名な標準写像がある｡ 標準写像では第一

直接ホモクリニック接触も第一直接ヘテロクリニック接触も起こりえないのであ

る｡ このような状況でどのような現象が起きているのであろうか｡ これについて

は現在研究を進めているが議論は別の機会にしたい｡

3.5 安定多様体 と不安定多様体に関する補足'

サドルが存在しているときそれに属する安定多様体､不安定多様体はパラメタ

の値によって特別な構造をとることが分かった｡最後に素朴な次の疑問を考えて

みたい｡

(1)安定多様体はどこから来るのであろうか｡

(2)不安定多様体はどこへ向かっていくのだろうか｡

これらの疑問について考えるためにR2のひとつのシンクUを考えてみよう｡ シ

ンクの周りに小さな近傍をとるo･この近傍に順次逆写像を作用させ､それらの像

をすべて加えるとシンクの安定多様体､つまりベイスンが得られる｡ それをBを

しよう｡ 散逸系の場合､Bの広がりは有界ではありえない ｡なぜなら有界である

とすると､それに境界を付け加えたもの【B】も有界である｡[B]は不変集合であ

る｡ ところが敵逸系の場合は有界な集合の面積は減少する｡ つまりT【B】の面積は

[B]の面積より小さくなければならない｡これは【B】が不変集合であることに矛盾

する｡ したがってBは無限遠に達していなければならない｡これはシンクの安定

多様体が無限遠に達していることを意味する｡

R2の散逸系の場合､無限遠点はソースともみなせるから､シンクUの安定多様
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体と無限遠のソースの不安定多様体が横断的に交差をしていることをがわかるo

パラメタに関 して連続な写像であるので､シンクが不安定化しサドルになっても

無限遠の不安定多様体とシンクの安定多様体の交差という性質は残る｡ すなわち

安定多様体の一部は無限遠に漸近 しているのである｡

次に不安定多様体を考えよう｡ シンクがあるとき､シンク側の不安定多様体の

成分はシンクに向かって漸近している｡ -方の成分は無限遠に漸近 しているとし

よう｡ パラメタを変化して､安定多様体とシンクへ向かっていた不安定多様体が

接触 し交差へと進んだとしよう｡ この場合､不安定多様体のある点を写像 した点

列はシンクへと向かうが､ある点を写像 した点列は無限遠に向かう｡ 安定多様体

と不安定多様体の交点を写像すると点列はサドルへと漸近する｡ このように不安

定多様体の-つの成分内でも未来に漸近する先が異なるととが分かる｡ 上記の問

題は素朴ではあるが重要な内容を含んでいるのである｡

4 周期倍分岐における安定多様体 と不安定多様体の構造変化

この章では周期倍分岐の過程●を調べる｡ つまりパラメタを変化させるので条件

としては(AlHA4)のすべてが必要である｡

4.1 分岐とス トレンジア トラクタの出現

現在においてカオスに到る道として次の3つがよく知られている｡ 詳しい説明

は文献 (12)を見てもらいたい｡

(1)周知倍分岐を経る道

1周期点が不安定化し2周期点を生む｡ この分岐が次々と熊手のように進み最

終的に分岐が集積し､その後でス トレンジア トラクタが現われる｡

(2)間欠性道

周期点が接線分岐で現われる前に周期的運動の中に間欠的なバース ト運動が入

りまじってくる｡ これが間欠性カオスである｡ ランダムでかつ間欠的にバ丁ス ト

運動が出現するのがこのカオ不の特徴である｡

(3)ルエール･タ-ケンズ･ニューハウス道

独立な準間期的振動が3つ現われると系は不安定になりス トレンジア トラクタ

が現われる｡ 無限個の独立な準周期的振動が現われた後にカオス的な運動が現わ

れるというランダウによって提唱された道の修正版である｡
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最後の道については現在までに多くの問題点が指摘されており､最近ではこの

道にたいして疑問をいだいている研究者が多 くなっている｡ここではルエール

ターケンズニューハウス道は議論の対象としない｡

次に間欠性道について考えよう｡ 安定周期点の出現のためにス トレンジア トラ

クタが表に出られない状況 (Iatentcha0台)がある｡ 安定周期点が現われる近傍

で同期的運動 と裏で隠れていたカオス的な運動が混在 しはじめたのが間欠性カオ

スであると言える｡ それでは裏に隠れていたカオス的な運動はいつ現われたので

あろうか｡これについては分岐図を見れば､カオス的な運動は周期倍分岐の集積

後に現われていたことが分かる｡ これよりス トレンジア トラクタの出現に関して

同期倍分岐の重要性が更に増 してきたと言えよう｡ 我々は周期倍分岐がス トレン

ジア トラクタを生じさせている母体であると考えている｡ ス トレンジア トラクタ

の奇妙な構造は周期倍分岐の途中で形成 されてきたと考えるのが自然であろう｡

次の節ではこの考えに従って周期倍分岐とス トレンジア トラクタを考察する｡

4.2 周期倍分岐 と安定･不安定多様体の構造 (ll)

まず2次元写像における周期倍分岐を説明しよう｡ 簡単のためにヤコビ行列式

値Jは0くJく1とし､しかも一定としよう｡ ここでは1一周期点から2一周期点への分

岐を例として紹介するが､一般の2∩一周期点から2｡十1一周期点への分岐も同様で

あることを注意しておく｡ a-80で安定な1一周期点 (母不動点)が生 じたとし､

a-alで1-周期点が不安定化し周期倍分岐によって安定な2一周期点が現われると

する｡ aがaOから81を過ぎるまでに固有値は図 5に表示 してあるように変化す

るo 但 し aOくa,nO.a｡utO.alである｡ ここでa･0くa.a.utOの区間では固有値は複素数In

であり､互いに複素共役である｡ このとき写像された点は､周期点のまわりを回

転しながら周期点に近づくのであるo a｡ulO(aでは回転角が冗であると考えられ

る｡

次にト周期点が不安定化 した後､安定な2一周期点が現われ不安定化 していく

過程でのト周期の不安定多様体wul(Q)の構造変化を見よう0 81く∂く∂･1ではWul(Q)1n

は回転せずに2-周期点へ向かう｡ 一方2一周期点の安定多様体ws2は2次元の面で

あり､これが安定な2一周期点のベイスンであるo すなわちwul(Q)とws2は横断的

に交差しているといえる｡ また定理 3.9からも両者が第-直接接触 を経て交差

することは禁止されているo つまりWs2が出現 した瞬間から両者は横断的に交差
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L= I_三 三 _-=与ニー

■

■

Im九

(b)

J7

図5 パラメタの変化に伴う複素平面上での固有値の変化｡(a)a-㌔

(b)a=ainO･(C)ainO<a<aoulO･(d)a-aouIO･(e)a=al･(qa･al･

図6 周期倍分岐で窺われた4周期が安定な場合の､不安定多様

体wul(Q)の構造oP2は2周期点を､p4は4周期点を表わすo
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しているのであるo ainl<a<a2ではWul(Q)は2凋 期点を回る構造を持つようにな

るo a2<a.a12では2一周期点はOP2のサ ドルとなっていて､Wul(Q)は2-周期点とIn

4-周期点のまわりを回るようになる (図6を見よ)o つまりWul(Q)とws2は存在

しているかぎり互いに交差していて離れることはないのである｡ よって以上の考

察を一般の2∩一周期点の場合に拡張する･ことができて次の定理を得ることができ

る｡

定理 4.1 (YamaguchトTanikawa(ll))

∩〉m≧Oを満たす任意の整数をm･∩とする｡ 不安定多様体wu2mと安定多様体

W 2∩は､それらが存在する限り横断的に交差している｡ ◆S

ここで不安定多様体wu2mと安定多様体ws2∩の構造に関してコメントを記して

おこうo wul(Q)とws2は交差しているo よってサ ドルがタイプop2であることお

よびラムダ補題より､Wul(Q)はWu2に両側から漸近していることが分かるo また

安定多様体の場合もW 2はWsl(Q)に両側から漸近することがいえるo 安定･不安S

定多様体の漸近関係は集合の包含関係として次のように書くことができる｡

p ul(Q).]⊃PNu2】,p sl(Q)]⊂叩Sう. (4,2･1)

この包含関係を用いて周期倍分岐の途中､集積点､並びに集積点を越えたパラメ

~タ値における安定･不安定多様体間の関係が次のように得られる｡

(l)an+l(a(an'2

0NultQ)】⊃PVu2]⊃-⊃【vv･U2n]⊃2n-シンク･ (4･2･2a)

rvvsl(Q)]⊂PNs2】⊂･･･⊂nNs2n]⊂[2n-シンクの安定多様体]･ (412･2b)

(2)a-a.

pvul(Q)]⊃PNu2]⊃-⊃pNu2n]⊃2∞ の準周期点

psl(Q)]⊂rVVs2】⊂-･･cIPs2n]⊂･-･

pul(Q)]⊃叩U2]⊃･-⊃pu2n]⊃･･･
pN sl(Q)]⊂Ps2]C･-⊂pvs2n]C.･.

(3)a〉8.

(4.2.2C)

(4.2.2d)

(4.2.2e)

(4.2.2f)

上記の関係式 (例えば式(4.2.2e))を具体例で見てみよう｡ 2∩-サ ドルの不安定

多様体の任意の点の近傍を見よう｡ 2∩-サ ドルの不安定多様体と､それより周期

の小さい全ての2m-サドル (0≦mく∩)の不安定多様体がその近傍に存在している
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のである｡ ラムダ補題より､それらすべてがW 2∩にC1近接する弧を有するのでU

ある｡

次に連結性についてコメントをしておこうo a州 くa≦an+2において､2∩-サ ド

ル､2- -シンク､および2〃-サドルの不安定多様体wu2∩は弧状連結であるo とこ

ろがa〉an+2では2- 凋 期点は2∩+1-サ ドルとなり､2∩-サ ドル､2∩十1-サ ドル､

ぉよぴ2∩-サドルの不安定多様体wu2∩は連結であるが弧状連結でなくなるo なぜ

ならWu2n(U)の有限個の弧をつないで2∩-サドルに達することができないからであ

る.0

以上で周期倍分岐の途中及びその後における安定･不安定多様体の基本的包含

関係が得られた｡この包含関係自体はラムダ補題からの簡単な帰結であるが､筆

者の貢献はこの関係が永続的である事を示した事にある｡

5 島融合過程における安定多様体と不安定多様体の構造変化

この章では条件(AlHA4)のもとで議論を行う｡

5.1 安定･不安定多様体のホモクリニック接触 とヘテロクリニック接触

周期倍分岐が集積した後に島構造を有 したス トレンジア トラクタが現われる｡

パラメタの増加によって島融合が生じる｡ この島融合過程を議論するために必要

な性質を次に述べよう｡

補毘5.1 (Yamaguchi-Tanikawa(ll))

パラメタaが区間(a州 ･an+2)にあるとき､安定多様体ws2mと不安定多様体wu2∩

(∩'m≧o)は共通点を持たない｡これらがa･'an+2において横断的な交差点を持

っとすると､あるパラメタ値aElan+2,a･)においてW 2mとW 2nは第-漸近接触をU S

起こす｡◆

(証明)区間(a州 ,an+2)内の任意のaの値をとる｡ このとき2州 -シンクが存在し

ているo Ws2m(抑 W 2∩≠βであるとしようo qは2m凋 期点のひとつであるo pu

∈ws2m(q)nwu2∩をとるo p∈Ws2m(q)であるので､pの未来への写像点はqへと向

かうo またpewu2nである事と､wu2nと2n+i-シンクは弧状連結である事より､p

の未来への写像点は2n'1-シンクへと向かう｡ これらの矛盾した結果 を得たこと
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より､a∈(an'1･an+2)ではWs2m(q)nw 2n-Pであることが分かるou

次にWs2m(q)twu2Pの第一漸近接触も生じないこ･とを示すoa"∈(an+1･an+2)で第

一漸近接触が生じるならば､a"(a(an+2でWs2m(q)nw 2n≠Q)であるo これは仮定u

(A4)より矛盾である｡ _区間(｡州 ,an+2)では第一直接ヘテロクリニック接触も､第

一漸近接触も禁止されているo よってWs2mとWu2∩とが､a〉an+2において横断的

な交差点を持つとするぼ､それらはa≧♂+2で第一漸近接触を経て交差点を生じさ

せたのである｡ (証明終了)

これは周期倍分岐が進んだところで存在する2n-サ ドルの不安定多様体と､そ

の前から存在する2m-Fドルの安定多様体とは交差するならば漸近接触状態を経

ることを意味 している｡ この補題では､3つの漸近接触のうちどのタイプが生じ

るのか明ら力りこしていない oこれを明らかにし､ホモクリニック接触との関係を

明らかにしたのが次の定理5.2である｡

定理 5.2 (Yamaguchi-Tanikawa(ll))

m,nはn'm≧Oを満たす任意の整数であるとする｡ m≦k≦nを満たす全てのkにた

いして､安定多様体ws2kと不安定多様体wu2kの第一直接ホモクリニック接触

は､安定多様体ws2mと不安定多様体wu2nの間でタイプ3の第一漸近ヘテロクリ

ニック接触が起きる前に生じる｡ ◆

(証明)定理5.2を式で書くと次のようになる｡

aahetm･n>Max(ah｡mk)一m≦k≦n)A (5.1.1)

以下ではこの関係を示そう｡ 式 (4.2.2a,b)より

pNu2m]⊃DNu2n+1]⊃･･･⊃pNu2n]･ (511･2a)

p s2m]⊂pNs2n+lに =⊂PNs2n]･ (511･2b)

であるo すなわち【Ws2k]∩[wu2k+l]≠@Ci､【Ws2kplwu2k]≠atlws2k+l]∩[wu2k+lFQ)

を意味する｡ これより次の2つの関係式を得る｡

aahetm7n≧Maxtah｡m乍､ah｡mk+1)(m≦k<n) (5･113)

aahelm･n≧Max(aahelk･k+1)(m≦k<n)･ (5･1･4)

最終的に以下のように3つの場合に分けて式(5.1.3)の等号 を除くと､目的の式

(5.1.1)を得ることができる｡

(l)aahetk･k'1-ah｡mk=ah｡mk'l(m≦k<n)はありえない事o
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まずwu2k(u)とws2k(u)の第-割 妾ホモクリニック接触点pと､Wu2k'l(U,)と

ws2州 (〟,)の接触点qをとるo ここで次のように2つのジョルダン曲線を構成す

る｡

r-(u･p]wu2k(U)U(u･p]ws2k(u)7

7-(u･q]wu2k+l(U･)U(u･q]ws2k+l(u･)･

開領- (r)がD(Y)を含んでいないとすると､wu2k(u)とws2k'l(U,)が交差する事が

分り､Wu2k(u)とws2k(u困 英断的に交差するとい う矛盾が導かれるo よって

叩 )｡D(Y)である｡ D(r)がws2㌦ を含んでいない事と､D(r)＼D(Y)がwu2… (U,)を含

んでいない事より､VV 2k+l(U,)の弧(u･･q]とws2k(u)の弧(U,p]Cia-aahetm･nで第一漸S

近接触 をする事が分かる｡ これと式(5･1･2b)よりWu2k(u)とWs2k(u)が､wu2k+l(U,)

とW 2… (〟,)が横断的に交差する事が分かり矛盾が導かれた｡S

(2)aahelk･k+1-ah｡mk>ah.mk+1(m≦k<n)はありえない事o

(1)と同じようにWu2k(u)とws2k(u)でジョルダン曲線rを構成するo D(r)は

wu2k+l(u･)を含みWs2k(u)をその内部に含まないoie(5･1･2a)よりWu2k(u)とws2k(U)

の交差が導ける｡ よって矛盾が示された｡

(3)aahetkTk+1-ah.mk+1,ah｡mk(m≦k<n)はありえない事o

(1)と同じようにWu2k+l(u･)とws2k+l(u･)でジョルダン曲線Yを構成する｡ このと

き[D一丁)】の外にWu2k'1-〟,)は存在 しないoよってYの中のWu2k'l(U,)tlws2kL根 は

第一漸近接触を起こすはずであるo よって式(5･1･2b)よりWu2k'l(U,)とws2k'l(U,)

が交差をしていることが導ける｡ よって矛盾が示された｡

式 (.5.1.1)は､第一直接ホモクリニック接触から交差へが､ヘテロクリ

ニック接触より先に起きるために､ホモクリニック交差をしている安定多様体と

不安定多様体がフラクタル構造を持つようになることを示 している｡ そしてフラ

クタル構造を持った安定多様体と不安定多様体がタイプ3の第一漸近ヘテロクリ

ニック接触をするのである｡ 以上で定理で述べられている･ことが証明された｡

(証明終了)
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式 (5.1.1)の関係を次の具体的な2次元写像を用いて確かめよう｡

xn+ 1-Yn･Yn+1--aYn+Yn2-JXn･ (511･5)

結果は表 1に載せてある｡ Jの値が小さいときはそれぞれの値の差が非 常に小さ

く､式 (5.1.2)の関係を確認できないが､Jの値がある程度大きくなると式

(5.1.2)の関係が正 しいことが読み取れる｡

表 1

J ah｡m0 ㌔｡ml ah｡mZ a｡h｡tl,0 aah｡tl,2

0.1 1.72609 1.65155 1.63507 1.72609 1.65155
0.2 1.77503 1.72062 1.70570 1.77504 1.72063
0.3 1.82483 1.79820 1.78533 1.82486 1.79821
0.4 1.87505 1.88298 1.87295 1.89795 1.88300
0.5 1.92532 1.97389 1.96778 1.98561 1.97391
0.6 1.97515 2.06999 2.06916 2.07799 2.07152
0.7 2.02394 2.17047 2.17648 2.17480 2.17821

0.8 2.07041 2.27456 2.28913 2.27704 2.28996

0.9 2.11070 2.38127 2.40648 2.38237 2.40705

次に既に導入してあるいくつかの臨界値に対する関係をまとめておこう｡

主張 5.3 (YamaguchiandTanjkawa (13))

aahelk･m≦aahelk･n､aahetm･n≦aahetk･n(o≦k<m<n),◆ (511･6)

(証明)W 2mがW 2nに両側から漸近 していることから､[ws2k]nlwu2n]≠飢まu U

[ws2k]∩[wu2m]≠βを意味し､最初の関係式が得られるo 同じようにして第2式も

得られる｡ (証明終了)

ここでaaheI岬 を次のように定義しよう｡

aahet岬 -Jimm→∞aahetn･m
主張5.3より､

aahe.n･W≧aahe.n･n'k (n≧olk≧1)I

aahelm･00≧aahef岬 ≧a･(n,m ≧o)

(5.1.7)

の関係式を得ることができる｡ 最後の関係式はa★の定義より明 らかである｡

aaheln･n+k (nto･k>1)とa･の大小関係は決定できない事を注意しておきたい0
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単調性を仮定 しているので (2･1節(A4))､aahetn･n'kcEu大きなaの値では

ws2∩とWu2〃+m(n2,0,m≧1)は必ず横断的に交差をしている｡ このようなaにたいL
て次の関係を得る｡

lwu2n]clwu2n+m]･ (51" 0)

これと既に得られている式(4.2.2e)考一緒にする事で次の式を得る｡

pNu2n]-pNu2n+l]〒--pN u2n+m]･ (511･11)

更にW 2kとwud(n+m ≧j)k･2m)は横断的に交差 している事も明らかであるoS

ここで新 しい用語を導入したい｡式 (5.1.11̀)を見ると周期が2∩のサ ドル

の不安定多様体の閉包から周期が2∩十mまでのサ ドルの不安定多様体の閉包までが

等 しくなっている｡ この状態を(2n,2n+m)-サイクルと呼ぶことt=しよう. m-∞と

した場合は(2∩,00トサイクルと呼ぶ｡

式 (5.1.11)においてm-∞とする事で次の定理が得られる｡

定理 5.4 (YamaguchiandTanikawa(13))

8 ,㌔hetn･∞(∩≧0)のパラメタ領域では次の関係が成立するo

pNul(Q)]⊃PNu2]⊃-⊃pNu2n]=lwu2n+1]-lwu2n+2]-････

pvs1(Q)]crVVs2】⊂-dWs2n]-lws2n+1]iWs2n+2]=････◆

また次の主張も得られる｡

主張 5.5 (YamaguchiandTanikawa(13))

aahelk･n>aahelk,mならば､aahetm･n-aahelk,n(o≦k(mくn)が成立するo

aahetk･n,aahe.m･nならば､aahe.k,m-aahetk･n(o≦k<m.n)が成立 するo◆

(証明)a-aahetk･nで､仮定 と【ws2m】⊂[ws2k]より､Wu2mnws2k≠βが得 られ

るo これよりP u2k]⊃pNu2m]であることが分かり､rVVs2m]-pNs2k]が得られるo

よって最初の関係が示された｡同様にして第2の関係も得られる｡(証明終了)

最後に注意を二つしておきたい｡

(l)不等式aahetk･n,aahetk･mCま､aahetk･n,a,aahetk･mを満たすaにおいて(2k･2m)-サ

イクルが存在 していることを意味しているo それゆえにaahe.j'1-∞く8.aahetJ･∞ul,m)

を満たすaにおいては､(2k,2m)-サイクルと(2j+I,∞トサイクルが共存 していること

になる｡

(2)主張5.◆5の逆が正 しいかどうか分かっていない｡
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5.2島融合過程における不安定多様体の構造変化 (13)

周期倍分岐が集積 した後にス トレンジア トラクタが現われる｡ そしてパラメタ

の増加につれて島融合過程が進んでいく｡ このプロセスでス トレンジア トラクタ

がどのように変化していくのだろうか｡ここでは仮定等を置き､そのもとでス ト

レンジア トラクタの構造変化について議論していく｡

仮定 5･6 境界クライシスが生じる前 (aくabc)では､U⊃TUを満たす､ある

開集合Uがとれる｡ そしてUは周期倍分岐の母不動点oとその不安定多様体を含

む｡ ◆

この仮定が散逸系ではUをうまくとることによって成立することは良く知られ

ているO (14) ここで次の集合E2を定義しよう｡

E2-∩′た｡TnU
E2は吸引集合であり､Uの中で最も大きい不変集合である｡

次に不安定多様体で構成される最小集合Wを導入しよう｡

O -∩陀dWu2n]

(5.2.1)

(5.2.2)

これは次のような明らかな性質を持つ｡

(1)Oはコンパクトで不変｡

(2)E2⊃o｡

(3)もLo-pNu2n]ならば､Oは2n個の成分を持つo

もしストレンジア トラクタ (SA(1))が存在するならば､ス トレンジア トラク

タは当然E2に含まれる｡ ここで我々は次の予想を置くO

予想5.7 SA(1)-O.◆
この予想が正 しいことを示す最初の証拠は･､島融合それ自身である｡ aが

(aahetn,CD･aahe.n-1･∞】の区間にあるとき(2n,∞)-サイクルが存在するo その結果､各n

にたいしてパラメタaがaahe.rLl･∞を越す毎にWの成分の数が半分に減少 してい

く｡ つまり島融合が生じることより､予想5.7は

aahetn･m-aimn'1･n (512･3)

を意味 している｡ 式 (5.1.1)と式 (5.1.8)を用いて式 (5.2.3)から次

の関係を得る｡

aahetn･n+l>Max(ah｡mn･ah｡mn+l)(n≧o) (5･2･4)

すなわち､2n-サドルと2n'11サドルの各安定･不安定多様体間のホモクリニック接
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蝕 か ら交差 へ は ､Oの 2n+l佃 島 か ら2n個 島への 島融合 が生 じる前 に 生 じ る こ と が

分 か る ｡ それ ゆえ に､OとW 2nはa-aahetn･∞にお いて タ イ プ 3 の 第 - 漸 近 接 触 をS

す る｡ この結果 ス トレンジア トラ クタの 島融 合 は図 7 bの よ う に 突 然 生 じ ､ 図 7a

の よ うに 連続 的 に は生 じない こ とが分 かる｡ こ れ が 1 次 元 写 像 と の 違 い で あ る

(1次元写像 では図 7aの よ うに生 じる) ｡ 式 (5.1.5)を 用 い た 数 値 計 算 の 結 果 (図
8) は､我 々の予想 を支持 している｡

(a)

l
l
l -,a

aI･O
fquq

aI･O
FJuH

図7 (a) 1次元写像に見られる典型的な鳥融合の概念図｡

(b)2次元写像に見られる典型的な島融合の概念図｡

1.865 α

図8 式(5.1.5)の分岐図｡J=0.4.
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島融合過程について一つコメントをしておきたい｡2n+1個の島で構成されてい

るス トレンジア トラクタが､2∩個の島のストレンジア トラクタへと島融合を起こ

したとしよう｡ 次の島融合がおきるまで､ス トレンジア トラクタに対 して

sA(1)-lWu2n]の関係が成立 しているo 島融合が起きて間もない時はもとの島に多

くの写像点が集まり､島間をつなぐ領域には写像点の数が非常に少ない｡次の島

融合が起きる直前には全体的にほぼ一様な写像点の分布になるように見える｡

島間をつなぐ領域にあるSA(1)-lWu2n]の一点pを任意にとり､その周りにe-近

傍US(p)をとるo aがa･ n+1･nに非常に近いときはUefP)の中に写像点がはいるまIm

でに非常に長い時間がかかるo LかLSA(1)-P u2n]が意味することは､この関係

が成立している限り､待てば必ず写像点がはいってくるのであるo SA(1円Wu2∩]

が成立していることと､統計的な性質とは別であることを注意しておきたい｡

1991年に､Benedicksとcarleson(15)は､非常に小さいヤコビ行列式を

もつヘノン (Henon)写像においてス トレンジア トラクタが存在するパラメタが

たくさんあることを証明したoそのようなパラメタにおいて､PNul]がス トレン

ジア トラクタであることが証明されたのである｡ これは2次元写像において現わ

れる自明でないカオスにたいして､初めて垣論的にそれがス トレンジア トラクタ

であること示した最初の例である｡ よってここで定理を紹介 して5章を終える｡

定理 5,8 (BenedjcksandCarleson(15))

Henon写像 (xrfl-l-Yn-aXn2･Yn+1-bX )で､aを正の数､わは十分小さい正の.〟

数とするo Pをx･Y,Oにある双曲型不動点､pの大域的不安定多様体wu(p)を

wu-fl-IXEtR2fJimn→00qrn(- i-oi(qp･q)はpとqの間の距離を示す)

のように定義するo 0.cdog2にたいして次のようなbo=-bo(C)が存在するO 任意の

0.b.boLこたいしてRでのルベーグ測度が正であるパラメタaの集合E(b)あってa

∈Etb)Lこたいして､上で定義した不安定多様体の閉包lwu(p)](まア トラクタとな

る｡ すなわち､

(1)開集合U=uta,b)があってXEUならば Jimn→cA fn(X)･lWu(P)])=0となるo

(2)xo=Xota,切∈Wu(flが存在してXoの軌道はWutqで調密であるo

(3)xoのリアプノフ数の一つは正であるo ◆
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6 境界クライシスによるス トレンジア トラクタの消滅

ここでは条件 (Al)､ (A2)が必要である｡ 境界クライシスを議論するため

に更に必要な条件を次に示しておく｡

(A5)2つの不動点O とOが存在する｡ パラメタaを増加すると母不動点Q が

不安定化してOP2のサ ドルとなり周期倍分岐が始まる｡ そして周期倍分岐は集積

する｡ 一方の不動点Oは存在している限りOPlのサドルであり続ける｡

(A6)母不動点Oと不動点Oの安定多様体､不安定多様体の配置が図9のよラ

になっていること｡

図9

0とOの安定多様体と

不安定多様体の配置｡

6.1境界クライシス

まず2つのパラメタを持っている次の2次元写像の示す境界クライシスを調べ

ることにしよう (読 (5.15)と同じ)0

xn+1-Yn･Yn+l- -aYn+Yn2lJXn. (6･l･l)

この写像には次のような0,0があることが分かる｡

Q(0,0),○(a+J+1,a+J+1). (6.1.2)

またlA6)も満たされていることは､安定多様体､不安定多様体の国を実際に書い

て見ることによって確認できる｡ (A6-)を条件としてあるが､具体的な写像で

は､Oの一つの不安定多様体のブランチがQの安定多様体のブランチと交差して

いることは明らかなことである｡ これは示すことができる｡ しかし0の残りの不

安定多様体が無限遠にいっていることは数値計算の結果より明らかであるが､理

論的には証明できないのである｡

この写像が境界クライシスを示すことは分岐図を作成すれば明らかである｡ 次
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に境界クライシスについての理論的な考察を先に行い､それが正 しいことを上記

の写像を用いて数値的に示そう｡

6.2 境界クライシスの原困

まず定漣 2･1または2･2より､Wul(Q)とWsl(o)の間の第-直接ヘテロクリ

ニック接触は禁止されているo a∈(al･a2)のパラメタ区間ではWul(Q)は2-シンク

へと向かい､Wul(Q)とwsl(o)は交差していないo定理5･2を証明した同じ方法で

次の関係を導くことができる｡

aaheI(a O)〉Maxfah｡ml･ah｡ml(o)l (6･1･3)

ここで㌔｡ml(○)はWul(○)とwsl(○)が第一直接ホモクリニック接触をする臨界値で

あり､㌔het(0-0)はWul(Q)とwsl(○げ 第一漸近ヘテロクリニック接触をする臨界

値である｡ この関係はWul(Q)とwsl(o)がタイプ3の第一漸近接触をする事を保証

している｡ これは次のように拡張できる｡

主張 6.1 (YamaguchjandTanikawa(13))

W 2∩とwsl(o)の横断的な交差は､両者の間のタイプ3の第一漸近接触を経て出U

現する｡ ◆
ストレンジア トラクタ[Wu2∩】の消減は､W 2∩とwsl(○)が横断的な交差をしたとu

きに起きる｡ なぜならばW 2∩のある点から出発した軌道は無限遠に発散するか､u

他のア トラクタへと向かうからである｡ これより次の定理6.2を得る｡

封 26.2 (YamaguchiandTanJ･kawa(13))

境界クライシスはス トレンジア トラクタ (pNu2n])とWsl(o)のタイプ3の第一

漸近接触によって生じる｡ ◆

この定理は次のように式で書くことができる｡

(1)1つの島のストレンジア トラクタが境界クライシスを起こすときは

abc=aahe.(Q10),?ahe.n11･n(rktl)

が成立する｡

(2)2〃佃島のストレンジア トラクタが境界クライシスを起こすときは

abc=aahefn-1･n(nil)>aaheI(Q-0)

が成立する｡
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これらの結果はGrebogi-Ott-Yorke(16)によって述べられていたクライシスにた

いする解釈を補い更に正確に述べたものである｡

6.3 数値計算の結果

最初に境界クライシスが生じる臨界値を､ヤコビ行列式を変えて求めた結果を

紹介 しよう｡ 図 10は式 (6.1.1)を用いて計算した結果である｡ Jの値が小さ

いときは1つの島まで島融合が進んでから境界クライシスが起きる｡ 例えばJ

-0.5とした場合は1つの島まで島融合が進まず2つ島の状態で境界クライシスが

起きるo 数値計算では､aahet一〇一〇)-1･95676､ ㌔hetO･1-1･98561と得 られ､関係

読 (6.1.5)が正 しいことが分かる｡

S
!
S
!
1

U
AJt
!
p

tln
O
的
J

O

an
tt!A

lt!3!
7
!
1

U
0.0 0.2 0.1 0.6 0.8 1.0

J

図10 鞘6･111)を用いて得られた境界クライシスの生じる臨界値｡2islandsは､2つの鳥まで島

融合が進んだ後に境界クライシスが生じることを意味する｡

ここで図10の特徴的な性質をまとめて.bようo

(1)臨界鮎 bcはJの増加につれて減少するが､Jがo･08を越 したあたりからは

増加し始める｡ 最初の減少は関係 している安定･不安定多様体が､図11に示され

いるように膨らんだフラクタル構造を持つためであると考えられる｡ この図で注

意 しておきたいのは漸近の仕方であるo Wsl(o)とwul(qについては､自分自身の
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ブランチに片側から漸近 しているが､wsl(o)とwul(o)は自分自身のブランチに両

側から漸近 している｡

図 11 安定多様体と不安定多様体のフラクタル構造を示す概念図｡

(2)J=0.3,d≡(1.7,2)付近の詳細な分岐構造を図 12に示 してあるO 周期倍分岐

はa･の線の下方で観測されるo ah｡mOとaahel0,1はJが小さいときはその差は非常に

小さいo ab｡の線より上ではア トラクタは存在しないoこの図ではab｡は2つのブ

ランチで構成されている｡ これは境界クライシスを起こす役割が入れ替わってい

ることを示している (読 (6.1.4)､ (6.1.5)を見よ)0

0.1 0.3 0.5

J
図12 図10の拡大図｡いくつかの臨界値の関係をも示す｡
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(3)ah｡mOの線に沿ったそれぞれのパラメタにおいて､2つのジョルダン曲線

rl=【Q･P]w lU[Q･P]wl･ r2=lQ･TPL 1∪【Q･TP]w1U S u S

で囲まれた領域U を定義 しよう｡ これらはQで接続されている｡ ここでPは

wsl(o)とwul(Qlの間の第一直接ホモクリニック接触点の一つであるo 図12のp

では､SA (1)はUの中に存在する｡ qでは準周期点が､rでは2∩-サイクルがUの

中に存在する｡ これはコンパクトな集合Uの存在が､第一直接ホモクリニック接

触の状況では明らかであることを意味している｡

(4)Jの値が0.08あたりで折れ曲がっているように見えるが､更に詳細な計算

をすると滑らかにつながっていることが分かる｡ Jが1に近いときは島の数を判

別することは困難である｡

最後に境界クライシスにたいして得られた定理を､内部クライシスの場合に適

用すると次の定理が得られる｡

定理 6.3 (YamaguchiandTanikawa(13))

内部クライシスは､∩-サイクルの窓に現われたス ト.レンジア トラクタと､サド

ルーノード分岐で現われたサドノレO.)(I'=1･-n)の安定多様体wsn(oL.)とのタイプ3の第

一漸近接触によって生じる｡ ◆

以上でクライシスに関する議論を終える｡

あわりに

最後に安定多様体､不安定多様体に関しての疑問､並びに2次元写像一般に関

する疑問に対してコメントをしておきたい｡

(間 1) 2次元の面内で安定多様体､不安定多様体のメジャーはゼロである｡

よって2次元写像の性質にこれらが影響を与えるのだろうか｡

(回答 1)先ず最初に1次元写像の場合を考えてみよう｡ この場合､写像関数は

与えられている｡ よって､どのような性質をもった同期点がどこにあるのかが系

の性質の大半を決めているのである｡ 例えば､サドルの性質を持った周期点の位

置がス トレンジア トラクタの大きさを決定している｡ これは1次元の対象物は点

で区切ることができるという基本的な性質による結果である｡ 1次元写像の場
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合､次元の一つ小さい周期点の存在が重要であることが分かった｡ このことより

2次元写像の場合では､次元の一つ小さい対象である1次元の安定多様体､不安

定多様体で重要であることが分かる｡ すなわち2次元面を安定多様体､不安定多

様体で区切ることができるのである｡ よって系の大域的な構造を知るため･にはど

うしても周期点の存在と､その安定多様体と不安定多様体の構造を知ることが不

可欠なのである｡

(間 2)安定多様体､不安定多様体はどのような物理的対象 と関係しているの

か｡

'(回答 2)有界な不安定多様体はア トラクタと関係している. 一方､安定多様体

はベイスン境界である｡ ア トラクタが存在しているとき不安定多様体はア トラク

タに漸近している｡ そのア トラクタに漸近していく軌道を与える初期点の集合を

ベイスンという｡ 複数個のア トラクタ (無限遠もひとつのテ トラクタとして扱

ラ)が存在 しているとき､それらのベイスンを分けているのが安定多様体であ

る｡ よって安定多様体､不安定多様体の構造を知ることによって､これらの性質

が明らかになるのである｡

(間 3)安定多様体､不安定多様体を解析的に得ることはできるのだろ'ぅか｡ま

たこれらの構造をコンピュータで計算し図として描くことはできるのだろうか｡

(回答 3)周期の小さいサドルの近傍においては摂動計算で非常に正確にその関

数形を得ることができる｡ 文献 (17)に詳 しい議論があるので参照していただ

きたい｡摂動法では大域的な表示を得ることは不可能であることを注意しておき

たい｡

数値計算では簡単に安定多様体､不安定多様体を描くことができる｡ 不安定多

様体を描くためには､サドル近傍における不安定多様体の関数形を写像Tで未来へ

写していけばよい｡安定多様体については逆にrlで過去に写してやればよい｡基

本的にはこれでよいのであるが精度の高い図を得るためには工夫が必要である｡

これについては文献 (18)を参考にしていただきたい｡

(間4)現在非常に良く研究されている1'/fノイズ､ス トレンジア トラクタの相似

構造と不安定多様体の構造はどのような関係があるのだろうか｡

(回答 4)l/fノイズの原因は､2次元写像による点の運動が非常に長時間の相

関を有 していることにある｡ ある点の近傍またはある領域に写像点が停留 してな

かなかその領域から出られない現象が長時間の相関を引き起こしているのであ
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る｡ 写像の点の運動は不安定多様体の近傍に沿って起きていると考えられる∩つ

まり不安定多様体の構造や､ある領域における不安定多様体のつまりかたが点の

運動に影響を与えていると考えてよい ｡しかし1/fノイズが不安定多様体のどのよ

うな構造と関係 しているのかは現在のところ不明である｡ これについては今後の

研究を待たなければならない ｡

ス トレンジア トラクタの相似構造等は不安定多様体の相似構造に由来すること

は明らかである｡ ス トレンジア トラクタが濃淡を有するのは固有値の違った様々

なサ ドルの存在にその原因を兄い出すことができる｡ つまり固有値の絶対値が1

に近いサドルの近傍に点が来たときは､この領域に長い時間留まる｡ すなわち濃

い領域 と薄い領域が相平面内に現われるのである｡ ス トレンジア トラクタがマル

チフラクタル次元をもつ原因はこの濃淡にある｡ これを扱うためには周期点の分

布､そして不安定多様体の構造を解明していく必要がある｡

(間 5) 1次元写像におけるシャルコフスキーの定理に相当する定理が2次元写

像においてあるのだろうか｡

(回答 5)現在筆者が知っている限り､散逸系ではシャルコフスキーの定理に相

当する定理はありません｡ 現在､周期点の現われ方､共存については多くの問題

があります｡

(間6)漸近接触を具体的な写像で確認することができますか｡

(回答 6)回答 (3)で示 した計算方法で安定多様体､不安定多様体を描くこと

ができ､これによって漸近接触を見ることが可能です｡
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