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◆ 連 続 Markov 過 程 で .確 率 関 数 の モ T メ ン ト方 程 式 (ア ン サ ン ブ ル 平 均 化 さ れ る

確 率 関 数 の ダ イ ナ ミ ク ス を 表 わ す 方 程 式 ) が ′ [1】お よ び 【2】 で 示 さ れ る 新 しい

非 線 形 変 換 別 に よ り容 易 に 得 ら れ た .

[1】確 率 変 数 Ⅹ の 非 線 形 変 換 Y=V (Ⅹ.t) を 次 式 か ら導 く (Ⅹ≡ Ⅹt′Y≡ Y.) .

n
dY = [(8/ a t)V (A,t)]dt += (1/ m!)[(8/ aX)m V (X,t)](dX)m (i)m-1

し11
dX. = al(Ⅹ .,t)dt + = am(Ⅹ .,t)dDm (2)

f･(dDl,j ≡ f.･Kl･dt m~享 圭; ‖ (･i=2,3.4..･..,. j=1.2,,,... , (3,

【2】つ ぎ に ア ンサ ン ブ ル 平 均 (･- ) を 行 う .

【2】 ■そ して.dt と 』 t を 同 定 祝 し .'o(』 t)の 項 を 無 視 して (d/dt)(Y(t))-～
で 記 述 す る .

(1) と (2) は n=2 ま で の 場 合 ′そ れ ぞ れ D2=W とす る と It8 定 理 と It8 確 率

微 分 方 程 式 に な り ′分 布 .モ ー メ ン ト ,鰐 過 程 (W.p.1) の 意 味 で.拡 散 過 程 の 理 論

を 保 存 す る ･ この 場 合 以 外 .Dm は Wiener 過 程 で は を止上.こ の 新 し い 不 規 則 入 力

dD .bは ア ンサ ン ブ ル 平 均 を求 め る と き .す な わ ち 積 分 を 作 用 さ せ る と き (3) の 性

質 を もつ delta-1ike な 関 数 .Xl(≡ 1) は 定 数 . f は 任 意 の 非 積 分 関 数 を 表 わ し .

ま た dDm と (A t)1/Tm .は オ ー ダ ー が 等 し い とす る ･よ っ て (3)に お け る i≠ j は .

【2】 - が 』 t に つ い て 通 例 の オ ー ダ ー 評 価 を意 味 す る の で i>j に置 換 し う る ･な

お 簡 潔 さ の た め .本 稿 で は Ⅹ の 境 界 条 件 を Ⅹ- 士 ∞ の 自然 境 界 とす る .

モ ー メ ン ト方 程 式 の 導 出 に お い て . (微 分 別 の ) [1】 は 非 線 形 変 換 に つ い て 閉 じ

て い る .

◆ 上 述 し た 変 換 則 の 手 法 に よ り .対 象 とす る 確 率 過 程 を 拡 散 過 程 に 限 ら ず .確 率 変

数 Ⅹ の 厳 密 で 明 示 的 な n 次 モ ー メ ン ト方 程 式 が 導 出 さ れ る . す な わ ち マ ス タ ー 方

程 式 を無 限 項 の Ⅹramers-Moyal 展 開 で 取 .り扱 う場 合 の n次 モ ー メ ン ト方 程 式

( a/dt )(Ⅹ-(t))- 皇 (完) くⅩ-一m(t)aE(Ⅹ.t)) (4)m-1
が 得 ら れ . くれ は 非 Gauss 分 布 性 の 不 規 則 入 力 を もつ 確 率 微 分 方 程 式 か ら の 導 出

に 対 応 す る .

(1変 数 の と き は ) 一 般 の Markov 過 程 と拡 散 過 程 と の 相 違 は 3次 以 上 の モ ー メ

ン トで 現 れ る .

◆ さ ら に 上 記 の 手 法 は .マ ス タ ー 方 程 式 に よ る 手 法 で は 困 難 な ,確 率 関 数 の モ ー メ
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ン ト方 程 式 を 幾 種 類 も取 り扱 え る .た と え ば D, 自 身 の 3次 モ ー メ ン ト方 程 式 は 形

式 的 に

( d/dt )(p芸(t)) ≡ (1/3!)n(n-1)(n-2)くI)3n-9(t)) ln_き = 1 (5)

と導 出 さ れ .(Dミ(t)) の 線 形 的 発 散 を 兄 い だ せ る .な お (5) は (4) を 用 い て も帰

着 す る (Ⅹ = D3,aB =1, al = a生 = a4 = ･- = 0 ).

当 然 の こ とな が ら拡 散 過 程 に 関 して は , (1)お よ び (2) に よ っ て

dW2 = (1/2)A(All)Wh-2dt +nWn-ldWln_2

= dt + 2W dW- (Y = Ⅹ2 = D量 = W2 ) (6)

や 部 分 積 分 の 公 式 な ど を 得 る こ と が 可 能 で ′ 1次 モ ー メ ン トに 関 して は ′た と え ば

Y = co畠 W ( Ⅹ = D2 = W )'1.の 場 合 .

d( cos W ) =-(1/2)( cos W )dt - ( sin W )dW

を 得 る .

(7)

◆ つ ぎ に 時 間 に 明 示 的 な 確 率 関 数 Y=Ⅴ･(Ⅹ.t)に つ い て .時 刻 S ( ≦t )で 実 現

値 Ⅹ B が 生 起 し･た と い う条 件 付 き で ア ン サ ン ブ ル 平 均 を 求 め る と .提 案 し た 変 換 別

の 解 析 手 法 か ら

d (YfXB,S) ≡((∂/ ∂ t)V (Ⅹ.t)
h

+三 .(1/ m!)[(∂/ ∂ Ⅹ)m V (Ⅹ.t)】a完(Ⅹ.t)IXB,S) dt (8)J7)Ii
が 結 果 す る . (8)は . n =2 の 場 合 に It6-Dynkin の 公 式 の 微 分 型 と な り .そ の

Kramers-Moyal 展 開 型 の 一 般 化 を●表 わ して い る ((1). (2) は . n次 モ ー メ ン ト方

程 式 が n- ∞ の 場 合 と着 目 す る 有 限 値 nの 場 合 で 同 じ に な る こ と を 示 して い る )I.

◆ さ ら に Y=Ⅴ (Ⅹ.t)に つ い て . (1)お よ び (2)か ら次 式 を 導 出 す る●.

dY = [【(∂ / ∂ t) + 豊 (1/ m!)aE(Ⅹ.t)(∂/ ∂ Ⅹ)h ]V (Ⅹ.t)】 dt +(0 ) (9)m-1
こ こ に く0 ) は . (3)お よ び 【2】に よ っ て 0 と な る 項 を 示 して い る .ま た Y =

V (Ⅹ.t) を 密 度 関 数 P(Ⅹ.t) た 代 え て .Y = P(Ⅹ.t) を 手 法 の 対 象 と す る と . (9)

の V (Ⅹ.t) は P(Ⅹ.t) と な る .す な わ ち (9)の 右 辺 に お け る [- ･] は . 0 とな

る 場 合 に ｢マ ス タ ー 方 程 式 ｣ を 生 成 す る . こ こ に ｢マ ス タ ー 方 程 式 ｣ は ′Kramers=

Moyal 展 開 型 に 一 般 化 さ れ た 後 向 き Kolmogorov 方 程 式 を .換 言 す れ ば マ ス タ ー 方

程 式 の 随 伴 方 程 式 を意 味 す る .ま た .こ の ｢マ ス タ ー 方 程 式 ｣ は Liouville 方 程 式

に 対 応 す る .

な お 拡 散 過 程 の 場 合 は . (0 ) の 項 を無 視 で き る の で (』tに つ い て 発 散 の 問 題

が 元 来 生 じな い ) .dY 自身 が (流 体 力 学 な ど で 用 い ら れ る ) 実 質 変 化 分 に 対 応 す る .

◆ 非 線 形 変 換 に 着 目 す る と . (2) に お け る 不 規 則 入 力 dDm の 系 に 対 す る 効 果

an(Ⅹ.t) は (A t)1/m 当 た りの (遷 移 率 ) モ ー メ ン トを ′dX. は 右 辺 で 示 さ れ る 非

線 形 関 係 に よ る 非 線 形 出 力 を そ れ ぞ れ 表 わ す .ま た dDm は (A t)1/m で 変 化 す る

成 分 量 を 取 り出 す フ ィル タ 関 数 とな る .
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