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1 序論

FPU(Ferimi-Pasta-Ulam)塾の非線形相互作用を持つ一次元格子を用へ エネルギー輸送現象

の故硯的機構を解明するため非平称状態での数値シミュレ一㌢ヨンを行ない､定常熱伝導におけ

るフーリエの法則の成立する領域を示した｡また､位相空間中の分離距離の測定を行ない､力学

系と力学系が示す熱力学的携舞いとの阿蘇を訴べたo

調和項に3又は4次の詐術和項を持った1次元ipU(Ferimi-'pasta-Ulam)格子による非平衡

硬和数値実験【1】以来､位相空間中のス.トカスティック運動と熱力学的性質との関係についてい

くつもの理論的､数値的研究が行なわれてきた【2】【3潮 ｡しか.し､平衡状態にある1次元非線形

格子のス トカスティック運動が熱力学的極限でどの様に革舞うかについては明らかになっていな

ふ｡一方､非平衡系において基本的な未解決の問題として､定常熱伝導におけるフーリエの法則

の多休ハミル トン系からの導出がある｡

Jackson等 【5】は､100個の粒子から構成されるFPU格子を用いて､非定常の熱伝導数値実

験を行ない､非常に大きな非線形性を導入して､小さな直線的な温度勾配を観測している｡また､

Vi8SCher等 【6】もランダムに質量を分布させた非調和格子を用い直線的な温度勾配を観測してい

る｡しかし､熱浴と格子の間の温度ジャンプ､熱伝導率に与える非線形性の影響､また､熱伝導

率の格子数依存性等フーリエの法則の数値実験による確認は得られなかった｡

一方､MokrossとBattnerl8】は､1983年K･DiatomicToda.格子を用いると定常熱伝導にお

いて温度分布が直線性を示すことを確認した｡また､JacksonとMistriotis【9】は､最大400個

のDiatomicToda格子を用いて熟転等率の格子数依存性及び不純物原子の質量依存性を調べた.

しかしながら､温度分布の直雛 ､熱伝導率の温度依存性､測定温度範囲､熟浴との相互作用等

についての考察が十分でなく､ 熱伝導の微視的機構は明らかに奉っていない｡一方､Casati等

[7】は､非線形格子におけるス トカスティックな運動を大きくして､格子内に発生するソリトン

的な勲バ}t,スを有効に減衰させるため､Ding-alhngモデ}t,を考案し､熱伝導数値実験を行な

い､フ-9エの法則が10-20個程度の格子で成立することを示したoLかし､このモデ}t,で

は､剛体球同士による衝突により意図的に気体的な車舞いを導入しているため､現実の固体にお

ける熟縛 モデルとの関係が明確でない.

われわれは､DiatomiC'･Toda格子を用いてJacksonとMistriotisl9】の数値実験より幅広い

格子数(50-3000個)及び温度範囲でフ-9エの法則の成立する領域を兄い出した[10]｡この数値

実験により､103個程度の粒子で7-9エの法則を実現するために重要なパラメータが明らかに

なった｡これらは､非線形格子における非線形項の大きさ､平均温度 (ェネルギー)､外部温度

勾配､格子数等である｡
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特に､FPIJ格子に潜いては､これらパラメータ領域の研究が十分でなく､1次元FPU格子

に卓ける定常熱伝導フ-1)エの法則の成立性壮明らかになっていなかった｡そこで､十分大きな

非線形項を持つFPU格子について､非線形項の温度勾配形成に与える影響､熱伝導率め格子数

依存性を詞べ､7-T)エの法則の成立する条件について議論した【11】｡また､熟力学系と力学系

の関係を訴べるため､非平衡系での数値実験結果に潜いて熱力学的エyトロピーを測定し､力学

系のストカステイシティの特性畳である位相空間における分離距離の指数関数的増加率との関係

を示した｡

2 FPU格子モデルと数値手法

熱伝導数値実験には､4次め非訴和項を持った1次元FPU格子モデルを採用したoこの格千

の鮒 ヒハミル トニ7ン壮次のように表される｡

H-ngl墓.妻沖t･･T- 3t･)2･妄β(Ci･1- Ci)41 (1)

ここで r.･-'Ci+1-3.･は相対変位､FPU格子ではmi=1･0であり､DiatomicFPU格子では

iが偶数のときm.･-1.0､奇数のときm.･-0.5である｡βは､非操形パラメータである｡ここ

で､無次元化壮平衡状態での格子同距離Zo､調和項のバネ定数 LC､及び基準質量 m.I=1.0によ

り行なった｡ノ､ミル トニアンh臥 H-a/xl07と鮒 ヒされる｡また､β-入L.?/fC非線形

パラメータ{･､人は4次の非新和項ポテンシャ}t,の展開係数ある｡

教値計算では､端の原子は固定とト､時間横分け4次のRunge-Kutta法を用いた｡また､カ

オスの数値計算には 4次精度の鈴木-Trbtter分解に基づく時間税分手法 【12】を採用した｡時間

ステップは十分小さくとり(Ai-5×･10-3)､エネ.}t,ギーの計算精度仕10-7以下であった｡

定常熱伝導は､〟+1個の1次元格子の両端に高温及び低温の熱浴を敢 りつけることにより実

現される｡熟浴のモデル化は､1番目とN番目の粒子の速度を各時間ステップ毎に高湿 (Th)と

低温(Tt)に対応するマックスクエ}t,分布よりランダムに抽出して設定することにより行なう｡0

番目阜N+･1番目の粒子の変位仕､0と仮定するoこの様な熟浴を外部から与え､他の粒子の運

動は式 (1)によるノ､ミル トニアシから専出した-ミル トン方程式を決定論的に数値計算する｡

数値シミュレーションが定常になったか否かは､温度分布が十分直線的恵温度勾配を示している

こと及び熱流束が一定になっていることにより判断する｡

局所的な温度托､各粒子の運動エネルギーの時間平均の2倍で定義する｡また､特性量の時

間平均は10ステップ毎にサンプ9ングする｡熱伝導率は､格子の両端{･観測された温度差､格

子数及び格子全体で定義した熱流束の時間平均 【5】より求めるここで温度差は､温度勾配を直線

にフイットさせる'tとにより求める｡

3 FPU格子の定常熱伝導数値実験の絵美

式 (1)で定義したFPU格子において､非線形パラメータp-1.5の場合について熱伝導数

値実験を行なった｡flPU■格子では現在まで明確にフーリエ的な熱伝導が成立することは確認さ

れていなかったが､われわれは､DiatomicTo4a格子における定常熱伝導数値実験の結果及'び

DiatomicToda及びFPU格子におけるストカステイシティの測定より､非線形性を増加するこ

とにより十分DiatomicToda格子とFPU格子は同じ程度のストカスティックな振舞いをするこ
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とを兄い出した【13】｡そこで､Fig･1に示すように､βを訴節してDiatomicToda格子と同程度

のポテンシャル勾配を持つようにした｡この操作により､粒子間の運動量交換の確率を増加する

ことができ､DiatomicToda格子と同じような力学的碑 いが期待できる.

Fig.2及び Fig.3に､高温及び偉海の無次元熱浴湿度をそれぞれTh- 100､2TL- 10に設

定した時､格子数N - 300及びN - 3000の湯合の温度分布の結果を示す｡Fig.2'に示すよ

うに､格子数N - 300の場合でも直線的な温度勾配が観測された｡また､勲浴と格子端の間

には大きな温度ジャンプが見られた｡しかし､格子数を増加したFig.3のN -3000の歩合で

は､格子喝の温度ジャンプが減少していく.傾向があることが分かった｡これらの数値実験を格子

数N-50,100,300,500,1000,3000,5000について行ない､全ての卓合で直線的な温度勾配が

観測されかつ温度ジャyブが格子数を増加するに従い減少する僚向があることが観測された｡

N-300.の卓合で､歳計誤差を十分に減少させるの忙必要な時間ステップは､5×107程度で

ある｡

非線形パラメータβの温度勾配野成に与える影響を訴ぺるため､格子数N - 1000の格子に

ついて数値シミiレーションを行なうた｡Fig.4は､非線形パラメータβ-1.5,0.1,0.01に対す

る温度分布の数値計算結果を示したものである｡図より非線形パラメータを減少するにつれ､格

子内に形成される温度勾配が減少していくのが分かったQFig.5にべストフイットした温度勾配

に対する非線形バヲメータ̀β-の関係を示す｡非線形ノテラメータを増加するに従へ 格子内部に形

成される温度勾配壮増加するが､β-1程度で一定になる候向が見られた｡

Fig･6に非線形J{ヲメータβ- 1.5とした湯合の熱伝導率Kの格子数依存性を示す｡格子数

を増加するに従い､熱伝導率壮増加して､一定値に近づく僚向があることが分かった｡熱伝導フー

リエの法則を確寵するためには､格子内温度分布の直線性と同時に格子数に熟巨導率が依存しな

いことを確敦する必要がある｡格子数を増加するとフ-1)エ的な熱伝導が実現されていく過程を

より長く見るために､Fig.7に数値実験から得られた温度分布から勾配を直線でベス トフイット

した結果を示す｡国中の直線は､格子端{･の温度ジャンプが存在せず､外部温度勾配が理想的に

格子に形成された歩合を示している｡格子数を増加すると､観測した温度勾配はこの直線に漸近

していくことが分かる｡この結果から外挿すると格子数的N -20000程度でフーリエの法則が

実現されることが予測できる｡しかしながら､この格子数領域での数値シミュレーションは､高

湿熟浴領域でのゆら官が大きくなり､計算時間が十分でないと実現が困難である｡

Fig.8で､DiatomicToda格子とI)iatomicFPU格子の熱伝導率の結果を比較した｡質量を

分布させることにより､DiatomicFPU格子では､熱伝導率がFPU格子に比較してわづかに減

少していることが分かる｡これは､かなり強い非線形位を導入しているため質量の違いによる熱

伝導率-の影響は小さいものと予測される｡一方､DiatomicToda格子では､FPU格子に比較

して小さな粒子変位に対する非線形性が強いので､熱伝導率が1/4程度減少しているこ.とが分か

る｡

4 熱力学的エントロピ｢生成率と分離距離との関係

今まで述べた非平衡状態の数値シミュレーションにより､1次元FPU格子でフーリエ的な熱

伝導が成立する可能性を示した｡ここでは､このモデルで得られた数値結果に対して､熱力学的

エントロピー生成率Sの測定を行なった｡計算は､格子数N-1000の場合について行なった.

この象合の温度分布では､格子両端で温度ジャンプが存在する｡そのため､エントロピー生成率
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綻､これらの温度ジャンプを含めた島合 (薫.i)と内部温度勾配による鼻合 (Sint)に分けて測定し

た｡格子全体のS;.tでは､熱浴から格子に単位ステップ当たり出入 りしたエネルギー△EN,△El

と外部から設定した熟浴温度により評価し､内部温度勾配による克.tは､格子の両端に出入 りす

る熱流束と翻 された格子両端の温度で以下の式に従い決定する｡

AEN I AEll
St｡t-- -- - -

△fTL △iTh

Sini=Jo..i(N)Jim(1)
TN_1 T2

(2)

(3)

一方､力学的なエントロピーに相当する量は､以下のようにして決定する｡まづ､以下の位

相空間中の分離距離を測定する｡

D(i)-
〟 〟
∑(q;- q.･)2+∑(p:･-p.I)2i=l i=1

(4)

これは､ある特定粒子の初期条件を僅かにずらした2つの系を用意し､それらを同じ条件で時間

発展させた時それぞれの系における位相空間中の軌道の分醜距離を表しているo初期条件として

綻､違助畳を 2つの系の間で 10~6違えた｡フ-9エの法則が成立していると予測される領域で

は､系のストカステイシティが十分襲く､分離嘩難は十分指数関数的に成長していると考えられ

る(D(i)-D(q)esp(人i))｡われわれは､色々な初期条件D(0)のもとで､分離距離の指数関数的

成長率人を測定した｡これらを平均して､熱力学的エントロピー生成率との関係を示したのが､

Fig･9である｡羊の図壮N-lQOOの場合で､人を変化させるに壮格子の非線形パラメータβを

変化させている.国中の直線はi-人の関係を示しており､ハミル トy系の位相空間を粗視化し

た時､微小な位相空間?体積があらゆる方向に指数関数的増加を示す理想的な湊合に対応してい

る｡粒子数N-1000程度の格子で杜､全体及び内部のエントロピ⊥生成率ともi-人の関係

より､かなり小さいことが分かった｡Fig.10は内部の温度勾配に対するエントロピー生成率と人

の関係を示したものである｡同じFPU格子モデルでは､格子数が増加するに襲い同じ人でもエ

ントロピー生成率が大きく■なることが分かった｡また､非線形性が強いDiatomicToda格子で

は､同じ格子数でもFPU格子より大きなエγトロピー生成率を示すことが分かった｡今後､よ

り熱力学的な在舞いを示している系について温度､非調和項等のパラメータがエントロピー生成

率にどの様に影響し､1)ヤブノフ指数の分布とどの様な関係にあるかを調べる予定である.

5 台論

1次元FPU格子において､非平衡系の数値シミュレーションを行ない熱伝導フー9エの法則

が成立する可能性を示した｡また､非調和項の温度勾酉己形成に与える影響及び熱伝導率の格子数

依存性を明らかにした｡さらに､力学系と熱力学系の関係を調べるため､位相空間中の分離距離

の指数関数的成長率と熱力学的エントロピー生成率との関係を明らかK:したO
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Fig.1FPtJ格子のポチyシャルのβによる影響 (国中の DTLは､DiatomicToda

格子のポ テンシャルを示す)
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Fig.3位手数3000個のFPU格子における温度分布
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Fig.4格子内湿度勾寵形成に与える非線形パラメータβの影響
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Fig.5枚手数N-1000のFPU格子における,観測された内部温度勾配と非線形パラメータ

βの関係
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Fig.6β≡1.5のFPU格子に対する熱巨導率Kの粒子数 N依存性
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Fig.7観測された内部温度勾配の粒子数依存性
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Fig･8FPU格子とI)iatomicFPU格子の熱伝導率の比較

- 517-



研究会報告

0.6

0.0

(
～
-
O
t

x
)
S■

Q:FPU(N=1000日otal
□:FPU(N=1000)internal

0.2 0.4 0.6 0.8

A

Fig･9エントロピー生成率と人の関係 (粒子数N-1000のFPU格子)
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Fig･10エントロピ一筆成率とJの防稀 (FPU格子とDiatomicToda格子の比較)
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