
研究会報告

場の理論的方法によるスピン鏡1

信州大教養 小竹 悟

この講演では,スピン鎖の基底状態からの低エネルギー励起を,連続極限 (格子間隔 - 0)

をとった (有効)場の理論によって記述する事を考察する｡特にスピン 喜及び 1の可積

分 XXZ(XYZ)スピン鎖の連続極限がそれぞれ sine-Gordon及び supersyrnmetricsine-

Gordon模型 になる事を示す｡主にスピン 告の場合を紹介す るが,スピン 1の場合 も同

様であるO又,量子代数 Uqsu(2),アフィン量子代数 Uqŝu(2)について も触れるo

1.序論

一次元量子 スピン鎖は強相関電子系の模型 として,又,特別なハ ミル トニアンの場合

には可解模型 として多 くの人々によって調べられてきた. スピン鎖を解析する方法の一つ

として場の理論を用いる方法がある｡ それはスピン鎖の基底状態か らの低エネルギー励起

杏,格子間隔を零にする事 (連続極限)により得 られる (有効)場の理論で記述するとい

うものである｡よく知 られた例 として,

-● -■

1･スピンーS の反強磁性の IIeisenberg模型 H-∑ ,･Sj+1･Sjの Iarges極限が,8項

(8-27TS)の付いた 0(3)非線型 シグマ模型で記述 される.

2･スピン 喜XXZ(XYZ)鎖の (適当なパラメーター領域での)連続極限が sine-Gordon

模型 になる.

などがある.2.については,Baxterによる 8頂点模型の解析から得 られる XYZ鎖の厳

密解 に基づいて,･L山her達 によってかなり厳密 に示 されている[2】｡

我々が これか ら考察するのは,スピン S(特に S- 告,1)の XXZ(XYZ)鎖の連続極

限が どうい う場 の理論になるかとい う問題である｡ スピン 圭の場合には既に厳密 な議論

が存在す るのに今一度 スピン い こついて も考察す るのには幾つかの理由がある｡ 一つに

は超絃理論の登場に端を発 した二次元時空 における共形場理論の著 しい発展が挙 げられ

る｡ スピン鎖の連続極限は二次元時空の場の理論になるのであるか ら,共形場理論及びそ

の変形理論の成果 ･計算技術を充分 に使 う事ができる｡ⅠJutller達の議論より厳密 さには

欠 けるか もしれないが,場の理論的方法でより易 しい ･分か り易い導出を行いたい｡ もう

一つの理由として量子群が挙げられる. 量子群は新 しい概念であるか ら当時の解析では当

然全 く触れ られていない｡ 共形場の理論は massless理論であり,Virasoro代数やアフィ
⊂J

ン Lie代数 Q といった無限次元代数が重要な役割を果た しているo 共形場の理論 には無

1この講演は稲見武夫氏との共同研究【11に基づくものです｡
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｢低次元系の物性と場の理論｣

限個の保存量があり,その無限個の保存量を保つ様に摂動を加えて可解な massive理論を

得 る事が出来る｡ この時 もはや Vira50rO代数はなくなって しまうが,アフィン量子代数

Uqgが Virasoro代数にとって変わって重要な役割を果たす場合が度々あるosine-Gordon

模型はそのような例で,Bernard達の nOn-localchargeと呼ばれるアフィン量子代数の対

称性を持 っている【3].一方 XXZ鎖 も圭子代数の対称性 を持 っている.例 えばスピン を

(S,1-喜qa)の XXZ鎖のハ ミル トニアン

Hxxz--3∑(S,?.lS,?+S,y.1S,y+△S,7.1S,f+牢 (S,7.1-S,f)),△-i(q+q-1)(1)
∫

は,XXX鎖 (q-1)の場合 と違 ってもはや su(2)の対称性 はないが,

hl-∑ 2S,1, ef-∑qE,'･,,'S,'･S,*q~∑j,<,'S,'･3 3
(2)

か ら生成 される量子代数 Uqsu(2)の対称性を持っている ([Hxxz,Uqsu(2)]-0)O更に鎖の

長 さが無限に長い場合には (1)の最後の境界項は無視する事ができ,対称性 は (レベル 0

の)アフィン量子代数 Uqŝu(2)Oに持ち上がる. これは無限次元の代数である為,丁度共

形場理論での Virasoro代数やアフィン Lie代数の様に,表現論だけか らかなりの情報 を

引 き出す事が出来る. 実際 △<-1の領域では q一頂点演算子を用いて XXZ鎖の相関関

数を全て求める事ができる｡ これについては加藤氏の報告を参照 されたい｡sine-Gordon

模型

ssG-/d明 ∂pQap付 入co刷 ) (3)

の COS項は,XYZ鎖

H-Z--3≡(S,7.1S,?+S,y.lS,y+△S,7.1S,f+7(S,?.1S,?-S,y.lS,y)) (4)
3

の XY非等方性の係数 γを,格子間隔 aを 0に近づけるのと同時に 0に近づける事 に

よって得 られる項であるため(Hxyzは 7-0,lA I≦1では 等aPless),式(2)のような量子

代数の生成元が連続極限において直接 non-localchargeになるわけではない.[11ではこ

の点を少 し誤解 していた｡

dollbletフェル ミオンを用いてスピン鎖からsine-Gordon型の模型を導 く粗筋は以下の

様である.スピン Sの S,?を k-2S個の doubletフェル ミオンの双線型で表 してやると自

然 にレベル kの Ŝu(2)カレン トが現れるのであるが,スピン S の可積分 XXX鎖 (su(2)

対称性がある)か らは, レベル kの SU(2)WZNW 模型 にカレン トーカレン ト相互作
一 -･■

用 (J+･J-)が加わった模型が得 られる0 -万共形場の変形理論か ら, レベル kの SU(2)

WZNW 模型にカレン トーカレン トの摂動を加えると共形不変性が破れて Sine-Gordon型

の massiveな理論 (k-1の場合が sine-Gordon模型,A-2の場合がボソンとフェル ミ
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オンを入れ換 える対称性がある supersymmetricsine-Gordon模型)になり,更 に SU(2)

対称性を破 ると結合定数 βが変わる :

sU(2)AWZNW +i.･エー (fractionalsuper)sine-Gordonwithβ-舟 5'

SU(2)AWZNW +J;J:+J呈J三十gJiJZ一一 βが変わる (6)

とい う事が知 られているoよって XXX鎖 は,Ŝu(2)kカレン トをボソンと Zkパ ラフェ

ル ミオンを使 って書 き直す と,β- 賢 の (fractionalsuper)sine-Gordon 模型 になる.

そ して Z方向の非等方性を入れた可積分 XXZ鎖 (Uqsu(2)対称性がある)を考えると

βを変える事がで きるという具合であるo しか し厳密にやろうとすると XYZ鎖を考えて

XXZ鎖 に近づけるという手順が必要でそこが難 しい点であるO

2･スピン 書

式(4)の連続極限を考えるのであるが, スピン変数 S,?を振動子で表す事か ら始めよ

う｡ これには幾つかの方法がある :1.Jordan-Wigner(1複素フェル ミオン),2･フェル ミ

オ ン双線型 (doublet複素 フェル ミオン),3.Holstein-Primakov(ボソン)｡高いスピンの

場合にも通用す るのは方法 2･であるが,スピン 告の場合には方法 1･が最 も便利なので

先ず方法 1.について連続極限を求める手順について説明する｡

Jordan-Wigner変換は,各格子点 jに複素フェル ミオン砺 ((4,i,4,t･)-6j,.,,付,A,4,,.I)-
(4,5,4,,t･)-0)を導入 し,S,?(S士-S∬土 iSy)杏

sI-砺exp(i打∑njJ), S;-STI,S,i-nj一書, nj-4J,T勅 (7)
311<)I

と表す ものである.各格子点 jでの Fock空間は lO),I,4,3ro),I(但 し4,･lO),.-0)の2次元空

間であるが,これを S-圭の表現空間と考えるのであるo H0--3∑j(S,?.1S,?+S,y.1S,y)
でb･の運動量表示 に移 ると分散関係は E～ -coskaである (aは格子間隔で 0にもっ

てい く)｡ これの基底状態はフェル ミ点 (毎 -芸)までフェル ミオンが詰まった状態で,

我々はこのフェル ミ点のまわ りの励起に興味がある. 運動量 k～土kF の様子を見たいの

で,表4,jを eikF3両(x)+e-I'kFX4,-(x)と置き換えて,ゆっくり変化す る場 4,i(I)の低 エ

ネルギー有効場の理論を導 く事を行 う｡ より精確には格子上での自由度を保つ様に偶数番

目の格子点 と奇数番目の格子点を組 にして

4,2L-(-1)L去(4,',I+4L,I),42L-1-(-1)L去(4,',I-4･-,I) (8)

と置 き換 えるo そ して克 4,i,L一 転(I)-I湯 e土ik碩土(k)として,nOrmalordering‥:

は真空 Ilk<｡孔 (k)iL(k)(0).(但 し毎(k)lO)-0)について行 う｡

結局以下の (ナイーブな)置き換え規則 に従 って計算せよと言 うことである｡
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｢低次元系の物性と場の理論｣

1.4,,･一 転 L(式(8))･

2.a-0,2a2-I,2a∑L-Jdx,

去4,i,L一転(x)withpropagator硯 (xI)4,土(x))-志 芸己 忘･

3.normalorderingして aで展開.

この処方に従 うと 式(4恒

H-Z-Ja/dx(div･const･一会去F(x)･去:銅 山一正34-:(a)

-△･(J2-G2)(a)一三i:4,.4,-+勅 L:(I)) (9)

となるO ここで も(I)-:克也 :(I),J-J.+J_,G(I)-:直れ +4,L4,.:(3),

F(I)-i:砿 Q_-4,14,.:(3)で, (AB)(x)は pointsplittingによるInormalordering

A(x)B(y)-･-+讐 +(AB)(y)+(3-y)D(y)+･･･である.去F の項 は 式(8)におい

て格子-つ分の並進不変牲を壊 した事によるしわ寄せなt/̂Jで捨ててよいO フェル ミオンを

ボソン化

毎(x)-Jfc士‥e土i向 i(x):, Qi(x)-J夏C土:e'ivq=Qi(3): (10)

してや り((4土(I)毎(y))ニー 去log干ip(I-y±iE),C2i-1,(C',C｣ -0),作用に移 ると

S-Ja/d2x((1-ま△)を(ayQ)2･△2(左)2cos2向 +王君cos拓6) (ll)

になる(¢-4.+直 ,∂- 4.-¢_).今は △-7-0の自由場か らの摂動 と考えてお り,

ボソンを

¢一 言烏 ¢, 4～一 撃6-濃さ, 藍 -1/(1-ま△) (12)

と rescaleすると

S-Ja/d23(喜(auQ)2+△2(i)2cosβ恒 三芝cosP'i) (13)

となり sine-Gordon模型の- ミル トニアンを得る｡cosの項を二つ残 して書 いたが,βの

方は Z方向の非等方性からでる項で β'の方は ズyの非等方性か らでる項である.それ ら

の次元は 式(12)より藍 -4/(1-ま△),蛋 -1一夏△ となるが,△-0のまわ りの摂動 の

範囲内で厳密解(蛋 -2q/cos-1△,蛋 -まcos-1△)と一致 しているoβの方 は (△ --1

を除いて)irrelevantで β′の方が relevantである｡Tは △-0のまわ りの摂動 の範囲内

で7-aと scaleさせるが これ も厳密解(JY～a告cos-1△)と一致 している｡

次に方法 2･に話を移そ う[4】.今度は各格子点 再 こdoubletの複素 7-ル ミオン 4J,q
(α-1,2)((4,,q,4,fJ1-6,I,･16QP,その他-0)を導入 し,S,qを

S,'-告げ J三β4,p
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と表 してやる. 各格子点 jでの Fock空間は lO)i,刷 o),I,卿 o),,4,3t卿 o)i(但 し

･卿0),･-0)の 4次元空間 (SU(2)で分解すると 0⑳喜Oo)で,今はスピン 圭を考え

たいのであるか ら Fock空間を S-をの表現空間に制限す る必要がある. その状態は

卵 )-i回, 又は同値な条件 として げ卿 *)-J･) (15)

で特徴づけられ る. 格子-つおきに Z軸の回りに 180度回転 した- ミル トニアン

Hxyz-3≡(S-,.'1･S-i-(1+△)S,7.1S,f+7(S,?.lS,?-S,y.1S,y)) (16)∫

を出発点 にとり,先程の (ナイーブな)置 き換え規則に従 うとこれは

Hxxx-Ja/dx((72-d2)(車 (1･△)(JzJz-GzGz)(x)

+喜7(J'J'+J~r -G'GL GIG-)(x)) (17)

となるOここで Ji(a)-喜:4,呈Iq:β4,皇:(x)(レベル 1の Ŝu(2)カレン ト),Ja-J呈+J1,

Ga(x)-告:吋 qzβ4,e+4,三Ig:β4,皇‥(I)で,div･const･と よFの項は落 とした｡先

ず XXX鎖を考える｡式(15)より(J-2+d2)(a)-const.なので(∂2)(x)を消去す ると-● ････■
Hxxx-2Jaldx(J-2)(I)-2JaJdx(J-.2+i_2+2J.･J｣(x)となるが, これはレベル

1の SU(2)WZNW 模型にカレン トーカレン ト相互作用が加わ った ものである. カレン

トをボソン化

J呈(I)-一志∂Qi(I), Ji'(I)- £:e土t'向 土(x):, Ji-(I)- 蓋:e〒i向 土(3): (18)

す ると β-JiTの Sine-Gordon模型を得 るo次に XXZ鎖を考えると,スピン 圭の場合

には (S,F)2-主よ･り (JzJl+GzGz)(x)-const･なので Gを消去す ると

S-Jaf/d2x((1一撃 )を(∂vQ)2-q(a)2cosvn) (19)

となるo ボソンを rescaleす ると βが J拓 か らずれる事 になる. 今は △ - -1(su(2)

point)の･まわ りの摂動をやっているのだが,藍 の値は厳密解 とは定性的には合 っている

ものの定量的には一致 しない｡ これを合わせるには 【5]のような解析が必要 になる｡

(82)や (GzGz)は上の様に消去できたが,ズy非等方性からくる (G'G'+a-G-)は

す ぐには Jaで表す事ができない. そこでフェル ミオンを非可換 ボソン化 (Qは Ŝu(2)杏

表すボソンで Pは ii(1)を表すボソン)

4,巨 (a)ie士t'向 土･(慕)ie〒iv% 土, 4,it-(a)ie土i向 土･(蓋)ie土iv% 土,

-鶴-(a)ie芋i向 土･(蓋)ie〒iJ騙p土, 4,it-(a)ie〒t'向 土･(a)ie土iV579土 (20)
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して 式 (15)を解いてやる事にす る｡ この方法だと全てを ¢と pで表す事がで き,式(15)

より pの方を捨てる事ができるので結局 ¢だけの式を得 る. この結果の詳細 は紙面の都

合上別の場所で報告 したい｡

3.議論

スピン 1の場合には doubletフェル ミオンを二組用意 して SIを表 してやればよい.

やはり Fock空間をス ピン 1の表現空間に制限す る必要があ り,式(15)の様 な制限条件

が課 され るが,§2の最後 に議論 した様なフェル ミオンの非可換 ボソン化 を用 いて解 く事

ができる.まだ XXZ鎖の場合に しか実行 していないが XYZ鎖の場合にも困難 は無いは

ずである｡IJuther達 の様 に厳密 な議論を行 うには 21頂点模型 を解 く必要があ りこれ は

現在解析中である｡

Hxyz と可換 な代数 を見つける事ができればその連続極限 として Sine-Gordon模型 の

non-localchargeを得 る事がで きるはずである. この代数 は量子群の楕円関数版 の拡張 に

当たるため見つける事 は相当に困難であると予想 されるが,連続極限において無視で きる

項を除いて H.xyzと可換な代数な らば何 とか求められるか もしれないと考えている｡
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