
｢非平衡系の統計物理 一現状と展望｣

量子確率Liouville方程式の時間発展演算子

- その一般的構造-

斎藤 健,有光敏彦

筑波大物理

1 序論

Non-EquilibriumThermoFieldDyna血cs(NETFD)【1日41の枠組みで定式化された

量子確率Liouville方程式 【4,51を拡張して､量子確率微分方程式に対する系統的な体系

が構成された【6日14]｡
そこでは､まず､与えられた Fokker-Planck方程式に対応するStratonovich型確率

Liouville方程式が､その時間発展演算子(確率的時間発展演算子)とともに得られる｡次

に､そのStratonovich型時間発展演算子から生成される確率Heisenberg方程式として､

Stratonovich型Lahgevin方程式が導出される｡Stratonovich型Langevin方程式から､伊

藤型とStratonovid型の積の変換公式を経て､伊藤型 Langevin方程式が得られた｡と

ころで､伊藤型 Langevin方程式から計算されたモーメントの運動方程式が､対応する

Fokker-Planck方程式から得られる結果と一致する｡ このことから､こ由体系が､無矛盾

なものであることが確認された｡また､伊藤型とStratonovich型の積の変換公式を用い

て､Stratonovich型確率Liouville方程式から伊藤型確率Liouville方程式が得られた｡さ

らに､NETFDの熟空間で定式化された拡張されたコヒーレント表示を用いた位相空間法

により､C-数の関数空間に写像された方程式を調べ､この体系が伊藤公式をも含んだもの

であることが分かった｡

しかしながら､その出発点となったStratonovich型確率的時間発展演算子は､発見的

に見つけられたものであり､その唯一性などは確かめられていなかった｡

最近､非定常な量子確率過程を記述する､確率的時間発展演算子が､少数の要請から

一般的に導出された【14,15】 ｡ ここでは､揺動力演算子が定常な量子Wiener過程に従う

場合に対して､伊藤型及びStratonovid型確率的時間発展演算子が､少数の要請から唯

一に求まることを示す｡
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2 NETFDの一般的要請

NETFD【1日4]は､散逸のある場の量子論であり､粗視化された量子場に対する正準

形式の理論を可能とする｡まず､後の議論のために､NETFDの基礎的な道具立てを挙

げる｡

Tわol1.任意の演算子A(通常､粗視化された演算子と確率演算子)に対して､それと姐
をなすティルド(tilde)演算子Aが存在する｡ ティルド共役(tildeconjugation)
-は､関係式

(AIA2)～-AIA2,

(cIAl+C2A2)～- C;Al+C;Å2,

(A)～-A,

(Al)～-Al,

により定義される｡ただし､A は演算子であり､cl､ C2は C一数である｡

Tool2.同時刻のティ■ル ド付き演算子とテイル ド無し演算子は互いに可換であり､

(lIAl-(114

という関係で結ばれている｡
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Tool3.演算子Aの期待値は､(1IAl0)により与えられる｡オブザーバブルはテイルド無
し演算子のみで構成される｡

Tool4･熟ブラ真空(thermalbravacuum)(1日=熟ケット真空(thermalketvacuumHO)

(lOJ))は､ティルド不変(tildeinvariant)である｡すなわち､

(lJ～-(lJ,rO)～-rO),(lOJ)～-lOf)), (6)

が成り立つ｡また､(1lO)-1((1JOJ)-1)のように規格化されているものとする｡

添字Jは確率変数で記述される系 (揺らいでいる系)の量を表すものとする｡

Tool5･系の時間発展はSchradinger方程式 (A-1)

孟lo(i))--info(i)), (7)

で記述される｡確率変数で記述される系に対しては､Schr6dinger方程式は､確率変

数の積の種類によって､

dlOj(i))--i71J,tdllOf(i)),
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または A
dJOJ(i))--iHf,tdl｡JO/(i)), (9)

と表される｡(8)は伊藤型の積【16】を､(9)はStratonovich型の積【171を用いている
ことを表している｡記号 OはStratonovich型の積を表す｡粗視化された演算子に対

するSchr6dinger方程式(7)を､通常Fokker-Planck方程式と呼ぶ.また､確率演算

子に対するSchr6dinger方程式(8)及び(9)を確率Liouville方程式と呼ぶ｡これら

の時間発展方程式はSchr6dinger表示である｡
Jヽ A A

Tool6.無限小時間発展演算子H,711,t及びHJ,tは､

(ih)～-ih, 確率的時間発展演算子についても同様の関係式, (10)
を満たす｡この性質をティルディアン(tildian)と呼ぶ｡テイルディアン無限小時
間発展演算子は一般にはエルミー ト演算子ではない｡

tool7.熟ブラ真空(11は､無限小時間発展演算子のゼロ固有値に属する固有状態である｡
すなわち､

(llh-0, 確率的時間発展演算子についても同様の関係式. (ll)

これは､確率保存(1fO(i))-1((1JOJ(i))-1)を表す｡

3 確率的時間発展演算子の導出
ノヽ

伊藤型確率Liouville方程式(8)に現れるsemifree確率的時間発展演算子*TtJ.tは､以
下の基本的要請により導出される｡

Al.semifree確率演算子は､

a(i)-SJ-1(i)aSj(i), aW(i)-SJ-1(i)aIbJ(i),

と定義される｡ただし､演算子bJ(i)は方程式

(12)

dSf(i)ニーi7tf,tdiSJ(i), (13)
A

を満足する｡初期条件はSJ(0)-1とする｡すなわち､注目する系が､揺動力演算

子dF(i)等で記述される注目しない系と､時刻t-0に相互作用を始めたと仮定す
るI｡schr6dinger表示の確率演算子 a､aI､丘､aIは正準交換関係

la,a†一-1, 【丘,at]-1, (14)

'散逸の効果を含む繰り込まれた非摂動時間発展演算子を､散逸の効果を含まないもの(free時間発展演

算子)と区別してsemifree時間発展演算子と呼ぶ｡
I揺動力演算子dF(i)､dFt(i)は､注目する系のSchr6dinger表示の任意の演算子Aと可換であるとす
る.すなわち､lA,dF(i)]=lA,dFt(i)]=0.
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を満たす｡semi free演算子 (12)は同時刻交換関係

la(i),a廿(i)]-1, la(i),㌦(i)]-1, (15)
Jヽ

を満たす｡確率的時間発展演算子71J.idiに対するテイルディアンの性質Too16は､

semi free演算子の定義 (12)と整合性を持つ｡前述したように(Too16)､テイルディJヽ
アン時間発展演算子7if,tdiは必ずしもエルミートとは限らない｡従って､一般には

演算子a廿(i)はa(i)のエルミート共役ではない｡このことを強調するため記号廿を
導入した｡しかし､特に混乱の恐れがない限り､IIのかわりにIを用いることにす

る｡また､semi'fre｡確率演算子に対して､粗視化されたsemifree演算子と同じ記

号a(i)等を用いることにする｡

A2.semifree確率演算子はToo12

(lla廿(i)-(11品(i),

を満たす｡

A3.揺動力演算子は定常Wiener過程であるとし､その相関は､

(dF(i))-(dFt(i))-0,

(dF(i)dF(i))-(dFT(i)dFt(i))-0,

(dF(i)dFt(i))-2K(A+1)di,

(dFT(i)dF(i))-2K叫

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

と与えられるとする｡ただし､(-)-(l･･･l‖ま揺動力演算子dF(申 こついての平
均を表す｡

A4.揺動力演算子はTbo12

(JdFI(i)-(ldf(i), (21)

を満たす｡

A5二semi free確率演算子と揺動力演算子は相関がない(伊藤型の積､4章参照)｡すなわち､

(a(i)dft(i))-0, etc･,

を満たす｡ただし､揺動力演算子dFt(i)は､

dFl(i)-bJ-1(i)dFt(i)Sf(i)･

で定義されるHeisenberg表示Ⅰの演算子である｡

(22)

(23)

Ⅰ全時間発展演算子に非線形萌が含まれる場合には､ここでの表示は相互作用表示というべきである｡こ

こでは､全時間発展演算子が双線形の場合のみを扱うことにし､この表示をHeisenberg表示と呼ぶ｡
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これらの要請を満たす確率的時間発展演算子を以下で求める｡

演算子a､at､dF(i)､dFf(i)とそのテイル ド共役について双線形で､かつ位相変換

a→｡eiC､dF(i)ーdF(i)et'Cに対して不変な時間発展演算享の一般形は､

7%J,tdl-hdi+i(hla†dF(i)+h2a†dft(i)+h3adF(i)+h4品dft(i)

+h5ifdf(i)+h6atdFf(i)+h7adf(i)+h8adF†(i)), (24)

と書ける｡ただし､血ま､

h-W(a†a-aTa)-iKl(1+2元)(a†a+ita)-2(1+元)aal2元atatト i2K元

-(W一㍍)計ay.-'2FcaPhPyaV+W+ire,

で与えられる【1,2,31｡元PVは､

元--(1;元 _(1一三1+元 -(1+h)

(25)

(26)

であり､hl､h2等は時間に依存しないC-数である.Wはエネルギーで､･Fcは正の実数､元は

粒子数で,

元- 辞去 , (27)

と与えられる｡βは温度の逆数β-1/Tである｡Boltzmann定数は1と置く｡(24)におい
て､演算子dF(i)､dFt(i)とそのテイル ド共役に関する双線形項は､それらが確率収束

の意味でC-数になることを考慮して省いた(A3参照)｡Iヽ
Too16の7if,tdtのテイルディアンの要請から､(24)は､

711,fdi-Lhdi+i((hla†+h3品)dF(i)+(h2aI+h4a)dft(i)+七･C･), (28)
となる｡A2とTbo17より関係式

hl+h3-0, h2+h4-0,

を得る｡よって､(28)は､

72/,f-A+i((at-a)dW(i)+七･C･),

と表される｡ただし､血ま(25)で与えられる｡すなわち､

h-W(ala-aTa)+ih,

(29)

(30)

(31)

k--al(aL a)(ea+材)+七･C･]+2可h+q](a†一品)(aL a), (32)
Ll

である｡ガの表式は､

i+71-1,
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を満たす実数のC一数E､11を導入することにより､

lea+両I,aI-a]-1,

を満たす正準演算子ea+71aI､aI-aで表現した.また､

dW(i).-hldF(i)+h2dft(i),

で定義される揺動力演算子dW(i)を導入した｡dW(i)の相関は､

(dW(i))-(d舟(i))-0,

(dW(i)dW(S))-(dTV(i)dTV(a))-0,

(34)

(35)

(dW(i)dTV(S))-(hl+h2)(h;(dFt(S)dF(i))+h;(dF(i)dFt(S))), (38)

(dTV(S)dh(i))-(h;+h;)(hl(dFt(a)dF(i))+h2(dF(i)dFT(S))), (39)
と与えられる｡ただし､A4を用いた｡

ティル ド付き演算子とテイルド無し演算子の可換性の要請Too12

(dW(i)dTV(S))-(dtV(S)dW(i)), (40)

により､関係式

(hl+h2)h;-(h;+h;)hl, (hl+h2)h;-(h;+h;)h2, (41)

また､それと同等の式として､

h;h2-hlh;-(h;h2)～,

を得る｡条件(42)により､hl､h2を､

hl-FLeiCTh2-Z/eiOT

(42)

(43)

と置くことができる｡ただし､IL-lhll､U-Lh2lである｡従って､(38)と(39)は､

(dW(i)dTV(S))-(dTV(S)dW(i))
-(p+V)〈p(dFt(S)dF(i))+y(dF(i)dFt(S))), (44)

となる｡これは､dW(i)とd舟(S)が､異時刻i≠ Sでも同時刻士-Sと同様に､確率収束
の意味で交換することを示している｡左側ベクトル(IdW(i)はA4を用いて､

(ldW(i)-.(IL+〟)et'C(ldF(i),

-220-

と計算される｡

(45)



｢非平衡系の統計物理 一現状と展望｣

さらに､ベクトル(JdW(i)と(JdF(i)のノルムが等しいという要請

H(ldW(i)‖-lr(ldF(i)Jl, (46)

を置くと､〝､〝の間の関係式として､

〝+〟-1, (47)

を得る｡この要請は､揺動力演算子dW(i)とdF(i)の強さが等しいということを衰して

いる｡位相因子eiCをdF(i)とdFl(申 こ押し込むと､(44)と(35)はそれぞれ

(dW(i)da,(a))-(dtV(S)dW(i))
-p(dFT(a)dF(i))+U(dF(i)dF†(S)),

及び

dW(i)-FLdF(i)+vdfI(i),

となる｡ただし､〃+〟-1である｡

4 伊藤型及びStratonovich型の積

伊藤型【16]とStratonovich型【17】の積は､それぞれ

x(H)(i)･dY(H)(i)-X(H)(i)lY(H)(i+dl)-Y(H)(i)],

dX(H)(i)･Y(H)(i)-lx(H)(i+di)-X(H)(i)]Y(H)(i),

及び

x(H)(i)odY(H)(i)-X(H)(i+di)+X(H)(i)

(48)

(49)

ly(H)(i+di)-Y(H)(i)], (52)

dX(H)(i)oy(H)(i)-lx(H)(i+dt)-X(H)(i)]
Y(H)(i+di)+Y(H)(i)

, (53)

で定義される｡ただし､X(H)(i)及びY(H)(i)はHeisenberg表示の任意の確率演算子である｡A
すなわち､Schr6dinger表示の演算子X(S)(i)を用いてX(H)(i)-3fll(i)X(S)(i)SJ(i)と定

義される｡また､X(H)(i)の増分dX(H)(i)は､流れの演算子dX(S)(i)を用いてdX(H)(i)=

SJ-1(i)dX(S)(i)SJ(i)と定義される｡Y(H)(i)､dY(H)(i)tこついても同様である｡(50)､(51)
及び(52)､(53)より､Heisenberg表示の演算子に対する伊藤型とStratonovich型の積の

変換公式の微分形

x'H'(i)odY'H'(i)=X'H'(i)dY'H'(i).妄dX'H'(i)･dY'H'(i),

dX'H'(i)oY'H'(i)-dX'H'(i)･Y'H'(i)･喜dX'H'(i)･dY'H'(i),
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を得る｡

Heisenberg表示の演算子の定義に注意すると､Schr6dinger表示の確率演算子に対す

る変換公式も,(54),(55)と同じ形

x'S'(i)odY'S'(i)-X'S'(i)dY'S'(i)･喜dX'S'(i)･dY'S'(i), (56)

dX'S'(i)oy'S'(i)-dX'S'(i)･Y'S'(i)+喜dX'S'(i)･dY'S'(i), (57)

で与えられることが分かる｡

5 Stratonovich型確率的時間発展演算子

変換公式(57)を方程式(13)の右辺にあるdW(i)SJ(i)のような境に通用すると､時間
発展演算子のStratonovich型運動方程式が得られる｡その表式は､

dbJ(i)--ilhdl+i((a†l-a)dW(i)+t･C･)]SJ(i)

--ilhdt-i(a†-a)(a†-a)dW(i)dTV(i)

+i((a†-a)dW(i)+七･C･)]oSJ(i)
Jヽ ノヽ

--iHj,idloSf(i),

Jヽ
となる.HJ.tdHま､Stratonovich型のsemi free無限小確率的時間発展演算子で

hf,tdi-hdi-i(at-a)(a†-a)d叩 )dTV(i)+i((a1-a)dW(i)十七･C･)

-W(ala一轟 )di-iK((at-a)(Ea+材 )+t･C･〉di

+i(2串+q]dl-dW(i)d坤 ))(at-a)(&†-a)

+i((a†-a)dW(i)+t･C･),

と定義される｡ここで､Stratonovich型時間発展演算子は､拡散を記述する

(aI-a)(aI-a),

を含む項に依存しないという要請を置く｡これより､

dW(i)d舟(i)-2串 +q]di.

を得る｡

一方､定常な揺動力の相関は､(19)及び(20)で与えられるので､(48)より､

(dW(i)dtV(i))-2K(A+V)dl,
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が得られる｡これは､確率収束の意味で､

dW(i)d舟(i)-2FC(h+V)dl,

を与える｡(61)と(63)を比較して､

71=L/I

を得る｡

(63)

(64)

6 まとめ

定常Wiener過程に従う揺動力演算子により生成される､量子系の確率過程に対して､

量子確率Liouville方程式のsemifree確率的時間発展演算子を導出した｡伊藤型時間発展

演算子は､

Aj,tdl-W(a†a-afa)dl-iK((a†一品)(pa+uat)+t･C.)dl

+i2Fc(元+V)(al-a)(af-a)

+i((af-a)dW(i)+t･C･),

と与えられる｡一方､Stratonovich型時間発展演算子は､

hf,tdi-W(ala-ata)dl-iK((a†-a)(FLa+vat)+t･C･)dl

+i((a†一品)dW(i)+七･C･),

となる｡ ただし､p+I,-1であり､dW(i)は､

dW(i)-pdF(i)+〝dfI(i),

で定義され,その相関は,

(dW(i)dTV(i))_-(dtV(i)dW(i))
-p(dFf(i)dF(i))+V(dF(i)dFt(i))
-2fC(元+Z/)di,

(65)

(66)

(67)

(68)

で与えられる｡dF(i)とdFt(i)の相関は､(19)と(20)で与えられる｡

前の論文 【6,7,10】では､Stratonovich型確率的時間発展演算子 (66)は､理論体系が

Fokker-Planck方程式と矛盾しないように発見的に与えられた｡

ここでは､伊藤型確率的時間発展演算子(65)が､位相不変な系に対して少数の要請から､

唯一に求められた｡Stratonovich型確率的時間発展演算子(66)は､伊藤型とStratonovich

型の積の変換公式を用いて､(65)から得られた｡

この事実は､時間発展演算子(65)と(66)を基に構成された､量子確率微分方程式の

体系の正当性､及び一般性を示している｡
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