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一次元量子系に対するエネルギー準位統計

筑波大学数学系 南 就将

o≡ X.< 21< - < xn < xn+1≡1を (0,1)内の任意の点の転汐TJとし,I-0,1におけ
るDirichlet条件の下で次のようなSchradinger作用素を考える:

▼1

Hv(h)--h2g･V∑6(I- 3,･))'=1
ここで V>0はcouplingconstant,パラメータ h>0はPlanck定数の役割を果たす.
fC2>Oが Hv(h)のエネルギー準位であるとは,方程式 Hv(h)4,- fC2少の解で,車(0)-
¢(1)-0,4,≠0なるものが存在することと定義する.このノー トでは便宜上fC2がエネルギー
準位のとき IC自身のことを固有値とよぶことにする.Hv(h)の固有値 (,cm(V;h))mcx3=1の分
布状況の統計的な性質を hlOの "準古典極限"において調べるのがこの研究の目的である.
結果は次のように述べることができる.(数学的な証明の詳細については【11を見られたい.)

定数 C>0,0<al<a2を固定し,h>0,k-1,2,... に対して

Ah(h)-(i∈(al,a2)I(i,i+ch)containsexactlykeigenvalues)

という集合を考える.Ah(h)は互いにoverlapしない区間の和になるが,それら区間の長さの
和を IAk(h)lと記1.いいかえると IAh(h)lは Ah(h)のLebesgue測度である.

定理1.任意の C>0,任意の k-0,1,...に対して,極限

■1

打k(a)=打h(C'31,- ,Xn)≡lhilT 右二ゴ Ah(h))

が必ず存在する.特に y,･≡ x,･+1- I,I,i-0,1,… ,nが有理軟体上独立1ならば,0< C<1
に対して,

qh(C)- ∑ Il (管 )Il (1-管 )
A⊂(0,…,nl,dA=h)'∈̂ )'(̂C

となる.(C≧1であっても qh(C)の表式を与えることは難しくないが,少し見ずらくなるの
でここでは省略した.)

lN個の実数al,-,aNが有理数休出 虫立とは,∑,F=1mjaj=0を成り立たせる整数 m1,- ,mN

が ml=･-=m〃=0に限ることをいう.

Typesetby M̂ -聯
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系.yJ≡ 3,.+1- I,.,i-0,1,- ,nは有理数体上独立とする.このとき (al,a,2)に含まれ
る Hv(h)の固有値 Km-Km(V,h)のうち,Km-Km-1>chを満たすものの相対度数を
伽(C)とすると,

特に

p(C,≡lhilT P h(C,- (,g o (1-警 鳩 瑞 ･

p,(0,≡lcilT P"C,-申 ,;.y,,),o･

これは Hv(h)の固有値間にいわゆる "Leye]TePu]sion"が存在しないことを示す.

次に作用素 Hv(h)をランダム化してみる.即ち Xl,x 2,･･･は (0,1)上の→様分布に
従う独立な確率変数の列,そして各々の n に対して

o< =(ln)<-･<穂)<1

は X1,...,Xn を大きさの順に並べたものとする.

定理2.確率1で

Ji-N T k(C詔 ･-,CLn')- e - C/.去 (三) k̀,k-0 ,1 , - -

即ち Hv(h)がランダムのときその典型的な実現をひとつとると,固有値の列(,cm(V;h))冨=1

は局所的にはPoisson過程のように見える.

我々が考察したモデル Hv(h)はきわめて単純なものであるが,その研究はおもしろい経
過をたどっている.

Pokrovskii([2】)は [0,xn+1】上のSchr6dinger作用素

d2n
L-一房+V∑ 6(I-3'･)

)'=1

に対する固有値問題を 3=0,a:A+1におけるDirichlet条件の下で考えた.但し

0< 31< C2<-.< xn <-･

は (0,∞)上のランダムな点の配列で,i,.≡ Cj+1- 3}･,i-1,2,… は定常で相関の弱い確率
変数列を成すものとする.さて IC2が Lのエネルギー準位であるという条件の下で,すぐ

上のエネルギー準位が (I;I)2と (,C'+dK')2との間にある確率を Q(a,,C')dK'とおく.【2】
におけるPokrovskiiの主張は,IC≫ n≫ 1なるとき

Q(a,lCl)FS
(IC'- IC)2
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となるというものであった.但し FLはある定数,AKはmeanlev91spacingである.特に

Q(a,K')は K'-a+△Kにおいて鋭いピークを持ち,KllOとするとき急減少する･いわゆ
る1evelrepulsionである.(もっともPokrovskii自身はそういう用語を用いていないが )
Q(a,K')に対する上記の近似式のPokrovskiiによる導出は数学的にははっきりしない点の多

いものだが,levelrepulsionの存在だけならば次のように理解することができよう.Lの固有

値をtrc).)とするとき
･cj-qj/Xn+1+0(1/jxn+1),i-∞

なる評価がなりたっことが容易にわかる (【3】).従って大きな固有値 FCj は"格子点"のまわ
りに小さなゆらぎを持つにすぎず,従って互いに接近しえない (levelrepulsion).

pokrovskiiの考えた問題は我々の問題と次の2点において異なる.第-にPokrovskiiはラン
ダムなSchradinger作用素のアンサンブルを考え,その上で固有値に対する統計を取っている
が,我々はアンサンブル中の典型的な一つのsampleを固定した上でその固有値の分布状況を
調べているという点である.第2点は考えているエネルギー領域の違いである. 3,-Xn+1i
と変数変換することによって Lは 【0,11上の作用素

1 d2 n

L-一石 房 +V∑6(i-li))･=1 3n+ 1

に移る･このことから 忘 がPlanck定数 hの役割を果たしていることがわかる･⊥方
nが大なるとき xn た れだから,FCに対する制限 Fc≫nは Fc≫hllに相当する.と

ころが我々の定理1,2においては ICFShllなるエネルギ一統域を考えているのである.

その後15年経ってS.A.Molchanovl41は次のような問題を考えた.Lは先と同じランダム

作用素だが,今度はこれを3-0,LにおけるDirichlet条件の下で考える (e≫ 1)･入,(I)-a,?
,i-1,2,… をそのエネルギー準位とするときMolchanovは次のことを証明した :佳意の
E>0,任意のa<bに対して,

lim P
J.･一∞ (

=e-V(E)

exac･tlyAeigenvalues

arecontainedin(E+?,E+
(Z,(E)(a-a)Ih

,k-0,1,...

但しZ,(E)はenergyEにおける"densityofstates"という量である.即ちsysteITISizeが
大きいとき,小さなエネルギー区間にふくまれる準位の数はPoisson分布に従うというのであ

る.Molchanovは 【41の序文の中で "Pokrovskiiの結果はまちがいだ'と述べているが,実は
Molchanovは IC2 宍ゴ1なるエネルギー領域を考えているのであり,数学的には全く違う問題を
考え七いるのである.

同じ頃 M･Berryは量子カオスに関する講義 【51の中で, Hv(h)について定理1のような準
位統計を取ると,"levelrepdsion"が見られると論じ その傍証として Pokrovskiiの結果を挙
げている.彼は同時にMolchanovの Pokrovskiiに対する批判が当を得ないことを指摘してい
るが,Pokrovskiiが考えたエネルギー領域がrc≫h-1であることには注意していないようで
ある.我々の定理1はBerryの意味での準意統計を忠実に矧 ヒしてみたものだが,その結果
levelrepulsionは見られず,むしろ Ievelclustering,あるいは近似的な Poisson統計が得られ
たのである.ちなみにMoldlanOVの結果の中にPoisson分布が現れるのは全く別の数学的な
理由によるものである.
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