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ForeverysystemwithapassablygeneralIIamiltonianofaquantumharmonicoscillatorcoupled

toinfinitelymanyscalarbosons,weestimateIIeisenbergpicturesoftheannihilationandcreation

operators,describingthequantumharmonicoscillator,from onlydataontheautocorrelation

functionoftheoperatorssuchthatthepicturesrestoretheirautocorrelationfunctionstooriginal

ones,byreconsideringMori'stheoryofgeneralizedBrownianmotion.Andwetheninvestiga.te

theLiouvinespaceandLiouvi1leoperatoraBSOCiatedwiththeestimation.

1 序.

以下の議論において,無限個のスカラー･ボソンにカップリングした量子調和振動子の有

限体積内での平衡系を扱う.従って,ここで扱うモデルは,熟洛中を通過させたレーザーを

観測したときに考えられる ｢熱浴による振動と相互作用するレーザーの中のフォトン｣,
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そして,材料表面上にレーザーを照射させたときに観測されるだろう｢材料表面上のフォノ

ンと相互作用するレーザーの中のフォトン｣
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等を想定できるのではないだろうか?(数学系の人間が想定しているだけであるので,専門

家の御意見を何いたいところではあるが.)

このような系に対して,その系を支配するハミルトニアンガが存在し,量子調和振動子

を記述する消滅演算子 aと生成演算子a+のハイゼンベルグ措像 et'Htae-1'Htとet'Hta+e-iHl

をそれぞれ考えることができる.ただし,ここでプランク定数をh-1としておく.このと

き,ここで扱う問題は次のように説明される:まず,今考えている系の演算子値のハミルト

ニアンHの形は分からないものとする.従って,2次でないハミルトニアンの可能性は排

除されていない.また,今考えている系の量子調和振動子に対する消滅演算子 (または,坐

成演算子)のカノニカル自己相関函数Ra(i)(または凡+(i)),[1,2,p.961を何らかの観

測から計算できたとする.このとき,スカラー値のカノニカル自己相関函数Ra(i)(または

Ra.(i))のデータのみから,演算子値のハミルトニアンH及び消滅演算子と生成演算子の

ハイゼンベルグ措像を元々のカノニカル自己相関函数Ra(i)とRa'(i)を同時に復元するよ
うに推定できるであろうか?

ミルトニアンH(I,y)を使って,ハミルトニアンH を推定してみる･このRWAは2次の

ハミ)I,トニアンであるから,諸々のRa(i)とRa'(i)に関する計算を1粒子の場合に帰着し

簡単にするという利点がある[5,§Ⅴ】:

H(I,y)djfI.a･a'云 xkbk･bk+∑ (yka･bk'y;bk･a),
00

k=1 k=1

xdgf(I.,x1,32,-), ydgf(yl,y2,-･).

(1)

ここで,bkとbk+(k∈N)は1それぞれ,無限個のスカラー ･ボソンの消滅演算子と生成演
算子を表し,xoとxk(k∈N)は,それぞれ,量子調和振動子と無限個のスカラー ･ボソン

の正の振動数を表す.さらにカップリング ･コンスタントは複素数 yk(k∈N)で表す.た

だし,C書はC∈C の複素共役を意味する.

もし,まあまあ一般的なハミルトニアンHの推定を2次のハミルトニアンH(x,y)によっ

てする系統的数学的方法を知っていたなら,その方法は歓迎されるのではないだろうか?何

故なら,良く知られた扱い易いH(I,y)を使うだけでよいのだから.この小論でH(I,y)の

様々な性質を主張するつもりはない,逆に,むしろH(x,y)の様々な性質からの恩恵を受け

ることで,上で述べた推定の方法を一つの主張として述べたい.

このRWAに対して,相互作用の部分で演算子a+bfとabkが省ける理由は,次のように

説明されると聞く:演算子a+bfとabkをフリー･パートx｡a+a+∑T=lXkbfbkの摂動とみ

たとき,それぞれの演算子a+btとabkとに付随して,expli(xo+xk)]とexpトi(xo十和)]

なる振動を得る･もし(xoナ xk)-1の値が物理現象の実験の観測時間より十分短ければ,
exp【i(x｡+xk)]とexpトi(x｡+xk)]なる振動によって生じる効果は実験観測に影響しない.
従って,無視できない値 向-xkl-1の影響をもたらす演算子a+bkとbtaの効果が残る.
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｢非平衡系の統計物理 一現状と展望｣

(数学系の人間の頭で理解している話なので,是非,専門家の助言を頂きたいところでもあ

るが.)

ここで次の事実を注意しておく.今手元にはRa(i)(もしくはRa'(i))のスカラーな

データのみ持っているとしているので,密度演算子を正確に把撞するのは難しいと考えら

れる.また,1L(i)(またはRa'(i))のスカラーなデータのみしかないということ･により,

bkとbt (k∈N)の時間発展は,まるでノイズの振舞いのように推定されるであろう･結
局,Ra(i)(もしくはRa'(i))のスカラーなデータのみしか持たない観測者は,相互作用ハ

ミルトニアンの演算子値の効果を正確に把撞することはできないだろう.従って,推定され

るべき系の密度演算子に対 して相互作用項の形の推定から生じる不確実さを減らすために,

手持ちのデータから推定できる密度演算子e-βHo(I)を使う.ここでβは絶対温度の逆数と
した.

∞

H.(I)djfI.a'a+∑ xkbfbk･ (2)
k=1

そこで,考えるべき問題を言い替えると,系のハミルトニアンH の形が分からないとき

に,カノニカル自己相関函数 Ra(i)(またはRa+(i))のスカラー値のデータのみを用いて

元々のRa(i)とRa'(i)を復元するように,パラメータx｡,xk,yk(k∈N)を決定すること
ができるか?という問題になる.すなわち,次のx,yそして C に関する方程式を解くこと

になる:

Ra(i)d-eE

Ra.(i)d-ef

tr(e-PH)/.pdAtr(e-(β一岬 a･e一入HeiHtae-1'H･t)

trr(e-PHo(a))

tr(e-PH)

/.βd" (e-'β-"Ho'C'a.e-入Ho'3'et'H'C･y'tae-iH'C･y't)

/.βdAtr(e-(β-"Hae一入He･'Hta･e-iHt)

tr(e-βHo(C))lpdAtr(e-'p-糊 ae一入Ho'C'et'H'C･y'ta･e-･'H(C･y't)

(3)

次のことを注意しておく.もし(3)でHo(I)の代わりにH(I,y)を使うと幾つかの難しい

点が出てくる (§ⅠⅠの注意を参照のこと).

さて,以上のように考えてくると次の間題に気が付 く.ハイゼンベルグ措像 e''Htae-1'Htと

et'Hta+e~t'Htは,あるリュ-ヴイル空間【5,6,7,8,9,101の元として行動し,リュ-ヴイル

演算子L:d-eflH,･】に対して eiLia- eiHtae-iHtそして eiLta'=eiHta･e一･'Hiとなる.ハミ
ルトニアンH をH(I,y)で,密度演算子 e-Pu をe-βHo(訂)で推定したときに,推定された

ハイゼンベルグ描像 eiH(37y)tae-1'H(C･y)tとeiH(C･y)ta+e-1'H(C･y)tが属すべきリュ-ヴイル空間,

そしてlH(x,y),･]で定義されるリュ-ヴイル演算子は如何なるものか?この小論では,そ

のようなリュ-ヴイル空間とリュ-ヴイル演算子をも推定し,それらを正確に定義し数学的

性質についてもふれる.
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Ra(i)(またはRa'(i))のデータのみからハミルトニアンを推定しようとする試みは次
のような理由による.一般的な解釈によると,実際の量子的物理現象に対して実験観測者

が観測できるのは,観測量 (例えば,位置の演算子 q-(a+a+)/ヽβ と運動量の演算子

p-i(a-a+)/ヽ乃)の相関函数,だといわれる･今考えている問題は消滅演算子と生成演

算子のハイゼンベルグ措像の推定であるので,観測量の相関函数からRa(i)またはRa'(i)

が計算できたところから出発する.(観測量自身に関しても議論することは可能である.観

測量は数学的に自己共役性を持つので,ここで議論する結果より少々面白いものが得られ

るが,それについては次の機会にゆずる.)つまり,観測者の手元に得られる物理系のデータ

は,せいぜいスカラーな量である相関函数 Ra(i)またはRa'(i)であって,消滅演算子と生

成演算子の演算子値のハイゼンベルグ措像を直接手にすることはできないし,ましてやそ

の物理系の演算子値のハミルトニアン自身を直接手にすることはできないことになる.従っ

て,ハミルトニアンをRa(i)(またはRa'(i))から推定しようという試みは重要であろう･

この間題を解くために,森の一般化されたブラウン運動の理論 【11,1,12,131を再考する.

そして,その結果を今考えている問題に適用してみる.RWAの相互作用を持ったH(I,y)

でHを推定すると,H(I,y)の2次の形が森の理論の中の諸々の計算を簡単にしてくれる･

それは,諸々の計算を1粒子のものに帰着してくれるからである[5,§Vl.

統計物理の中の重要な仕事として,森の理論は,観測量のハイゼンベルグ措像の力学から

ブラウン運動のランジュヴァン方程式を抜き出すという問題に対する解答を与えるために

展開された【11,ll.その森のランジュヴァン方程式 (memorykernelequationという場合

やある)は,彼の理論を記述し,時間発展,すなわち,時間措像を決定する･この方程式は,

森の振動数,記憶函数,揺動項の三つのコンポーネントから成り,第2種揺動 一散逸定理を

導き出す.森のランジュヴァン方程式は,ハイゼンベルグの運動方程式を分解して得られる

が,このことが今考えている問題を解くために価値を持ってくる.

著者は,【5,101において,カノニカル自己相関函数から森のランジュヴァン方程式を導き

出す方法を示した.すなわち,[5,101では,消滅演算子や生成演算子のような各量子演算子

に対して,そのカノニカル自己相関函数から森の振動数,記憶函数,揺動項を決定し表現す

る数学的方法が与えられている.三つのコンポーネントを実際に表現してみると,森の振動

数と記障函数は,カノニカル自己相関函数のみを用いて完全に記述できることが分かる.し

かしながら,森の揺動項をカノニカル自己相関函数のみから決定することは難しいことが

分かる【10,Theorem5.7].そこで,平均ゼロのガウス型の量子揺動力 【31で,森の理論の中

の次の二つの点が保存されるように,森の揺動項を推定してみる･そ?二つの点とは,時間

発展の初期値と新しく推定された揺動項の間の直交性が成り立つことと,第2種揺動一散逸

走理が元々の記憶函数と新しく推定された揺動項の間に成り立つことである.この時点で,

推定された揺動力を揺動項とする修正された森のランジュブアン方程式を得る･従ってそ

の方程式を解くという行為の可能性が出てくる.実際,その方程式は解けて,解はハイゼン

ベルグ措像の形の表現を持ち,そのときのハミルトニアンはRWAの形で与えられる.すな
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｢非平衡系の統計物理 一現状と展望｣

わち,この方程式を解く過程を通して,パラメータx｡,xk,yk(k∈N)が決まるのである.

ところで,おそらくここで紹介する方法は,オーソドックス卑ものには見えないかもしれ

ないが,理論的なベースとなるものは妥当なものと理解されるのではないだろうか.それ

は,【14]の中にある量子化に関係した次の視点の中に見ることができる･量子力学を定式化

するときに,シュレディンガ-方程式から出発するのではなく,ハイゼンベルグの運動方程

式に基碇を置く立場がある.すなわち,まず,いかなる正準座標も運動量も全 く分からない

とする.ハミルトニアンHについても言うまでもなく,その形は分からないとする.物理

系を記述する変数をA(i)で表そう,このときA(i)が正準座標かどうかは,当然分からな
い.このとき,ハイゼンベルグの運動方程式

孟A(i)-ilH,A(i)], ま∈R,
を解くことによって,ハミルトニアンH とA(i)の量子演算子としての性質を同時に決め
るのである.すなわち,考え方はハイゼンベルグの運動方程式から出発する量子化の視点で

あり,エネルギーと振動数との間のボーアの関係に基礎を置いている.この考え方をするこ

とによって,森のランジュヴァン方程式を推定することはハイゼンベルグの運動方程式を

推定することを意味するから,｢この推定された運動方程式から出発すれば,ハミルトニア

ンを推定することができそうだ｣と思うのは自然であろう.実際,このように試みると,そ

の系の量子調和振動子を記述する消滅演算子と生成演算子の推定されたハイゼンベルグ措

像を得る.さらに,系の推定されたハミルトニアンが RWAの形で得られるのである.し

かも推定された消滅演算子と生成演算子のハイゼンベルグ措像のカノニカル自己相関函数

が,元のカノニカル自己相関函数をそれぞれ復元するようにである.以上の事実が,その推

定に付随するリュ-ヴイル空間とリュ-ヴイル演算子の様子とともに,定理2.5において数

学の定理の形で証明される.これらの結果は森の理論の中で,2次の形を持った回転披近似
(RWA)の理論的から数学的有効性を保証する.

2 主定理のステートメント.

この章では主定理の結果を説明する.この章の最初の部分,§2.1は,【15,16】に従って

フォック空間と,量子調和振動子と無限個のスカラー･ボソンの消滅演算子と生成演算子の

数学的定義を述べる.従って,以上は物理で良く知られた道具が数学的に書かれて行くだけ

なので,この最初の部分をとばし,§2.2で導入されるボゴリュ-ポフ内積を持ったリュ-

ヴイル空間の定義の部分から読まれても構わない.

2.1数学的準備.

複素ヒルベルト空間l2(N)を

･2(N)空く(ck;k∈N)∈C"匝 Ickl2<∞〉
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で与える. 各 f∈C⑳l2(N)に対 して,fを (I.,fl,f2,-･)で表す,すなわち,I-
(I.,fl,f2,-).ただし,ここで f.∈Cそして(fl,f2,-)∈E2(N).C⑳L2(N)の内積
( , ),｡ を(I,9),2d-ef∑?=｡fk･gk(I,g∈COL2(N))によって与える.ここで,C'はC∈C

の複素共役を表す.C(丑l2(N)上の対称フォック空間をTs(C⑳L2(N))で表すことにす

る.対称フォック空間の定義は,Fs(C(Dl2(N))d-1f⑳芸｡Sn(Col2(N))nで与えられるが,
ここで各 n∈N に対して,Sn(Cot2(N))nは,n個のCOl.2(N)の対称テンソル積で,
S.(coz2(N))Odgfcと定義される (【15,p.53,Example2】参照).さらに,各n∈(o)uN

に対しSnによってSn(Col2(N))n上への直交射影を表す ([15,p.53,Example2】参照).

任意のf∈Col2(N)に対して,線形演算子B+(I):Sn(Col2(N))n-→Sn+1(COl2(N))n+1
をB'(I)Q･dgfvw sn.1(f⑳ql)(TF∈Sn(Col2(N))n)で定義する.FF(CoZ2(N))を

ある n｡∈(0)uN が存在してせ(n)- 0(n｡≦n)となるようなTs(C⑳l2(N))の元
せ

よ
-(I,(n)):=｡全体の集合とする･FF(Col2(N))が瑚 Col2(N))で桐密となることは
く知られている (例えば,[16,p.681参照).

各 f∈Col2(N)に対して,FF(COl2(N))上の線形演算子 A'(i)を(A+(I)ql)(n)響
B'(I)ql(n-1)(n∈N);(A+(I)ql)(n)dgfo(n-o)で定義する.このとき,A'(I)は,その走
義域が桐密になるように定義される.そこで,A(I)撃A+(I)･｢FF(C-~由72(N))とおく.た

だし,A+(I)'はA+(I)'の共役演算子である.演算子A+(I)とA(I)はFF(CoZ2(N))を

不変にし,次の正準交換関係をfF(C@l2(N))上で洞たす :

措;;,,AAig(i])F=o(=f,lgi:!f',̂ 丁̀9'',I,9｡｡㊦l2(N) (4,

ただし,【A,B]a-efAB-BA､とする.

(eklk∈(0)UN)をCOt2(N)のekdgf(0,0,･-,0,↓ ,0,-)で与えられる完全正規
(A+1)th

直交系とする.このとき,量子調和振動子と無限個のスカラー･ボソンの消滅演算子と生成

演算子が次のように走義できる:

bakrd_芸TAA.'('eekO,': k∈N. (5,

演算子 αとα+は,物理的には,量子調和振動子の,それぞれ,消滅演算子と生成演算子を

表し,同様に,演算子bkと韓 (k∈N)は,無限個のスカラー･ボソンの消滅演算子と生成
演算子を表す.

2.2リューヴィル空間.

以後簡単のため,対称フォック空間Fs(Col2(N))を単にFと書くことにする,さらに,F

の内積を( , )Fと書くことにする.さて,ここで,有限体積内にある無限個のスカラー･
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ボソンの場にカップリングした量子調和振動子から成る,平衡状態にある系を考える.そし

て,その系は,形の分からないハミルトニアンH-H(a,a+;bk,bI,k∈N)によって支配さ
れているとする.このハミルトニアンHは,フォック空間F上の自己共役演算子として実

現される.今,平衡状態を想定している訳であるから,H はFに作用する自己共役演算子

で,各 '∈(0,β]に対してe-'H がトレース･クラスの演算子 (すなわち,任意の7.の完全

正規直交系 (pn)に対して,∑n(V,n,e-THv,n)p<∞ となること,従って,e-'H の固有値の
総和が有限)になることを仮定する.ここで,βは逆温度である.この仮定により,〟のス

ペクトルは純離散的 (スペクトルは孤立点である固有値のみから成り,各固有値に対する固

有空間の次元は有限である,つまり,縮退は起こっても有限)であり,H の固有ベクトル全

体 (lnHn∈(0)UN)はFの完全正規直交系になる.以後,H の固有値 An(n∈(0)UN)

をHJn)-入n回 で0≦入n≦入n+1であるように添字をとるとする.また,ここでさらに
inf(入n+1-人n)>0を仮定する･

ハミルトニアンH に対してFに作用する,ある量子演算子からなる集合を含むリュ-

ヴイル空間Xc(H)を構成することができる[5,10,17].以下,その構成の仕方を説明す

る:集合 (rn)Jn∈(0)uN)の線形結合全体をD で表すことにする.すなわち,D dgf

L.h.[fln)ln∈(0)UN)].以後,集合 Sの線形結合全体をL.h.lS]と書くことにする.明ら

かに,DはFで桐密である.さらに,B(D,f)によってDからFへの有界演算子全体を

表す.B(D,F)の各元Aは,7上の有界演算子全体の集合 B(f)の中の元への唯一つの拡

張を持つ.このAの拡張をA~と書き,さらに,演算子 A書の定義域をDに制限して得ら

れる演算子A*｢D をA+で表すことにする.

さて,まず,量子演算子のクラスT(旦)を定義する.このクラスは次の条件を満たす量子

演算子A全体からなる集合である:

(T.1)各演算子の定義域はDに等しく,各演算子の共役演算子の定義域はDを含む (す

なわち,D(A)-D かつD(A')⊃D,ここでD(B)は各演算子 Bの定義域を表す);

(T･2)佳意の,∈(0,β】に対して,演算子e-'HAとAe一THはB(D,F)に属し,さらに,演

算子 (e~THA)~と(Ae-TH)-はf上のヒルベルト シュミット型の演算子となる.ここで,演

算子βがヒルベルト シュミット型であるとは,β *βがトレース･クラスになることを言う.

ここで,演算子の非有界性に注意しなくてはならない.それは,フェルミオンのような有

界演算子とボソンのような非有界演算子に対する観測量の測定の精度の極限に違いがある

ことが知られているからである[18,19,20].また,非有界演算子に対して,それらの定義域

の問題は非常にデリケートである.従って,条件 (T.1)を設けた.条件 (T.2)はボゴリュ-

ボフ内積の収束に関するものである【5,10,2,p.96].
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さらにここで,T(H)は線形空間になることを注意しておく･すると,ポゴリュ-ポフ内
積< I, >H (もしくは,久保 一森内積とも言う)は,

･A;B,H空 さあ 撫 r((e-'β-"HA･)-(e一入HB)-), A,B∈T(H)I (6)

のようにして導入される.Lただし,Z(β)d-eftr(e-PH)である.< : >HがT(H)の内積
になることを示すのは簡単である [5】.この内積によってノルム IIAHH響<A;A>it2を
導入しておく.このとき,T(H)をノルムItllHで完備化することで得たヒルベルト空間
がリュ-ヴイル空間Ⅹt(H)である.このとき,ⅩC(H)がpartial*-algebrawithaunit[5,
proposition3.14]になっていることを注意しておく.さらに,ⅩC(H)の元は必ずしもF に
作用する演算子にならないことにも注意されたい.また,J.Naudts等がKMS-状態を持っ

たフォン･ノイマン代数を完備化して構成したヒルベルト空間上で,一般的な線形応答の理

論の議論を行なっていることも注意しておく[21].同様にこの小論においても,ボゴリュ-

ボア内積で完備化して構成したヒルベルト空間上 すなわちリュ-ヴイル空間上で森の理

論を扱う.

今,任意のT∈(0,β]に対してe~イ〝 がトレース ･クラスの演算子になるという条件の下

でa,a+,bk,そしてbf(k∈(0)uN)で構成されるハミ)I,トニアンによって支配される系

を考えているので,a∈T(H)という仮定は自然であろう.そこで,この小論では,消滅演算
子 aは空間T(H)に属すると仮定する:

(Assumption1) a阜T(H)･

あるクラスの演算子 Aに対して,リュ-ヴイル演算子 L:をL:A撃 lH,A]で定義するこ

とができる[5,Lemm a3･8】･このとき,リユーヴイル演算子 L:の定義域D(I:)は,桐密な部

分空間D を含むのだが,このDは,T(H)の元 Aで,HAとAH｢DがT(H)に属し,さ
らに,任意のx∈D に対してAx,A+I,HAH,HA+I,AHx,そしてA+Hxが D に属する

ような全てのAからなる集合である[5,Lem as3.7and3.8].

簡単な計算により,

D(◎m,n)dgfD,
◎m.nlp)dgfβ1/2Z(β)1/2嘱ま(nlp)lm),m,n,p∈(0)uN

ln-lm

wm,n撃 e-PAm -e-PAn
if入m≠入n,

p-lePAn iflm -ln.

(7)

(8)

(ただし,

で定義しておく)で与えられる線形演算子◎m,n:D-D,･一m,n∈(0)UNはL:の固有ベ

クトルになり,ⅩC(H)の完全正規直交基底をなし

i:◎m,n - (入m -ln)◎m,n, m,n∈(0)uN,

- 138-

(9)



｢非平衡系の統計物理 一現状と展望｣

鴨 n - ◎n仰 m,n∈(0)uN, (10)

◎m,nob,I - β1/2Z(β)1/2wkl,121鳴 /2呪 三6nL･Om,I,k,l,m,n∈(0)uN, (ll)

なる性質を持つことが分かる.ここで,6pq はクロネッカーのデルタであり,

◎m,nfp)-β1/2Z(β)1/2wL肪 plm), m,n,p∈(0)uN

【10,Proposition3･9]となる･さらに,

Wm.n > 0, m,n∈(0)uN,

Wm,n - Wn.m,m,n∈(0)uN

(12)

を注意しておく.

任意の A ∈D とt∈R に対して,時間発展 J4(i)d-T'eiCtJ4はノ､イゼンベルグ柿像

eiHtAe-iHtに一致する[5,Proposition3.13】.完全正規直交基底◎m,n,(m ,n∈(0)uN)を用

いることにより,リエーゲィル演算子L:のスペクトル全体の集合はIm一人n(m,n∈(0)uN)

から成る集合となる[10,Proposition4.1],すなわち,

J(i:)-Jp(i:)-(Am -LinFm,n∈(0)uN), (1 5 )

ここで,仮定inf(An+1lln)>0により,今議論している場合で札 スペクトルの集合 q(i:)
に集積点が無いことに注意されたい.

森の一般化されたブラウン運動の理論を消滅演算子 aが属するリュ-ヴィル空間ⅩC(H)

に適用することで,時間発展 a(i)空 eiLla(t∈R)紘,もLaがリュ-グィル演算子 L:の

定義域に属しているならば (すなわち,α∈D(∫)),森のランジュヴァソ方程式で与えられ

る.そこで,まず,ak対する森の振動数 LJaそして揺動項Iaを

LJa dgf - <a;La>H<a;a>kl,

(上の定義では,森自身の振動数の定義と土の符号を変えている【11,1])

Ia(i)df ieiCH(1-∩.)i:a , t∈R,

(16)

(17)

で定義する.ただし,IloはIaが生成する閉部分空間Ⅹ言(H)上への直交射影演算子である.
すなわち,IloXc(H)-Ⅹ冨(H)dg fiαa∈ⅩC(H)lα∈CH5,10].ここで,ⅩC(H)の部分空

間Sの閉包を言と書いた.そして,i:1は,ヒルベル ト空間 (1-no)ⅩC(H)に作用する自己

共役演算子で,A∈D(i:1)djlD(i:)∩(ト ロ｡)ⅩC(H)に対してL:1A型■(1-H｡)I:Aで定義

される【13】.

ここで,もし∠1が点スペクトルのみを持つならば,£1のスペクトルに関した性質が扱い

易くなる.
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そこで,この小論では次の条件を仮定しておく:

(Assumption2) (1-no)I:(1-Ilo)は点スペクトルのみを持つ･

a(i)に対する森のランジュグァン方程式は,もLaが D(i:)に属していれば,次の形を
持つ :

孟a(i)ニーiwaa(i)-/.td棚 -5)a(S)+Ia(i), 絹 R･ (18)

この方程式から,第2種揺動 一散逸定理を使って与えられた森の記憶函数¢a(i)の存在が分

かる.つまり,森の記憶函数ba(i)紘,森の揺動項Ia(i)の相関函数と第2唾揺動一散逸定理

で関係付けられる:

<a･,a>Hba(i)-<Ia(0);Ia(i)>H, l∈R,

そしてこのとき,aとIa(i)(t∈R)との間の直交性が成り立つ,すなわち,

<a;Ia(i)>H-0, l∈R･

自己相関函数 <a;a(i)>HをRa(i)で表すことにする.このとき,(18)と(20)から

孟Ra(i)--iwaRa(ま)-/.td棚 -3)Ra(a), i∈R
が導かれる.

リュ-ヴィル空間X｡岬)杏

Xc'(H)響

XJ(〟)
def

x2(H)de

L･h.【(◎m,nllm>入n)],

L･h.[(◎m,nl入m<入n･)],

L･h.[(0m,nllm -ln)],

で定義される三つの閉部分空間Ⅹき(H)そしてx2(H)に分解しておく.すなわち,

Xc(H)-Xc+(H)oXc-(H)oX2(H)

(19)

(20)

(21)

ー

lヽ■/
1

2

3

4

2

2

2

′し

(

(

(25)

となり,従ってⅩC+(H),ⅩC-(H),そしてⅩ2(H)上-の直交射影演算子7'+,ア_,そして Po

をそれぞれ定義することができる.

ここで,新しい用語を用意しておく.一般に観測量は自己共役演算子とみなされる.量

子調和振動子に関する観測量は,位置の演算子 qdgf(a'+a)/､乃 や運動量の演算子pd-lit

i(a+-a)/諺 がある.例えば,これらの位置の演算子 qと運動量の演算子 pが任意の

i∈R に対して<p;et'Ctq>H-0なる条件を満たせば,Ra(i)をRq(i)響くq;eiLtq>Hと
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Rp(i)空 <p･,et'Ltp>HからRa(i)-(1ui)+Rp(i))/2(i∈R)のように求めることができ
る.Rq(i)とRp(i)を観測し,Ra(i)を計算するとき,有限体積内の実験で得られる有限自由

度をもった任意有限個のデー5''の極限としてRq(i)やRp(i),そして,Ra(i)を近似的に構成
しなければならない.この過程を次のように表現してみよう.

まず,aN(N∈N)をaN聖 霊 ,n=O.<◎-･n;a,H◎-,nで定義する･N- ∞ としたと
き,ⅩC(H)においてaN-aとなることは明らかである.いくつかのある観測量の自己相
関函数から凡(i)が計算でき,limNー∞RaN(0)が存在するとき,氏(i)が観測により有限近

似的な計算が可能ということにする.ただし,RaN(i)dg<aN;eiLiaN>H.
このとき,消滅演算子 αに関して次の補選が示される.

補題 2･1.Ra(i)が観測により有限近似的な計算が可能ならば,i:a-limN_∞L:aNであ
り,消滅演算子αはリュ-ヴイル演算子 上の定義域に属する.すなわち,｡∈D(∫).

証明･今 limN_∞RaN(0)とする･すると,o<∑m,nl<◎m,n;a>Hl2Jlm-Anl2<∞ を

棉,これにより(i:aNIN∈N)が･Xc(H)の中のコ-シー列になることが分かる.i:は閉
演算子であるから,工｡-limⅣー∞工｡Ⅳと｡∈D(∫)を得る.

Q.E.D.

ここで二つの函数[1u(I)と[Qa](I)(Z∈Cwith9Z>0)を

lRa](I)dgfl∞ dteitzRa(i)
lQa](I)a-aL∞ dtetltzQa(i)

によって定義しておく.

Ra(i)のフーリエーラプラス変換の極が正であるか否かが,消滅演算子が属するクラスを
決めろ.

補題2･2･Flu(I)の極が全て正ならば,消滅演算子はP_Xc(H)に属する.
証明･展開a-∑m,n<◎m,n;a>H◎m,nにより,

[1u(I)-i∑ l<¢m.n;a>Hl2(I+入m-ln)-1
mln

を得る.従って,今【凡 】(I)の極が全て正であると仮定されているから,A,n一人n≧0なら
ば<◎m,n;a>H-0となる･するとa∈7'_ⅩC(H)となる.

Q.E.D.

補題 2.2により,もし【1u(I)の極が全て正ならば,森の振動数 wa

=-<a;i:a>H･<a;a>klは正となる･このとき,函数 Da(I)(Z∈CwithS)Z>0)を

Da(I)d-ef
iwa札(0)
zl1u (I)- i亀 (0)
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で定義する.もしlimz一｡Da(I)が存在するならば,Da(0)を

Da(0)djfti.moDa(I) (29)

で定義しておく.

次に,入m一入n≠0となる各◎m,nが縮退していない場合に,二つの事実(Facta)と(Fact

b)を示す.ここで,(Facta)と(Factb)は,あるいくつかの ◎m,nが縮退している場合に

も示せることを注意しておく(【10]を参照)･

最初に,展開a-∑m.,n<申,n,n;a>H◎m,nを使って,

Ra(i)-∑l< ◎m,n;a 'H L2expliilm,n] (入m,ndgf入m - ln)
m]n

を示すことができる.従って,

lm,n

～L̀vaハ~J uーVa＼〉ノ r∠一lt~TrL'7"M,n II + A,n,nmln

(21)のフーリエ ーラプラス変換をとることで,

zlRa](I)-iRa(0)--i∑ l<◎m,n;a>HI2

lRa](I)-
Ra(0)

iLJa-iz+lQa](I)

を得る.(28),(29),そして(31)から,次の等式が成 り立つことが分かる :

Da(I)-Da(0)-
iLLlaI
lQa](I)+LJa

(30)

(31)

(32)

(Assumption2)でL:II｡の定義域は,H｡L:の定義域を含み,rI｡L:の定義域の中の各 Aに

対 して £H｡A-Ⅲ｡£Aであるから,よく知られた数学の事実から,£1の固有ベクトル

せm,n(m,n- 1,2,-)が存在 して,i:1申m,n - pm,ntF,T,nとなる･ここでは,縮退してい

ないqlm,n(m,n-1,2,･･･)に対して証明を試みる.縮退している場合にも証明は可能で

ある (【10]参照)･展開 (1-Il.)i:a- ∑m,n < tFm,n;(1-rI.)i:a>HtFm,n を使 うと,

Qa(i)-<a;a>kl∑m,nl<qlm,n;(1-Ilo)i:a>Hl2exp[ilILm,n]を得る･従って,

(Facta)Da(I)と[1u(I)は,それぞれの極を除いて複素平面上に拡張可能である.そし

て,Da(I)の全ての零点からなる集合は,[Ra](I)の全ての極からなる集合と等 しい.さら

に,Eが【Ra](I)の極ならば,j=Eはリュ-ヴイル演算子L:の固有値である.

(Factb)limz一｡[Ra](I)≠0ならば,[Qa](I)もまた,その極を除いて複素平面上に拡張さ

れる･そして,I-0を除いたDa(I)-Da(0)の全ての零点からなる集合は,[Qa](I)の全て

の極からなる集合に等しい.さらに,Tが lQa](I)の極ならば,-Tは射影されたリュ-ヴイ

ル演算子£1の固有値である.
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(Facta)そしてinf(ln+.-ln)>0なる仮定により,Da(I)の零点全体の集合 (すなわ

ち,【1u(I)の極全体の集合)を(ep>olp-0,1,-)で表し,与p<Ep+1となるようにとり,

さらに,I-0を除くDa(I)-Da(0)の零点全体の集合 (すなわち,[Qa](I)の極全体の集
令)をhklk-1,2,-･)で表し,Tk<Tk+1としておくことができる･

次の補遺を示すのは易しい.

補題 2.3.1ut)が観測により有限近似的な計算が可能で,[Ra](I)の極が全て正ならば,
1imz一｡[1u(I)≠0が存在する.

証明.補選 2.1,2.2で示したように,消滅演算子 aはp_ⅩC(H)nD(i:)に属している.

今,inf(入n+.-ln)>0なる仮定をしていたことを注意しておく･また,(Facta)により,

imf(入n一入,nl<◎m,n;a>H≠0)-eoをも得る.従って,

lRa](I)- ･~∑ l<◎m.n･,a>Hf2
7n,nwithlm-ln<0

を得る.(Facta)に注意すれば,

∑ l<◎m,n;a>H J2
m,nwithAn - ln<0

I+(lm -ln)

-< 三 m,nwi.hSm _入れく｡l<◎-･n;a,H J2

となる.この不等式とワイエルシュトラスのM-テストを使うと,

!11molRa](I)=m,nwith;m_入n<｡I'転 n;a'HI2(入m-ln)
≠0

を得る.

Q.E.D.

補選 2･3により,もしRa(i)が観測により有限近似的な計算が可能で,[凡](I)の全ての

極が正ならば,

Da(0)- -wa･ (33)

実は等式wa--Da(0)∑pu=｡1/Di(ep)が成り立つので([10,Theorem5･7]),∑芸｡1/DL(ep)-
1となることを注意しておく.

ここで,1imz一｡【Ra](I)≠0で,入m 一入n≠0となる各 申,n,nが縮退していないという条件

の下で,いくつかの表現を示しておく･(Facta)により,各 ◎m,n に対して,あるEpが存在

して入m,n- -Epとなる･従って,

l<◎-,n;a,HI2-寓言(I-ep)/.∞ dieitzRa(i)
Ra(0)zli!?p

Da(I)+wa I-ep

Z 'lDa(I)- Da(ep)
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をDa(I)の定義 (28)と(29),Da(ep)-0となる事実,そして留数定理から得られる･従っ
て,(28),(29),(30),(34),そしてlimz一｡【Ra](I)≠0故Da(0)ニーwaが成り立つことを基に,

Da(I)- -
iRa(0)Da(0)

I I.cWteilzRa(i) - iRa(0) (I-Ep)Di(Ep)

を得る.方程式 (34)とDa(0)ニーLJaは次の表現をもたらす :

Ra(i)--Ra(0)Da(0)∑expトitep]tVLIYL"ーPJepDi(ep)●

(35)

(36)

(35)と(36)峠縮退する◎m,n が存在しても証明することができることを注意する (【10】
参照).

(Factb)によって,各 qlm.nに対してあるTkが存在して,FLm.n--Tkが成り立つ･従っ

て,(34)と同様にして,

< せ,n,n;(1-Ilo)i:a

-Da(0)zli巴tkI.×

無
二
2

〃> 与(II7k)/.∞dtet'tzQa(i)
217k

(Da(I)-Da(0))-(Da(Tk)-Da(0))

を(32)とDa(Tk)-Da(0)-0であることから得る.

--Da(0)読 ,o(37)

以下からの話しは,氏(i)は,観測により有限近似的な計算が可能で,【Ra](I)の極が全
て正であるとする･すると,､α∈ア_ⅩC(H)nD(i:)で,1imz一｡[Ra](I)≠0,そしてさらに,
I:Ilo⊃IIoL:であること(Assumption2)を仮定する.

森の振動数LJaと記憶函数 Qa(i)は次のような表現を持つ :

Wa= 些出
礼(0)'
00

Qa(i)- ∑
p=1蒜 e-it"p･ tER･

ただし,ここで,森の記憶函数は,(1-Ⅲ｡)血 の展開と方程式(37)を用いて得られる.さら

に,【10,Theorem5･7】から,森のランジュヴァン方程式は凡(i)のデータを使って書き下す
事ができる:

孟a(t,- iDa(0,p!.志 ･a(t,+Da(0)/:dspil読 了e-i'i-3'Tpa(S,
00

-iDa(0)∑∑<6(p･･qp･);a,Hk;1品 宣 布 e-iTkt鯨 qp･)･(40)
1

p'q;
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(40)において,森の揺動項 Ia(i)は

1

･a(i)-iwa∑ ∑ <6(p･,qp･);a,HA;1品 ･音詩 e-･'T軸 ,qp･)Ip'ql
(41)

で与えられている･ただし,6(p',q;)(p',qp+∈(o)UN)をリユーヴイル演算子 L:わ固有
ベクトルで<壷(p',qp');a>H≠0,I:壷(p',qp')--eps(p+,qp')となるものを表すとする･Tk
(k∈N)をTk∈(ek_1,ek)(k∈N)となるように決めることができる【10,Proposition5･4

(C)]･

式(38)と(39)は完全にRa(i)のみの言葉で表現されている･従って,森の振動数と記憶
函数は自己相関函数Ra(i)のみのデータを使って書き下すことができるのである.他方,式

(41)は,森の揺動項はRa(i)のみの言葉で表現することは難しいことを物語っている.そ

れは,1)ユーヴイル演算子 L:の固有ベクトル壷(p+,q;)(p',q芸∈†0)UN)が使われ,今ハミ
ルトニアンHの形が分からないの喪から,当然,固有ベクト)V6(p',q;)(p̀,qp'∈(o)uN)
の形も知りようがないからである.

今,消滅演算子と生成演算子で記述される無限個のスカラー･ボソンの場にカップリング

した量子調和振動子の系 (つまり,aとa+とで量子調和振動子,そ･Lて,bk とbI(k∈N)

とでスカラー ･ボソンを表現していた)を扱っていたので,森の揺動項Ia(i)は,少なくと
もbk とbfに依っているであろう.従って,森の揺動項Ia(i)は,bk とbk+-(k∈N)を変数
の一部とする演算子値の函数であると言える.しかしながら,森の揺動項にbk とbk+がど

のような影響をもたらすかは,今の手持ちの情報では正確に把握はできない.そこで,Ia(i)
に対するbk とbfの演算子値の効果をIa(i)と関係を持つある適当なスカラーな量で置き
換えることを試みる.ここで,表現(39)と第2種揺動 一散逸走理(19)を思い出そう.する
と,Ia(i)に対するbkとbtの演算子値の効果を振動数Tk>0を持ったスカラー ･ボソン
の振動と係数 (walk/DL(Tk))1/2(k∈N)とで見積もることができるだろう.何故なら,第

2種揺動 一散逸走理(19)から,森の揺動項の振動数とそれらの係数をそれぞれTk>0と
(wa一k/DL(Tk))1/2(k∈N)とみなせそうだから.このIa(i)の推定は一種の森の揺動項の租

視化になるのかもしれない.このようにして,とにかく,推定された森の揺動項 Iim](i)が

･!-･(t,d-a-ik!1eXpl-itTk,(W量 )1/2bk, iER･ (42,

のように得られた.

消滅演算子 aに関して,Ia(i)に対するbkの演算子値の効果のみを考えることにする.坐

成演算子 a'に対して,推定された森の揺動項I誓](i)をI誓](i)dgf(IE-](i))'によって定義
しておく.すると,

･iT](i,-ik;1eXPl瑚 (W量 )1′2bt, t∈R

- 1 45 -
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を得る.これらの推定された森の揺動項を使って,二本の修正された森のランジュヴァン方

程式をそれぞれ｡と｡+に対してたてることができる:

i

i

孟at-](i)- -iwaal-](i)-Iotds仰 -3)a'-･(a)･Ii-'(i), i∈a,
a[m](0)-a,

孟alm.(i)-iwaalm ,(i)-Ioid- -S)al-](S)+I誓](i), t∈R,
砧(0)-α+,

Cβ~1∑

(44)

(45)

ここで,4:(i)はba(i)の複素共役を示す･

まずは,これらの新しい修正された森のランジュヴァン方程式を解かなければならない･

そのために,最初の仕事は,これらの修正された森のランジュヴァン方程式がどのリュ-ヴイ

ル空間で解かれるか?そのリュ-ヴイル空間を決めなければならない.リュ-ヴイル空間

は,推定された森の揺動項Ia(i)とIa'(i)が平均0のガウス型量子揺動項【3】とみなせるよ
うに導入してみる.つまり,そうすることによって,これからの計算を楽にしたい訳である.

注意.(3)においてH.(I)の代わりにH(I,y)を使ってみよう.すると,【5,(70),Theorem

5.3(e)】により,次のx,yそしてC に関する方程式を解かねばならない :

Ra(i)- Cβ~1(e｡,h~1e-t'ihe｡),2
_.Jミ e-itEp(3;,y)

vrpit.ep(I,y)Di,y(ep(I,y))I
ここで,hはCet2(N)に作用する自己共役演算子で

h 響 h｡+(7,･),,C｡+(e｡,･)I,7,
h｡ek djf xkek, k∈(0)uN,

T dgf(0,y;,y芸,I-)∈C申l2(N),
のように走義される･また,函数 Dc,y は,

Dc･y(I)撃zIXo･k!1浩 , Z∈C＼txl,x2,･-)･

さらに,ep(I,y)∈(xp,xp+1) (p∈(0)uN)はDE,y の全ての零点を表す.一方,(36)に
より

_,_I_._､エ e-itEp
Ra(i)ニーRa(0)Da(0)∑
~yu＼~ノ ~vu＼〉'~u＼yJpit.epDL(ep)

となる･'従って,全てのp∈(0)uNに対して

〈絵.y,'D=a(E.P,,ep(I,y,Dt,y(ep(I,y,,=年舶 ), (46,

となるようにx,yそしてCを決めなければならない.しかしながら,(46)をx-(x｡,xl,X｡,･･･),

y-(yl,y2,-)とCについて解くことは容易ではないだろう.
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従って,§1の序の中で述べた方針に従って,消滅演算子と生成演算子のハイゼンベルグ

措像,そしてハミルトニアンを推定し,さらにそのときのリュ｢ヴイル空間とリュ-ヴイル

演算子を調べて行く.

そこで,まず,

∞
HLm] d-a LJaa'a+∑7kbk'bk

k=1
(47)

で定義して新しい自由ハミルトニアンをHLm]で推定する.つまり,HLm]-H.(W),u-

(LJa,71,72,･-).このHLm]に関して次の補選を得る.

補題 2.4.新しい自由ハミルトニアンHLm]は,フォック空間Fに作用する自己共役演算

子として定義される.さらに,もしIlT=｡(1-expトTep])~1が各 T∈(0,β】に対して成り立
っならば,演算子 e-THEM)はトレース ･クラスの演算子になる.

証明.HLm)がフォック空間Fに作用する自己共役演算子として定義されることはよく知

られている.例えば,その証明は【5,§.IV.]にある.Tk∈(ek_1,Ek)でek<ek+1のように

7たを順番付けていたから【10,Proposition5.4(C)],

等! il l等! iI

kl=111-expl-T7k]-pl=1.1IeXpl-,ep]< ∞ , 丁∈(0,β】

となる･これは,演算子 e-THEM)が各T∈(0,β】に対してトレース ･クラスとな~ることを意

味する.

Q.E.D.

補選 2.4は,自由バ ルトニアンHim]に対して,リュ-ヴイル空間ⅩC(Him])がちょう

どⅩC(H)のようにつくれることを保証するものである.修正された森のランジュヴァン方

程式(44)と(45)をこのリュ-ヴイル空間Xc(HLm])の上で解 く.

では次に,ここでRWAのポテンシャルを与えてみる.このポテンシャルはリュ-ヴイル

空間 ⅩC(HEm])上の修正された森のランジュヴァン方程式の推定された揺動項を反映する

ようにしたい.RWAのそのポテンシャルHIm]は

Hf-].響k!1(wa劫 1′2(a･bk･bk･a)

によって与えられる･[10,Propositions2.8(C)and2.8(e)】が Da(0)ニーwa,そして

ー

hu'点て･lHrl■川U
/
α
刀

1mJhuOnr■LU
α
か
iZⅦltU∞∑出<0
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を保証するので,このポテンシャルHim]は,フォック空間に作用する対称演算子になる(【5,
§.IV】).

最後にRWAの仝ハミルトニアンHimw]Aを

Himw]Ad-efHLm]+H!m]

- waa･a+k!.- ･k!1(wa品)1/2(a･bk･bta) (51,

で定義する･すなわち,此 -H(W,6,,6-((W量 )1/2,(u量 )1′2,-)･

以上により,主定理のステートメントを語ることができる:

定理 2.5.令,,形の分からないハミルトニアンHに支配されている無限個のスカラー･
ボソンの場にカップリングした量子調和振動子から成る任意の平衡状態にある量子系を考

える.もし実験等で次の条件(i),(ii),(iii)を満たす自己相関函数 Ra(i)を何らかの実験的
観測から計算したとしよう;

(i)1L(i)は観測により有限近似的な計算が可能,

(ii)【Ra](I)の全ての極が正,

(iii)n芸｡(1-expl-Tep])-1< ∞ (T∈(0,β】)が成り立つ･
このとき,基本的にL:imw]Ad-alHBmw]A,･]で定義される (正確な定義は(60))リュ-ヴイル
演算子L:Lmw]AはⅩC(HLm])-tlの自己共役演算子と成り,消滅演算子 aのハイゼンベルグ措
像は,alm](i)-ei乱 ta-eiHimJAtae-iHimJAtのように推定され,eiHimJAtae-iHimJA佃 ,修正さ

れた森のランジュヴァン方程式(44)のⅩC(HEm])上での一つの解となり,そして次の再構
成の関係式

Ra(i)
waRa(0) tr(e-pHim') 撫 tr(e-'β-入'HLm]a･e-'HLm]al-I(i)), i∈R (52)

を浦たす.

さらに,生成演算子 a'のハイゼンベルグ措像はalm](i)-e鳩 Atah et'HimJAta'e-iHtmJAt
のように推定され,et'HimJAta'e-I-HimJAりま,修正された森のランジュヴァン方程式 (45)の

Xc(Him])上での一つの解と-'Sり,

Ra+(i) 1= :L=
waRa･(0) tr(e-βHim))/.pd"(e-'p-"-HLm]ae一入HLm]alm.(i)), t∈R (53)

なる再構成の関係式が成り立つ.ただし,Ra'(i)は元の生成演算子 a+の自己相関函数
<a+,a+(i)>Hである.
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リュ-ヴイル空間ⅩC(H)はⅩC(HEm])-Xqc･hl〇･(HEm])oX･C･b･(HEm])に同値である.

xc(Him])竺Ⅹ:.h･｡･(HLm])OX･C･b･(HEm]).

ただし,Xqc･h.｡･(HLm])8ま,aとa'が張るⅩC(HLm])の部分空間で,Ⅹ･{･(Him])はⅩ3･h･｡.(Him】)

の直交補空間である.このとき,

a,a' ∈ Ⅹqc･h･O.(HLm]),

bk,bf,Ii-](i),I!T](i)∈ Ⅹ･C･b.(HLm]), k∈N

が成り立つ.すなわち,この推定を通して,リュ-ヴイル空間は,量子調和振動子から成る

系Ⅹ:･hl0･(HLm])とスカラー･ボソンから成る外力の系Ⅹ･C.b･(Him])との直和とみなせ,この

とき,Ⅹ三･h･｡.(Him】)に及ぼすⅩ･C･b･(HLm])の影響は,基本的に [Him],･]で定義される (正確
な定義は(57))リュ-ヴイル演算子の摂動に支配され,そして,この二つの系は森の理論に
よってつながる.

定理2.5の結果は森の理論の中で,2次の形を持った回転披近似 (RWA)の理論的かつ

数学的有効性を保証する.この定理2.5の証明は,この小論の最後に付けたAPPENDIXも

しくは【221を見られたい.また,この小論で書いた結果の一般化は,【231を見られたい.

3 結び.

定理2.5において,各無限個のスカラー･ボソンにカップリングした量子調和振動子の系

に対して,量子調和振動子の消滅演算子の自己相関函数のデータのみから,森の一般化され

たブラウン運動の理論を再考することによって,量子調和振動子を記述する消滅演算子と

生成演算子のハイゼンベルグ描像を推定し,このとき,推定されたハイゼンベルグ描像が元

の自己相関函数を復元することを示した.定理2.5は,[5,§VI.DISCUSSION]での結果の
拡張であり,そして【10,§VI.DISCUSSION]の中で与えた問題 (i),(ii)そして(iii)に対す
る解答である.

この小論の観点から特に重要なことは,たとえ実際に系を支配しているハミルトニアン

H-H(a,a';bk,bt)の形が分からなくとも,消滅演算子のカノニカル自己相関函数のデー
タのみから修正された森のランジュヴァン方程式(44)と(45)をたてることができ,さらに

それらの解を与えることができる.しかも,それぞれの解はRWAで与えられたハミルトニ

アンに関するハイゼンベルグ描像で得られることである.そしてこの推定の精度の保証は

定理2.5で示した再構成関係が行なう.すなわち,無限個のスカラー.ボソンにカップリン

グした量子調和振動子に対して,観測されたスカラー値の時間発展 (すなわち,カノニカル

自己相関函数)のみから演算子値の時間発展が,一種の租視化を通して,ハイゼンベルグ描

像の形で推定され得られることである.
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この推定は次の事実に基づいていることに注意されたい.ある観測とそれに基づくRa(i)

(もしくはRa.(i))の計算を通して,実際のリュ-ヴイル空間ⅩC(H)は,量子調和振動子
から成る系とスカラー･ボソンから成る外力の系との直和とみなされる.そして,その二つ

の系は森の理論によって結び付けられている.

4 APPENDIX (主定理の証明).

Inthissection,weproveourmaintheorem.WeassumethatRa(i)iscomputableby

finitelyapproximableobservation,andallpolesoflRa](2,)arepositive･Wefurtherassume
thatIIpn=｡(i-expl-Tep])-1< -(,∈(0,β])holds･Thus,wehavea∈ⅩC-(H)nD(i:),
andlimZー0【凡】(I)≠0,aswellasi:Ilo⊃IloL:by(Assumption2)･
Let(ln(0))An∈(0)UN)⊂D(Him】)beacompleteorthonormalbasissatisfyingHim]Jno)-
1OnlTo)withO_<人望≦鳩.1.WesetD｡dgEL.h.[(恒oHn∈(0)uN)].
Wedefinelinearoperators｡07n,n:Do-DoImln∈N'by

D(叱n)dgfDo,

oom,nxde pl/2Z(β)1/2(昭,n)1/2(nolpo)lmo),m,n,p∈(0)UN,

(耽n)dg
AE一入Om
e-PAOm-e-plOn if入Sl≠入E,

β-1ePAO- if入監-Åon.

(54)

(55)

where

ForcertainoperatorsAinXc(HLm]),wecandefinetheLiouvilleoperatori:Lm]asi:Lm]Ad-ef

lHim),A】.Thenweobtainthefollowinglemm a.

LemmaA･1･IfIIpw=｡(1-expトTep])-1holdsforeveryT∈(0,β】,thentheannihilation
andcreationoperatorsaanda'belongtotheLiouvillespaceXc(HE7n]),theyalsobelong
toD(i:Lm]),i.e.,a,a'∈D(i:Lm))⊂ⅩC(Him]).
wenowdefinealinearoperatori:im]actinginXc(Him])by

〈DEiT2言寄･eAT_((HHSI:31;i:],A,HAimE'AD'(左石.(HEm])), (56)

since(鶴)+-鴨 m by(10),and叱 ncanextendedtoauniqueboundedoperator

(｡E,n)-,wehave(HEm]00-,n)'⊃((◎E,n)I)IHim]-(03,m)-Hfm],whichi-pliesthat
HEm]鴨 nsatisfiescondition(T･1)･Moreover,equality(12)i-ThpliesthatHP]00m,nsatisfies

condition(T･2)･Thus,■Him鶴 n∈T(HEm])andHfm'(oom,n)I-Him]oon,m∈T(HEm])
holdforeachm,n∈(0)uN･Therefore,weobtain呪 n∈D(i:im])･Byusingthis
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factandequality(12),wecanprovethat<中op,V･,LPoom,n,H!-I-<dlm],00p,u･･oOm,n,H!-･･

fah/u.詰.rHeL:,abVke/.諾k;H:mTii:sIT ･e･t)rich.yHYecr(eL.謁 .deLneOtteptyheiecl::uereor註otghoenliTe,arIJeucltlioOnf
OntoYc(HLm]),andwedefinealinearoperatori:P,-actinginXc(HLm])by

A∈D(LlIm]･-)･ (57)

NOW,W｡supposethatA∈Yc(Him]). ForeachM,N ∈Nwith1< M <N,wecan

estimate=曹 (AN-AM)Ilk 】as

〟
llLP](AN -AM)日毎-I≦̀ ∑k=M+1

2N･∑
k=M+1(wa(o)読 )-o

asM ー∞,Whereyeusedequality(33)andinequality(50).Theclosednessofi:im]
impliesthatA∈D(i:P)andi:im]A-8-1imNー∞曹 AN ∈ Yc(Him】);andwehave
i:im】A-i:㌢1,-A.Therefore,weobtainthat

Yc(HLm])⊂D(i:P), (58)
L:im】A-i:im]･-A, A∈Yc(HLml). (59)

By(58),wehaveLim],I⊂(Lim],-)'･Byapplying(59),wecanshowthatLim]7-canexpand
toaboundedsymmetricoperatoronXc(Him]).Thenwedenotetheclosureofi:P】･-by

thesamesymbol.No.W,wecandefineaLiouvilleoperatori:kmw]AbyaperturbationofI:Em]
byL:im]･-'71･e･)

L:Lmw]Adgfi:Lm]+i:im]･-

Expressions(58)and(59)canbeusedtoprovethefollowing:

(60)

L:Lmw]AA-Himw]AA-AHkmw]A｢D｡ (61)

foreveryA∈Yc(HirT]).Wenotea∈D(i:Lm])byLemmaA.1,soa∈D(i:Lmw]A)by(58).
Therefore,weconsiderMori,smemorykernelequationforei槻 AaOnXc(HLm)). Then

byapplyingMori'stheory,withorthogonalityamonga,a',bk,bt(k∈N)inXc(HLm】),
andexpression(61),toaandi:Lmw]A,WeCanProvethatMori,smemorykernelequation

foreitLLmJAaOnXc(HLm])isidenticalto(44).Namely,W｡defineanewM｡ri,sf,equ｡ncy,
丑uctuationandmemoryfunctionwithrespecttotheannihilationoperatorαintheLiouville
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spacexc(HSm])as

wa?響 -<a;Limw]Aa,H!-I･'a;a'品 ,,

I:(i)a-a ieitLP)i:im]a, i∈R,

拙)de <Ia?(0);IaO(i),HL-,･'a;a'LIP.,

where

iD(i:im])響(1-ITS)Xc(HLm】)nD(i:imw]A),i:im]xd-ef(1-n3)i:Lmw]AX, I∈D(i:im]).

l∈R,

HereII3denotesthe0,th.g｡nalprojectionoperatorontheclosedsubspaceofXc(HLm]),
whichisgeneratedbyα･ThenIwehavebyMori)stheory

孟et'tLLmlAa--iwa?et'tLLmJAa一旗 (トS)eisLkmJAa+Ia?(･i), ieR･ (65)

Wenoteherethefollowingfacts.Using(61)andsimplecalculationyield･resultsofcalu-

culationsforI:Lmw]Aa and,i:kmw]Abk.Then,sincea,bl,b2, - intersecteachotherorthogonallyin

xc(HLml),Lim]bk-1Tkbkholds･Thus,wehavewa0- -<a;LLmw]Aa,HL-1<a;a,Li-I-wa
bythedefihitionofMori,sfrequencyforaandi:k7nw]A,andobtainthatIim](i)-IaO(i)∈
Xc(Him])fo,alli∈a.Therefore,W｡｡btainthat(44)isequalto(65),sothatet't乱 ais

asolution.f(44)｡nXc(Him]).sincea∈D(i:Lmw]A),W｡ObtaineiLkmJAta-eiHinJAiae-1'HinJAi
byl10,Proposition3.7].Then,bytakingtheFourier-Laplacetransformationfor

<a;et'LLmJAta>HLn],andbasedon(44)and<a;bk>Htm]-0(k∈N),weobtainforI∈C+

BytakingtheFburier-Laplacetransfわrmationf♭r(21),wehave

･Ra･(I,-iRa(0,(I-wa-A;1(wa品 )去 〉~l

Itisalsoeasytoshowthat<a;a>HLm1-(Pwa)-1･Therefore,by(36)weget

≡. 1
lRa](I)-帆 (0)LJa∑

ptToEp(I-ep)DL(ep)-Ra(0)βwa2/.∞dieitZ<a;eiLLnJAa,H!- I

Theaboveexpressionsimplytherelation(52)･

weshallnowpro,｡therest｡fOurtheorem.F.rinstance,itisshownthatet'H!mJ Ata'e-t'HLmJAt

isasolutionof(45)byconsideringtheadjoint･operatorofeiHLmJAtae-iHimJAtand(44).
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Furthermore,wekeepln血ndthefbllowlngfacts:Thenorm equalitieswhichmean

<a;a>H!m)-<a+;a+>H!m]and<bk;bk>lI!m]-< bk+;bk+>flLmr(k∈N),andtheor-
th｡g｡naliti｡Sam｡nga,a･,bk,-bf(k∈N)inXc(HLm])hold.Andwecancalculatei:Lmw]Aa'
andi:kmJAbf.ThesefactsimplythatEquation(45)holds･
HereweprovethefbllowlngImportantlemma:

LemmaA.2.

(a)Foreachm,n∈(0)UN,I<申.n,n;a>H r2- l< 申n,m;a+>H J2holds･
(b)Thecreationoperatora+belongstoXt(H)･
(C)Foreveryi∈a,Rae(i)-Ra(-i)･
(d)Foreveryi∈a,hal(i)-一丸(-i)･
sin｡｡et'HLmJAta･e-iHimJAlisasolution｡fthemodifiedMori,smemorykernelequation(45)

onxc(HL-]),by(45)wehaveforRLm.'(i)dgf<a+;eiHkmJAta'e-iHLmJAi,H!-･

孟RL-.'(i)-iwaRi:](i)-/:d榔 Ia)RiT】(S)･ (66)

By(21),andLemmaA.2,parts(c)and(d),wehave

孟Ra･(i)-iwaRaT(申 // dsQa(-ト S)Ra(S)-iwaRa･(i)-/oidsu -(i-S))Ra･(S)
Additionally,by(39),Da(0)ニ ーwa,and(49),wegetthefactof¢a(-(i-S))-4:(i-S),
sowehave

孟Ra･(i)-iwaRa･(i)-/.tdsQm -S)Rae(S)･ (67)

InthesamewayasRa(i),byusing(66),(67);and<a+;a'>HL-】-<a;a>HP.-(PLJa)-1,
weobtain(53)･Thecorrespondenceof◎m,ntoOOm,nimpliesthatXc(H)isequivalen'tto

xc(Him]). Andwenotethata,a',bk,S,andbt,sintersectorthogonallyeachotherin
xc(Him]).Henceitfollowsthatthelastpartofthetheoremholds.Theabovearguments

implythelastpartofourmaintheorem.
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