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量子準位ダイナミックスの確率過程理論

福井大工学部 長谷川 洋

分子科学研究所 高見 利也

ここにいう 準̀位ダイナミックス'(leveldynamics)とは､多数の複雑量子準位が断熱パラメーター
に対して変化するchaoticな様相をそのパラメーターに関する微分方程式の解としてとらえる手段を

意味していて1985､86年のYukawaの論文1)に始まる県 っいで､Haake2)のグループが主としてユ
ニタリ行列系を主な対称とするこの手段の開発を試みた｡この手段の興味ある応用に 準̀位の曲率分

布の問題'がある｡それは､各レベルのパラメーターに関する2次微分 (曲率)を統計的に扱ってその

確率分布としてみる､というもので1990年Gaspardら3)が論じた.その一つの重要な結論は､曲率

を K とするとき分布 p(K)の K - cbでの振舞が K-(叶 2)(U-1GOE､Z,-2GU臥 ≡〟
GSE)という普遍別に従う､というものであって､われわれが幾つかの例で確認したものである｡
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この報告では､準位ダイナミックスを確率過程として扱うことにより分布 p(K)が統一的に見ら

れることを示す｡それは､準位ダイナミックスに久保のブラウン運動論5)を適用するというアイデア

である｡ 以下､この報告記事の構成について説明する｡

partI. 準位ダイナミックスに関するYukawa形式の要約

本報告に必要な最小限にとどめ､その特定の2準位の運動をランジュバン方程式化することにつ

いて説明を加える｡

PartII. NonuniversalityinCurvatureDistributionsofQuantum Levels
われわれの得た解析的ならびに数値的結果の速報で､1993年 8月末に行われた福井国際シンポ

ジウム Q̀uantumChemistryandTechnologyintheMesoscopicLevel'において発表したもの.

Appendix 上述の英文原稿において出発点となるP(K)の穣分表式 (3)の補足説明
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注 よ･り詳しくいえば､ランダム行列理論の結果を動力学的に再現しようと試みたPechuka点(1983)､
更に1960年代ランダム行列理論を展開したDysonがその中の一つとして準位群のブラウン運動論を

論じたことにその始まりを認めることもできる｡それで､これを一括してDyson-Pechukas-Yukawa
像と呼ぶ人もいる｡30年前に遡るDysonの理論を再構成することばこの研究の先の目標である｡
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｢非平衡系の統計物理 一現状と展望｣

partI. 準位ダイナミックスとその確率過程化

NxN エルミート行列 H-Ho+入Vの固有値問題

(Ho+入V)u(A)-I(A)u(A)

は､N-固有値 (3;n(A))を含む 2N+Z/N(Nl1)/2変数の連立常微分方程式で置き換えられること
が知られている｡ 1)

憲 -pn, 普 -2mEn,

dfdmAn-I(tS n)I-Lf/nl

Jlfmnll2
(Tn-Tm)3

1 1

(xm -xI)2 (3;n

pn≡(un,Vun), fmn≡(xm-xn)(um,Vun),
〟-1

‖fmnH2-∑ffAnl2
a=o (

i/-1 V-realsymmetric
2 V-complexsymmetric
4 quaternionreal

(1)

(2)

(3)

(4)

さらに､この力学系は変数間のポアソン括弧 (P.B.)を適切に与えることにより次に与えるハミルト

ン関数 71のハミルトン力学系孟ya-(ya,71)であることがわかっている:

巴12.Tl Hf,nnll2i
71-至芸p2n･∑'-~~.t T12yn'nffn(T… - Xn)2

(xm,pn)-Smn､†xm,xn)-ipm,pnl-(3;n,fij)-(pn,fij)-0

Ifi,･,fkLl=.IEc.T,:klf,S
(r,a)

(5)

(6)

(CT,:ktは定数 - 0､U､Spのリー構造定数と呼ばれ､具体形は文献 3)参照)したがって､N-レベ
ルはあたかも逆2乗べき対ポテンシャルで互いに反発する1次元 Ⅳ一粒子相互作用系とみることがで

きる(g-CM系).GaBPardらの曲率分布理論も曲率 (晶 xn)の統計処理をハミルトニアン(5)の正当

的統計力学に季ねるものだった (対ポテンシャルの強さ Hfmnlf26ま定数ではなくて一つの力学変数と
して扱わねばならないことに注意 一才は Ⅳ 次元回転の角運動量に相当)｡ここでは､(多体問題の難

しさを避けて)2準位のみの運動に着目し､これに対する他の準位からの作用を確率化 して扱うとい

うブラウン運動論を用いて曲率分布を求める｡ それは､文献 (5)に述べられている考え方が自然にあ
てはまる好例ということができる｡そして､いわゆる ｢運動による尖鋭化｣という現象の取扱いとそ

の結果が､まさしくわれわれが求めていた 曲̀率分布のnonuniversality'を明快に説明するものであ
ることがわかったといえる｡

運動方程式のランジュバン方程式化

方程式 (1)における特定準位対､例えば n -1,2だけを取り出すと

dxl dpl n ‖f12日2
て汀 =Pl, 云 =2d入 yl' d入 ~ (31-x2)3
血2 dp2 n lff12日2~~▲■
て打 =P2,云 =2d入 ~ (x2-3-1)3

+Rl

+ R2

となる.すなわち 敦 の右辺で(1,2)間の力だけはそのまま残し､他の項はそれぞれ RitLてこれを
ランダムカ(Langevinforce)とみなす｡そのためにはそれに見合った減衰項を付加 しなければならな

い｡それがどのようなものでなければならないかについて文献 5)に詳細な議論がある(いわゆる お̀

くれのある減衰'と第2揺動散逸定理)｡これらを考慮 してたてたのがPartIIの方程式 (17)である｡
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PartII.

NonuniversalityinCurvatureDistributions

ofQuantum Levels

HiroshiHASEGAWAandTbshiyaTAKAMI*

DepartmentofElectronicsEngineering,凡kuiUniversity,凡kui910,Japan

'DepartmentofPhysics,KyotoUniversity,Kyoto606,Japan

WearemotivatedbytherecellttheoreticalanalysesofZa,krzewsldandDel

lande(Z-D)oncurvaturedistributionofcllaOticquantumlevelstoconstruct

aunifiedtheorywhichiscapableofpredictingthenonuniversalfeatureofthe

distributionP(K):whileP(K)forlargevaluesofthecurvatureKofanirreg-

ularquantumlevel,embeddedinaleveldiagrammovingasaparameterA(i.e･

K -馨),hastheuniversalpowerlawP(K)～ K-(叶 2),p(K)forK だOis
differentfordifferentindividualsystemswithvarietyofsharpenedpeaks,aswe

havedemonstratedpreviously.Weutilizethestochasticfrequencymodulation

theoryofKubowhoformulatedthenotionalnarrowlngOfresonantlineshape

inthecontextofGatlSSianstochasticprocesses.Thus,asatisfactoryscheme

ofinterpolatingthetwolimitingformsofP(K)proposedbyZIDhasbeen
achieved.

1 1mtroduction

Ourpreviousnumericalinvestigationofthecurvaturedistributionsofcomplexquantum

levelsmovingaccordingtoachangeofanadiabaticparameter(TakamiandHasegawal))
revealedthat,although thedistribution(densityfunction)Pcu,V(K)forlargeK values

behaveslikeK-(y+2),I,-1forGOBandz/-2forGUE,inagreementwiththetheoretical

predictionofuniversalityduetoalevel-dynamicalformulationbyGaspardeta12),itspeak

behavioraroundK-0diGersgreatlyfromonesampletoanotherchoseninthenumerical

tests(seeFig.1).Thisfeatureabbutnonuniversalityhasbeenoneofthemajorclarifying

pointsoftherecenttheoreticalanalysesontheparametricmotionofchaoticquantumlevels

containedintwopapersbyZakrzewskiandDelande3)(inabbreviationZIDhereafter)and

Zakrzewskieta14)･seealsotheprecedingreviewinthisvolume5).

Inthisreportwediscussaprobabilisticformulationofthecurvaturedistributionoflevelsfor

afullychaoticquantumsystem,where･theoriginofthetwoformulasforPcurv(K)proposed
inZ-Dwillbeclarifiedintermsofther̀elativecorrelationlengthintheparameter'of
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｢非平衡系の統計物理 一現状と展望｣
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Figure1;Parametricmotionof
eigenvalues:(a)stadiumbilliard;
(b)kickedrotator,andnumeri-
callyobtainedhistogramsofthe
curvaturedistributions:(C)sta-
diumbilliard;(d)kickedrotator;
(e)comparisonofthesmallcur-
vaturebehaviorbetweenthesta-

diumbilliard(.thinline)andthe
kickedrotator(thickline).

randomin且uenceactingonthepairofmovinglevels:Thefirstformula(eq･(4･15)inZ-D,
constructedasatwo-levelstatisticalmodeloftheleveldynamics)reads

pcurv(K)-CJt･学 D-iレー1(BJi･) (1)

WithnormalizationandscalingconstantsqノandBレ,andintermsoftheparabolic-

cylindricalrelatedfunction

D-p(I)≡志 1∞e-i-zttp-1dt･

ItcorrFspondstotheshortest(zero)limitsofthecorrelationlength,implyingthatthelevel
dynamlCSOfthepalristakingplaceasifitwereunaffectedbyanyotherlevels.ForGOB

(Z/-1),theformulayieldsasharpenedpeal"fPcurv(K)atK-0.

0ntheotherhand,thesecondformula(eq･(3･27)inZ-D,proposedjustintuitively)which
reads

pcur,(K)-Nu(1+B/EK2)一撃 (2)

withnormalizationNv,andanotherscalingcollStantBL,isaconsequenceoftheGaussian

stochasticassumptionontheinfluenceofallotherlevelsthanthepalr,inthecaseofvery

longcorrelationlength･NotealsothattheWignertypefunctionisassumedforthespaclng

distributioninboth(1)and(2)(seebelow).
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OurtheoreticalbasistodeducetheaboveresultsisKubo'sstochasticfrequencymodula-

tiontheory6)plustheso-CalledgeneralizedLangevinmethod6):Hisconceptoftmotional

narrowing'isincorporatedintheshort-correlationformula(1)･Numericalinterpolation

betweenthetwolimitingsituations(1)and(2)willbeexhibited･

2 ProbabilisticFormulation

First,WepointoutthatthecurvaturedistributionPcu,V(K)canbeexpressedreasonably

asallintegraltransformofthespacingdistributionforan adjacentpairoflevelsPap(S)
suchthat

pcu-(K)-/_:F(K,S)Ps,(S)ds･ (3)

Here,wemayassumethesymmetryproperty

Pcur,トK)-Pcu,V(K),Ps,(-S)-Ps｡(S),andhellCe F(-K,土S)-F(K,S)･ (4)

TheprobabilisticmeaningassignedtothekernelfunctionF(K,S)mustbethatF(K,S)

representstheconditionalcurvaturedistributionassociatedtoanypairoflevelsunderthe

conditionthattwolevels∬1and∬2arbitrarilychosenhavethespaclngValueβi.e.
■

x2(A)-xl(A)-S,

wherethecurvatureKassociatedto(xl,x2)isdefinedby

K≡ 芸 喜(∬2(A)一州 )･

(5)

(6)

Wecanshowthecorrectnessoftheexpression(3)withtheadditionalassignmen,t(5)and

(6)alongthelineofstatisticalmechanicalfdrmulationbyGaspardetal(unrestrictedto

thetailpart,however)2),whichshouldbepresentedelsewhere.

OurkeytoolforpresentingtheresultstatedinSection1istoinvestigatethecharacteristic

function(i･e･theFouriertransforln)ofthedistribution/conditionaldistribution,namely

･(i)≡/_:pcurv(K)eiKtdK-21∞畔 β)Ps,(S)ds (7)

･(i,S)≡/_:F(K,S)eiKtdK･ (8)

ThenlthemostimportantfindingofGaspardeta12),namelytheuniversaltailbehaviorof

thecurvaturedistributionPcurv(K)canbetranscribedbysomesimplescalingproperties

ofF(K,S)anditscharacteristicfunctionO(t･S)asfollowヲ:Supposethatthespacing
distributionPsp(S)assumesthepowerformAvsv+0(sy+1)farsmallsvalues.Thescaling
propertyforF,

F(K,S)-lKlllf(Ks) suchthat L∞f(k)kPdk<∞,p≦-1, (9)
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｢非平衡系の統計物理 一現状と展望｣

or,thatforO

畔 S)-¢(:)suchthat /.∞l宗 紳 牌 <-

assurestheuniversaltailbehaviorofPcu,V(K)as

l叫-∞

pc｡rv(K)一 五K-(U+2)

Thetwosingle-Ⅶriablefunctions∫and¢arerelatedthrough

紳)-LuJ (k)eik昔 f(k)-監蔦 仰 批 dt･

(10)

(l l)

(12)

Atthismoment,wemustadmitourlgnOranCeaboutadeepermeanlngOfthescaling

property(9)or(10).But,:assumingitsvalidity,Wespecializetotwotypicalexamples

whichwedesignateas

(A)Caseofthefastmodulation('motionalnarrowing'limit),

(B)Caseoftheslowmodulation(Gaussianlimit)I

A.thefastmodulation.･

刷 -Re(1-it)-" k)-劫 kI%e-Jk'

NotethatbymeansofaLaplacetransformanditsinversion

L∞毒 e-k'1'Z'k昔~1dk - (1+I)~昔

嘉 だ 品 dz｣.kk" elk :::;;;:

B.theslowmodulation:

4(i)-e-", I(k)-湯 e-喜L･2

(13)

(14)

ItisnowclearhowthesetwoprototypesleadtotheZ-Dformulas(1)and(2)byadopting

theWignertypespaclngdistributionfunction

ps｡(S)-Ausve~S2/2ql, (15)

andbychooslngthenormalizationandscalingconstantsadequately:Itisimmediateto

obtaintheformulas(1)and(2)byinserting(13)and(14),respectively,intotheintegral

transform(3)oftheWignerfunction(15),wherethescalingproperty(9)playst,hedecisive
role.
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3 Generalized(friction-retarded)LangevinEquation

Kubo6)discussedaretardationeHectonthefrictionoftheOrnstein-UhlenbeckBrownian

motionbywritingitsLangevinequationaS

豊 ニーrwT (i - i,)u (tI)dt,･去R (i)･

TllenecessityofsuchageneralizationasexpressedilltileaboveforlnStemsfromthenon-

whitenatureoftherandomforceR(i)(i.e.R(i)isnot61COrrelated,oritspowerspectrum

nonconstant)･Thusitmodifiestheordinaryfluctuation-dissやationrelationbetweenthe
damplngCOnStantandthestrengthofthewhitenoisesuchthat

J.∞7(T)e-iw,dT-孟 J.∞<R(i)R(汁 T),e-iu,dT･ (16)

Kubocalledthisthefluctuation-dissipationtheoremofthesecondkind.

IllOrdertoapplythistheorytothepresentproblemofdescribingthei,ariantcorrelation

length,we丘rstwritedownasetoftwo-levelequationofmotioninaccordancewiththe

leveldynamics7)Supplementedbyafrictiontermandaralldomforce:

whereV(∬1,∬2)=

dxi
由

dpi
-扇~

LL12[2

(31-毎)2

pi i-1,2

∂Ⅴ

∂こt:i F ∞7 (H ,)pi(i,)dt,+Ri(i)

(17)

(see2))andRt･(i)(i -1,2)isassumedtoarisefromthe

gradientofthepotential∑V(xi,Xn)(i-1,2)･
n≠i

Tllen,letustakethecenter-of-masscoordinatesystem:

X- i(xl+x2), p - pl+p2

x - 32-Xl, p - i(p2-Pl)
(18)

Thisenablesustoseparateeq.(17)intotwosets,andtheonef♭rtherelativecoordinates

(.T,P)iswrittenas

空=2p,dt
dp aV
dt ∂x /_t∞7(f-i,)p(i/)di,Ir(i)

withthe触ctuation-dissipationrelation(ofthe2ndkind)givenby

L∞7(T)e-iw,dT-2β/o加<r(i)r(t･T),e-iw,dT･

(19)

(20)

Here,βdenotestheinversetemperatureoftheequilibriumsurroundingthepairoflevels

whichshouldbede五medinthestartingleveldynamics,andthefactor2representsthe

inversereducedmass(notethateachlevelhasamassunityinourleveldynamics).The
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｢非平衡系の統計物理 一現状と展望｣

residualforcerin(19),givenbyi(RIB-Rl),arisescertainlybecausethepairoflevels1alld
2interactwiththeotherlevels,n≠1,2,forwhichtheorthogonality<Ri(i)Rj(t')>-0,
i≠i,isassumed.Then,theF-Drelation(20)recoversitsoriginalform

L∞7(T)e-iu,dT-βL∞ <Rl(i)Rl(汁 T),e-iw,dT･

WearenowreadytocomputetileCllaraCteristicfunctionofthecollditionalcurvature

dist･ributionandllenCe,Wit･htheaidofPsp(S)in(15),tiledesiredfunctionPcurv(K)witha

variantcorrelationlength.

4 StochasticModulationTheoryforCurvatures

Beforegolng,WeargueaboutwhatphysicalmeanlngShouldbeasslglledtothètime'tin

theLallgeVincquatiollS(17)and(19).IlltllCSta･rtillglcvcldylla111ics,C･g･illYukawa7s

formulations)･7),OnedealswiththeelgenValueproblemofaHamiltonianmatrix

H(A)-Ho+lHl (21)

toaskachangeofitsenergyelgenValueswithrespecttoA.Here,theparameterAis

dimensionlessasfarasHoandHlhavethesalne(energy)dilnellSion.Changetheparameter

入toiinthesameexpressionbutnowHlbeingregardedasadimensionlessquantity:

H(f)-Ho+tHl.

Then,theparameterinowrepresentsanenergyvariable.Accordingly,ineqs.(17)and

(19),themomentap'saredimensionlessandtheirtimederivativesareofthedimension

lellergyll】.Atthesanletilne,thechoiceoftlledimellSiolllc.ssperturbingl･natrixHli111plies

tllatOnenowhasadimensionlessHamiltonianfunctionfortheleveldynamics,whichis
convenient.

ItisnowpossibletoidentifythecurvatureK forthepairOflevels1and2withtile

right-handsideoftheLangevinequation(19):

dp ILl2

dt x3 /_l∞7(i-i,)p(i,)dt,Ir(t)-K(i) (22)

ThisisafluctuatingquantityagainstellergyWithitsdimensionlenergy-1].Itisconsistent

withthestartingde丘nitionofthecurvature(6)apart血･omthedimensionalunderstanding.

Ourtaskistocalculatethecharacteristicfunctioll◎(i,S)ofthecurvaturedistribution

undertheconditionspecifiedby(5)suchthatO(i,S)-<eiR'tlx-S>.Here,the

variableiistheonecoilJugatetOthecurvatureKindefillingthecharacteristicfunction

i･e･FouriertransformofPcur,(K,S),butnowweassertthatthisvariableiisidenticalto

thetimevariableoftheLallgeVineq.(19).Thereasonforthisidentificationcanbeseen

fromKubo'sanothercdntextoftheBrownianmotiontheoryforlilleShapes,namelythe

'randomfrequellCymodulationtheory'6):Hediscussedapracticalmethodtocomputethe

- 12 5 -
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Figure2:CurvaturedistributionfわrGOBstatisticsobtainedfromtheintermediatechar-

acteristicfunctioneq.(26)(β-7T/2):α-0･5(thinline),α-1･0(dashedline),α-2･0
(thickline).

Shapeofthe丘･equencyspectruminthemodedecompositionofadynamicalvariable∬into

xutosatisfyかW-iwxwbyproposlngtOtreatthisequatiollaSaStOCha8ticequation,Or
toregardthefrequencyuasastochasticprocess.

FollowingKubo'sprescriptiontoreplaceeiwtbyexp(ilotLJ(t')dt')intherarldomfrequency

modulationprocess,WedomakethesametreatnlelltOfreplacillgeî'tbyexp(iJotK(i/)di')
whichisregardedasa'stochasticprocess,andwhichisinsertedintothedefinitionofthe

characteristicfunctionO(t,S)-<eiI{tlx(i)-S>.

Neartheequilibriumofthe2-leveldynalnics(pe-妄e一叩;71-p2+ 聾 fortherelative
coordinateonly),wecanwriteaB

A･(i)-K･瑚 ), 瑚 )- 瑚 and I-{-響 -'p, (23)

where

･r,-o and 乍-/.∞ 7(T)dT-2βL∞<r(i)r(+.T),dT･
implyingthattheprocessisstationary･Ifwefurthermaketheassumptionthattheprocess

r(i)isGaussian,wecancompute@(i,S)aBfollows:

･exp(iLtK(i,)dt,)Lx(i)-S,- <eiKtLx(i)-S,<exp(iLtr(i,)di,),

(ト欝)普expl一芸t2-Lt(i-T,<rr(T,,dT]
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Figure3:CurvaturedistributioninalogarithmicscaleforGOBstatisticsobtainedfrom
theintermediatecharacteristicfunctioneq.(26)(β-7r/2):α-0.5(thinline),α-1･0

(dashedline),α-2.0(thickline).Eachstraightpartcorrespondstothe〝ー31ine･

WefurtherfollowKubo'sansatzofanexpollentialdecayoftheautocorrelationfunction

ofr(i)intheexponential,i.e.

･rr(T),-去<RIRl(T),-害 e-,/,cllenCe 今-βA2Tc (24)

whichleadsustoanexpression

@(t,S)-
(ト 欝)普exp[一等 Tc2f2一 字 Tc(i-Tc(1-e-",C))]

Aninspectionofthisfわrmulashowsthatbysetting

△=主
β

and △Tc-α hence Tc-αS, (25)

thefunction◎(i,S)isindeedasinglefunctiol14,(i/S)withtlletwodilnenSionlessparameters
βandα:

･(i,S)-め(三)-

(1- 翠)普exp[孝 三)21号(三-a(I-e-叶al,]･ (26,

HeretheparameterαrepresentstherelativecorrelationlengthinaccordwithKubo's

parametertomeasurethedegreeofbroadening:Inthelimitα-0(1nOtionalnarrowing

limit),4,(i)reducesto(13)withireplacedby2t/β,forwhichtheexpression(1)results

withthescalingconstantBレ -圭βO-レ･ Intheoppositesituatiollα2≫ β11 (Gaussian

lilnit),紳)reducesto(14)witht2replacedby雪α2f2,forwhichtheexpression(2)results
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withBL-慧Jg･Figsl2,3Showournum ericalstudiesabouttheintermediatesituation
betweenthem.

Thus,Ourunderstandingofthenolltlniversalfeaturedisclosedillthepreviousnumerical

experimentsontheparametricmotionoflevelsfordifferentsystemsisthevariantdegree

ofthecorrelationlengthofanavoidedcrosslngOftheindividualpal一,Whichwenowbelieve

tobetrue:Theshortcorrelation(rapidmodulation)inCase(A)andthelongcorrelation

(slowlnOdulatioll)illCase(B)indeedaccoulltfortllCtwoPict･ui.csillustl･atedrespcc,tivcly

inFig.1(C)and(d).
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Appendix 曲率分布積分公式の導出

Pcm(K)-蔦F(K,S)Psp(S)ds (A)

PartIIFig.1(a)､(b)にみられるようなパラメータ一入の準位図において､1対の準位(3:1(A),x2(A))
をえらぶとき､これが以下の条件すなわち､

に従う場合の､(1対の準位 xl､2=2に関して定義される)曲率 K

K(-榊 ))- 豊 吉(x,(W … )

(Al)

(A2)

の条件付き確率分布密度をF(K,S)と書く｡N-準位の結合確率分布密度をP((xn))(-P(xl,32,...,
3;N))とするならば､1対の準位 xl､x2に関する曲率分布は次の積分によって計算される:

pcurv(K)-/･･･/F(K,x2-ヱ1)P(xl,3;2,...,XN)dTldx2-･dxN (A3)

(積分の範囲はP((3;n))の定義されるRN内の一定領域(A4))以下の前提のもとで､積分(A3)は表
式(A)に-致することが示される｡

(o)規格化条件 / ･･･/h P(xl,x2,･- ,XN)dxldx 2 ･･･dxN - 1

(1)対称性 7TP(xl,X2,- ,XN)(-P(x汀1,X打2,...,XqN))-P(xl,X2,-.,XN)

P(-x1,-22,-.,-XN)-P(3;1,X2,-.,XN)

(2)準位反発 P(,..,xm-xn,‥.)-0

(3)(弱)定常性 N/･･･/p(x･x2,I-,XN)dx2･･･dXN-P(xによらぬ定数)

条件(Al)に従う(A3)の積分はその範囲が次のように指定される:

pcurv(K)-CJ(S,dxldx2/o(S,dx3-･dxNF(K,x2-Xl)P(… (A4)

拍 ):区間 卜量,封の内部 0(β巨 同､外部

注 1(0)の規格化条件のもとでK に関する規格化IF(K,S)dK-1はPcu,V(K)の規格化IPcu,V(K)
dg=1を保証する｡

注2反転対称性 (1)のもとで､一般的にPcu,V(-K)-Pcu,1,(K)も成り立つ｡
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定数 Cは､積分 (A4)における F を1とするときの積分が 1に等しくな･る規格化定数､すなわち

C-lJ(S,dxldx2/o(S,dx31･･dxNP({xJ,]11-

〟(〟-1)

2β
(A5)

で与えられる｡その結果､ β≧Oで定義される次の積分は確率密度関数となるが､それがすなわち

Pep(S)であり､したがって(A)が得られる｡

C/0(a,dx3･･･dxNP(㈲ )-Psp(S)･ (A6)

韮盟 ランダム行列の理論で知られているように(cf･M･L･Mehta)､P..p(S‖ま長さSの区間がラ
ンダム点に.よって占められない確率 E(S)の2次微分で与えられる｡ 正確に表すならば

psp(S,-三豊 ,E(S,-/･･･/o(S,dxldx2･-dxNP((xJ ,･ (A7,

ここで,P((xn))に関する条件 (o)～(2)のもとに

孟 E(S,-N(Nl l,/･-1<如 ,.‥,xN dx 3 - .dxNP(一言,芸,x3･.･･,XN,, (A8,

さらに条件 (3)を入れて(A8)から(A5)､(A6)が導かれる｡
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