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よく知られているように,ガウス型定常過程 fx(i))で,平均と共分散関数がそれぞれ

E(I(i))-0, E(I(a)I(i))-6(a-i), (1)

で与えられるものを(ガウス型)ホワイトノイズと呼ぶ.そのスペクトル測度 (共分散関数

の逆フーリエ変換)は全域でフラットなルペック測度であるから,確かにホワイトである･

また,ホワイトノイズはブラウン運動 iB(i))の時間微分:

孟B(i)-I(0 (2)

として得られることも周知であろう.(もちろん,ブラウン運動の軌跡は時間微分可能では

なく,有界変動でさえないが!)ホワイトノイズは,数学的には,超関数論を応用して確率

超過程として実現される.一方で,(2)より時間パラメーターを陽に含む (I(i))は時間発

展が直感的に捉えやすく,(1)よりtx(i))はあたかも連続無限個の直交座標系であるがご
とく見える.いわゆる ｢ホワイトノイズ解析｣は,この視点に立ってsmearしない tx(i))
をじかに扱える無限次元解析を目指したものであり,飛田武華氏が1975年のレクチャー

ノート【101を皮切りとして提唱されてきた(なお;【11】も参照).その理論の枠組は,一言

でいって,ガウス空間上のシュワルツ型超関数論である.ここ数年来,この理論の基礎づ

けが完成し,(古典的)確率解析 ･デイリクレ形式 ･ファインマン積分などへの応用 【13]に
加え,ガウス空間上の作用素論としての観点からも発展しつつある.

この論文では,拙著 【24】に従って,ホワイトノイズ解析の基礎的事項,特に,ガウス空間

上の作用素論を紹介し,その(将来的)応用として量子確率論(【1日21,【3】,【8日221,【261)へ
のアプローチを図ることにある.手始めにすることは,量子確率過程論の基礎概念を我々

の立場から再考することであり,本稿の目的でもあるが,まだ端初についたばかりである.

従来,量子確率論においては古典確率解析のアイデアと相まって,ヒルベルト空間上の有

界作用素のなす作用素環の理論が主要な道具となっている.そこに超関数論を持ち込むこ

とは,まんざら無意味ではないと考えている.なお,この論文では触れないが,ホワイトノ

イズ解析の枠組は,"時間"パラメタ-空間を基礎におく必要はなく,任意次元の位相空間

でよい.これは,物理では場の理論,数学では確率場や無限次元調和解析への発展を念頭
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においているからである.しかしながら,物理学にどのくらいの寄与ができるかの判断は

読者に委ねられるべきであろう.

謝 辞 この論文の直接的なきっかけは,1993年11月に筑波大学で開かれた統計物理に関

する研究集会である.そこで議論された広範な話題には大いに啓発された.この興味深い

集会を組織され,やや畑違いである私を誘ってくださった方々にお礼申し上げたい.とり

わけ,有光敏彦氏との議論は今後の展開を考える上で興味深 く有益であった.今後は,場

の理論や統計物理との交流をより深めつつ,議論を進めてゆきたいと考えている.

1 ホワイトノイズ超関数

ホワイトノイズ解析の枠組は,久保 ･竹中 【20】によって公理化され,現在では,それを

やや整理した形で用いている(【12】,【14日23日24日251などを参照).一般には,位相空間

Tとその上の q一有限測度 L,から作られるヒルベルト空間 H-L2(T,l,)を基礎 として展

開される.Tは,通常は時間 (T-R,R+,a,Z+,e上c.),又は時空 (T-RD,zD,M4,e上c.)
と考える.この論文では,後で確率 "過程"を扱うので,r-R ととって時間と考える.

1.1 フォック空間

まず,実及び複素ヒルベルト空間を固定する:

H-L2(R,ai;A), Hc-L2(R,di;C).

内積とノルムは,(･,･)and日｡で表す･(ここで添字の0は後で便利なように付けてある.)

以下の議論で峠,内積よりも標準双線型形式 (･,･)を用いる方が便利である.これは実空

間を扱う限り内積と一致するが,複素空間では注意を要する.実際,

(i,q)-rwE(i)q(i)dl･ (i,q)-(冒,～)･
さらに,記法であるが,HcOnで n重テンソル積を,Hc@nでその対称部分を表す.内積 ･標
準双線型形式 ･ノルムは同じ記号で表す.

助 上のボソン･フオツク空間とはベクトル空間

･(Hc,-(f-(fn,T-o･,fn∈HcSn,n!.n,.fnLZF-)
に内積とノルムをそれぞれ,

○く) ∞
(f,g)-∑n!(fn,gn), llf日｡-∑n日fnl3,
n=O n=0

によって定義して得られるヒルベルト空間である.いわゆる指数ベクトルは

症 (1,E,

E⑳2 E⑳n●●●~-~ ●■
2!' '㍑!' E∈Hc,

によって定義される･その重要性は,(4･e;i∈Hc)は(i)一次独立であり;(ii)Il(Hc)の桐
密な部分空間を張る,ことにある.特に,¢Oは真空ベクトルと呼ばれる.
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1.2 ガウス空間

まず調和振動子のハミルトニアンに対応する微分作用素

A=1+t2_旦
dl2'

を考えよう.Aの固有値と固有関数は全て知られている.ここで重要なことは,

(Al)Aは正の自己共役作用素で,A-1がヒルベルト シュミット型になる;

(A2)infSpec(A)>1･
実際,固有値は 左 -2(i+1),i-0,1,2,- ,なので ‖A-1瞳S-∑,qo=ol;2<∞ かつ
infSpec(A)-2.本稿では固有関数の具体形は必要ないので,正規化 したそれをej(i)で
表す.下の議論から判るが,上の性質(Al)と(A2)は使われ方に大きな違いがある･
さて任意のp∈Rに対 して

lEf,-lAPEJo- ej,2)1/2," H,
とおく･p≧Oのときは,Ep によってJEIp<∞ をみたすe∈Hの全体を■,またE-p に
よってH のノルム トLpによる完備化とする.このとき,全てのEpは日p をノルムとす
るヒルベルト空間となり,自然な包含関係が成 り立つ:

･-⊂Eq⊂･･･⊂Ep⊂･-⊂Eo-H⊂･･･⊂E_p⊂-･⊂E-q⊂-･, 0≦p_<q･

そこで

E-projlimEp-nEp
P~∞ p≧O

とおく･定義により,Eの位相はノルム族 什Jp)p｡皿で与えられる‥すなわち,En∈Eが

E∈EBこ収束するとは,すべてのpLこ対 して,Jen- flp-0となること･実際は,そのノ
ルムは整列されているから,可算個取り出せばよく(例えば,-p∈2:+),A~1がヒルベルト

シュミット型であることを併せて,Eは核型フレシェ空間となる.(核型フレシェ空間は超

関数論で極めて基本的である:【9日28】等を参照.)なお,Eの構成に性質(Al)を用いてい

るが(A2)は用いていない.
Eは位相線型空間となったからその上の連続線型作用素のなす空間,すなわちEの共

役空間 F が考えられる.構成法から

F - inpd_liFIE-p-UE-p
p≧0

が (詳しく言えば,強位相と帰納極限位相の一致もこめて)成 り立つ.こうして我々は,い

わゆるGelfandtripleE⊂H⊂F を構成した.さらに注意して欲 しいことは,実は,シュ
ワルツの急減少関数と綾増加超関数が再構成されているのである:

E-S(A), F -S′(A).
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È ×E上の標準双線型形式はやはり(･,･)とかく.構成法により,これはヒルベルト空間

〟の(実)内積を拡張したものになっているので,記法上の問題はか ､.

ボホナ一 ･ミンロスの定理 (例えば,【11])によってF 上の確率測度 FLで

exp(一言IEJZ)-/E.ei'x"'p(dx), EeE,
をみたすものが一意的に存在する.これを(標準)ガウス測度と呼び,確率空間 (F,p)を
ガウス空間と呼ぶ.確率変数 少の平均値はいつもの通り

E(4)-/E.i(LT)/L･(dLT)I ¢∈Ll(E･･/I), (3)

で表す.

1.3 ウィナー ･伊藤展開

ガウス空間の重要性はいろいろあるが,ここでは(L2)-L2(F,FL;C)がHc上の (求
ゾン)フォ.･yク空間と同型になることを思い出しておく.EcはC一億の1変数急減少関数亡:～

の空間であるから,Ec@nは n 変数急減少関数の空間,EcOnはn変数急減少関数で対称な
ものの全体となる.(EcOn)♯×(Ec@n)上の標準双線型形式 (エルミ4-ト的ではない)も同

じ記号 (･,･)で表す.さて,特別な役割をする2変数超関数 T∈(E⑳E)'=5'(R2)を定
義する:

(T,E⑳77)-(E,q), E,17∈E.

同じことであるが,

(T,W)-ruW(l･l)dl, LJ∈E⑳E-S(R2)･
次に,I∈F に対 して‥x⑳n:∈(E⑳n)S'ymを帰納的に定義する:

:∬⑳o:-1)
:∬⑳1:-∬)

:x⑳n:- x金:x⑳(n-1):-(n-1)T金:xO(n12):, n≧2.

指数ベクトルを用いて次のように走義してもよい:

抽 )≡n;.(:x⑳n:,S)-exp((xj,-喜(E,i)), fEEq･
上式の右辺は,正規化 した(すなわち,E(4･()-1)指数関数である.

エルミート多項式が1次元ガウス測度に関して直交系になることから,次の直交関係式亡こ.:コ V

が従 う‥fm∈EcOm,9n∈Ec@nに対 して,

/E.(:去⑳-:,I-)(:x⑳n:,gn)p(dx)-n!(I-,gn)6-n･
- 6 5 -

(4)
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〈
これを用いると,通常の キ2-近似の試論ができて,すべての fL∈HcOnに対 して,関数
F ∋ x t-i (:x⑳n:,I)が定義される.もちろんこの場合は各点ごとに定義されず,L2の意
味で,よって殆どいたるところで定義されるにすぎない.Ttn(C)でそのような関数の全体

を表す.

定 理 1.1(WIENER-IT6)ヒルベルト空間 (L2)は,Ttn(C)の直和に分解される:

C10

(L2)-∑ 07in(C)･
n=0

もう少し詳しくは,任意の¢∈(L2)に対 して,関数列 f-(fn)T=｡∈Il(Hc)が一意的に存
在 して, 00

Q(I)-∑ (:x⑳n:,fn), x∈F , (5)n=0

と表される.但 し,(:x⑳n:,fn)は7in(C)に属する関数であり,級数はL2の意味で収束す
る.さらに,

購 ≡/E.14(I)
00

2p'(dx)-∑n!IfnlZ.れ=0
また,このような対応でユニタリー同型‥(L2)≡ll(Hc)を得る.真空ベクトルは(L2)に

おいては恒等的に1となる関数 ¢o(I)≡1である.

1.4 ホワイトノイズ超関数の構成

R上の緩増加超関数はGelfa･ndtripleE-S(R)⊂H-L2(A)⊂E* -S'(R)から
得られるが,この Gelfandtripleはある特別な作用素 Aから構成された.この構成法を

ガウス空間の場合に適用することによって,｣っの無限次元空間上の超関数論が構成され

る.これがホワイトノイズ解析の基本的な枠組みを与える.具体的にはi次のようにする.

¢∈(L2)のウイナー ･伊藤展開が(5)のように与えられているとき,
00

Il(A)i(I)-∑ (:x⑳n･･,A⑳nfn),n=0

に与って定義される Il(A)はAの第 2量子化 と呼ばれる.通常の L2-定義域を考えて,
T(A)は正の自己共役作用素となり,さらにAの,性質:(A2)infSpec(,4)>1からIl(A)-1
がヒルベルト･シュミット型になる.実際,(A2)/8ま等式

00 (>〇 00 00

llIl(A)-1lL2HS-∑ ∑ (,W 入;1･-)12-n∑ 入㌻2n'-n(1- 1I2)~1
n=Ono+nl+･.･=n j=Onj=O j=0

を保証 し,この量は tlA-1怯S-∑T=｡,tI2<∞ から有限である･
そうすれば,E⊂H⊂F を構成 したのと全 く同様にして,Gelfandtriple･.

(E)⊂(L2)-L2(F,IL;C)⊂(E)*.
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が得られる.特に,(E)は核型フレシェ空間となる･(E)の元をホワイトノイズ ･テスト

関数,(E)十の元をホワイトノイズ超関数と呼ぶ.(E)'×(E)上の標準双線型形式をくく･,･))
で,(E)のノルムを=･H,,p∈R,で表す･(5)で与えられる¢∈(E)に対 して,

○〇 ∞
l座‖…-lIIl(A)PQ日昌-∑nl･L(A⑳n)Pfnは-∑nl･lfnLZ･n=O n=0

このことから,

命 毘 1･2(5)を¢∈(L2)のウイJ一 ･伊藤展開とする･このとき,¢∈(E)となる必要十
分条件は,各 n に対 してfn∈EcOn,かつ∑T=｡n!Lfnll<∞ が任意のp≧0で成 り立つ
ことである.

次に,ウイナー ･伊藤展開をホワイトノイズ超関数に拡張しよう.任意の ¢∈(E)'に
対 して超関数の列 Fn∈(EcOn)S+ymで

00 00
くく¢,i))-∑nT･(Fn,fn), ¢∈(E), i(I)-∑(:x⑳n:Jn),n=O n=0

となるものが一意的に存在する.このとき,

○〇
=QH三p-∑n!LFn L三,, p ≧ O,n=0

(6)

が ∞ -∞ も許せば,常に成り立つ.実際は,十分大きな全てのp≧0に対 して有限値とな

る･逆に,超関数の列 Fn∈(Ec@n)S･y…に対 して,あるp>-0が存在 して,∑T=on!IFnl2_p<
∞ となっていれば,(6)によって,ホワイトノイズ超関数¢が定まる.このとき,

∞
¢回 -∑(:∬⑳れ:,可n=0

とかき,¢のウイナー ･伊藤展開と呼ぶ.級数そのものは各点 x∈F で意味を持たず,過

当なノルム ‖･lI_p又は,¢∈(E)との標準双線型形式を通しての収束として理解する･

1.5 確率起過程としてのホワイトノイズ

まず,基礎 となる確率空間はガウス空間 (E',FL)であることを思い出しておこう.確率
変数 ¢の平均値 (3)は,真空ベクトル ¢｡を用いて,

E(4)-/E.i(x)IL(dx)-((少,Qo)) (7)

ともかける･ところで,(E)書の元を超確率変数と呼ぶことに異論はないだろう.¢o∈(E_)
なので,(7)によれば,超確率変数 ¢∈(E)'に対 しても(積分による定義は無意味になる

が)平均値E(¢)が定義される.
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さて,E∈H-L2(R)に対 して,

XtL(I)-(I,E), x∈F,

とおくと,Xeは(L2)に属する確率変数になる.E∈S(R)-E⇔ Xく∈(E)は,命題
1.2からわかる.明らかに,対応 E-Xeは線型であり,確率変数の族 (xく雷∈L2(A))は

E(Xく)-0, E(XeXq)-(E,77)-/_:i(i)q(i)dt, (8)

をみたすガウス系 (任意有限一次結合 alXEl+･･･+anXくnの分布がガウス分布)となる･
任意のi∈Rに対 して,St∈S'(A)-F なので,

Qt(.T)-(:X⑳1:,Ft)-(I,St)

はホワイトノイズ超関数である(§1.4の最後の議論を参照).¢L(I)=X(i)と書 くのが便利
である.こうして,確率超過程 (I(i);t∈R)⊂(E)'を得たが,これがホワイトノイズであ
る.形式的な変形

xE(I)-(棉 -/RE(i)I(i)dt (9)

によっても,I(i)の意味を伺い知ることができよう.(8)と見比べて,(1)の厳密な解釈が
得られる.むろん,第1式は正当な意味をもち,第2式はシンボリックな表現である.

1.6 ブラウン運動

さて,やや天下りであるが,

Bl(I)-(LT,Ilo,t]), x∈F,l≧0, (10)

を考えよう.これは前節の(Xdの部分集合であり,時間パラメタ-lをもつのでガウス
過鹿と呼ぶのがふさわしい.さらに

B0-0, E(Bl)-0, E(BeBl)=S∧t, S,t≧0,

に注意して,(B̀;l≧0)は原点 Oを出発点とするブラウン運動であることを知る.軌跡
i-BL(a:)の連続性を気にする向きには,コルモゴロフの連続化定理を適用して,殆んどす

べての3∈E'に対 して軌跡は連続になっている(とりなおせる)ことを注意しておこう.
簡単な計算をしよう.¢i(E)のウイナー ･伊藤展開を4(I)-∑ncc=｡(:x⑳n:,fn)とす
ると,

((Bt･i))-(1'O,t]･fl)-/:fl(S)ds･

(仮定¢∈(E)からfl∈E･-S(R)である.)よって,

孟 (.(Bt,i))-fl(i)-(St,fl)-くくx(i),i)), 頼 E)･
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こうして,(2)は正当化され,I(i)はブラウン迎動の時間微分とみなせる･

さらに,前節でも述べた形式的な記法 (9)を用いれば

Bt(I)-/olx(a)ds･ (ll)

この意味については,§§3.1,3.4でもう一度振 り返る.言い換えれば,(ll)に厳密な意味を

つけるための処方せんの1つがわれわれの超関数論 (ホワイトノイズ解析)なのである.

1.7 テスト関数の連続性

構成の仕方から,各 ¢∈(E)はL2(E■,FL)の元として定まるので,F 上ガウス測度に関
して殆どいたるところ 0という関数を加えても,元の関数と区別ができない.(この事情

は,AでE-S(R)を構成する時も同様である.各 4･∈Eに対 して殆んど至るところ一
致する急減少関数が一意的に存在することが証明される.)この点で,久保 ･横井の連続性

定理 【21】は特に重要である.

定 理 1･3¢∈(E)のウイナー ･伊藤展開を
eo

4(I)-∑(:x⑳n:,fn)n=0

とすると,この級数は各点 .T∈E'で絶対収束し,E+上の(強位相に関する)連続関数にな
る.それは,¢に対 して,殆ど至るところ一致する唯一の連続関数である.

こうして,我々のホワイトノイズ ･テスト関数はE■上の連続関数であって,そのウイ

ナー ･伊藤展開はノルム l･lp に関してのみならず,各点でも絶対収束している･

2 積分核作用素と作用素の一般展開定理

この章ではホワイトノイズ解析の枠組:

(E)⊂(L2)≡ll(Hc)⊂(E)'-

に沿った形で,フォック空間上の作用素論を紹介する(.理論の詳細は【24日251).我々の興
味は (E)から(E)■又は (E)からそれ自身への連続線型作用素にある.そのような作用

素の全体を,それぞれ L:((E),(E)～),i:((E),(E))で表す.フォック空間 (L2)望11(Hc)上

の有界作用素は全てL:((E),(E)+)に含まれる.

2.1 生成 ･消滅作用素

まず y∈F 方向の微分作用素 D, を導入する:

DyQ(I)-吉i_na
¢(I+Oy)-¢(x)
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極限は常に存在 し,D,は (E)上の連続線型作用素となる,即ち･,D,∈i:((E),(E))とな
ることが証明される.従って,その共役作用素は(E)+上の連続線型作用素となる,すなわ

ち,Dy'∈L:((E)～,(E)～)･さて,各点 t∈馴 こ対 して.,6i∈F -S′(R)を思い出して,

∂t-DSl, l∈R,

とおく.場の量子論では,ah∂t'は,それぞれ点 tにおける消滅作用素,生成作用素と呼ば
れている.ここで特に強調 しておきたいことは,通常のフォック空間の理論ではそれらの

場の作用素は(非有界)作用素値超関数と理解されるのに対 して,ホワイトノイズ解析で

は,ai,∂Jそれ自身で連続作用素になっていることである.この特殊性は,まさにホワイト
ノイ･ズ解析に特有なものであって,∂tはしばしば飛田の微分作用素と呼ばれている.

2.2 かけ算作用素

テスト ホワイトノイズ関数の空間(E)はかけ算に関して閉じている,･という著 しい性
質を持つ.さらに,かけ算は(E)の位柳 こ関して連続,すなわち,双線型写像 (E)×(E)∋

(少,*)‥ 紳 ∈(E)が連続なのである(久保 ･竹中).このことから,超関数にテスト関数

をかけ合わせることができる.¢∈(E)書と¢∈(E)に対 して,¢¢-押∈(E)十を

((哩,4,))-くく¢,紳)), 4,∈(E),

をみたす (E)'め元として定める.こうして¢∈(E)'は (E)から(E)'への連続線型作
用素となる:¢∈L:((E),(E)').なお,¢∈L:((E),(E))⇔ ¢ ∈(E)･

命 題 2.1ホワイトノイズはかけ算作用素として,

x(i)-∂t+∂t', i∈R･

2.3 積分核作用素

この節では,形式的に

=Lp(a)-/A,.mK(sl･- ,SL･tl,･･･,i-)a:l･-a:,ail･･･∂tmdsl･･･dsLdil-･dt-I (13)
とかかれる作用素を定義する･まず,∂;1-･a:,aii7･-∂.mは(E)から(E)'への連続線型作
用素であることに注意しよう.よって,(13)はそのような作用素の連続的な和 となってい

る.正確な定義は次のようにする.まず ¢,4,∈(E)としてRE+m上の関数

恥o(sl,- ,SL,il,･･･,lm)-((a:1I-∂:,ailI-∂tm¢,*》

が EcO(L'm)-S(RL'-)に属することが示される.従って,任意の 凡∈(EcO(L'm))･に対 し
て (E)上の双線型形式 (少,4,)-(IC,774,4,)が定義されるのだが,これの連続性が証明され
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る.一般のフレシェ空間で成 り立つ同型β(X,g)≡L:(X,那 )を思い出せば,上の双線型
形式は連続作用素で標準的に表示できる.その作用素を =L,帆(fC)と書 く:

((=L,,n(IC)¢,4,))-(IC,11的 ), 4･,4,∈(E)･

もう少し具体的に書 くと,

((=L,m(a)掴 ))-(a,((∂:l･･･∂;.atl･･･atm¢,*))), 柚∈(E)I

従って,双線型形式の順序を形式的に入れ換えるなどすれば,積分表現 (13)は納得されよ

う.この作用素 =L,.n(a)をpcを核超関数とする積分核作用素と呼ぶ(【14日24日25】)･なお,
類似の表現は様々な場面で議論されている(場の量子論では【5]等;数学では【17日221等).
ノルム評価のために,

p-,10-1-IIAllIlop, -LIA-1llHS

とおく.o<β<1と

lEIp_<pqlEl,,+q, E∈E, p∈R, q>-0, (14)

は様々な不等式評価のため重要であるが,本稿ではそれはあまり明らかではない.

定 理 2･2K∈(Ec@(L'm))･とする･このとき,回 _p<∞ をみたす任意のp>0に対 して,

‖=L･-(a,QIIIP≦rP(lL--)1/2(
P-P

-2pelogp)

(I+m)/2

lKL,llQIIp, ¢∈(E). (15)

右辺が∞ になることを許せば,(15)は任意のp>0で成り立つとしてよい･rまた,回ーP<
∞ となるp>0は必ず存在 し,そのようなpより大きなpに対 しては常にそうである.

∂t同志,at'同志は互いに可換であるから,(13)における核超関数 fCの一意性はいえな
い.考えている超関数FCはl+m変数であるので,前のl変数,後ろのm変数について別々

に対称化 したものをsL,n(a)と書き,sL,m(a)-Kをみたす Kの全体を(E雷(L'm))S･,m(I,m)と
かく･このとき,=L,m(IC)-=L,帆(sL.m(a))は定義から明らか･また,=L,m(FC)-0となるの
は sL,帆(FC)=0のときに限ることもすぐわかる.さらに,自然な線型写像

∞ 00
∑ (EcO(L'm))S+ym(,.m)∋(KL,帆)- ∑=L,m(KL,m)Ei:((E),(E)～)
∫,m=O ∫,m=0

は単射になる･ここで,∑買m=o(EcO(L'm))S･,m(I,m)は代数的和,すなわち,(KL,m)は有限個を
除いて0としている.後ほど述べるが,この写像が仝肘に拡張され,全ての作用素 三∈
i:((E),(E)～)が積分核作用素の和に分解されるのである(フォツク展開).
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2.4 (E)上の積分核作用素

前節ではL:((E),(E)～)に属する積分核作用素を一般に論 じた.この節では,その特別な

場合としてL:((E),(E))に属する作用素を考察する.また,i:((E),(E))は非有界作用素を
含む非可換作用素環の具体例 としての興味もある.

ノルム評価のため記号を準備する.簡単のため,i-(il,･-,iL)とj-(j1,-.,jm)に対
して,

e(i)-et･1⑳ ･･･⑳C.･,, e(j)-ejl㊨ -･⑳ ejm,

とおく.さて,㍍∈(EcO(L'm))･の新 しいノルムを

回三m;p.q-∑ l(a,e(i)⑳e(j))I2Fe(i)lZle(j)Jq2, p,q∈R,
i｣

で定義する･回p-回 L,,n抑 となっている･

定 理 2.3作∈(Ec@(L'm))･とするとき,=L,m(a)∈i:((E),(E))⇔ 〟∈(Ec@L)㊨(Ec@m)～.
そのとき,任意のp∈R,q>0及びα+β≦2qをみたす α,β>0に対 して

H=L,m(a)4日p_<p-q/2(lLm-)1'2
-αelogβ)

I/2

-βelog〝)
m/2

回 I,m柑 (p.q)ll¢llp.q, ¢∈(E)･ (16)

が成り立つ.

先に述べた (15)は (16)でパラメーター p,q,α,βを特殊化 して得られる.上の評価式

は,後で述べるフォツク展開の理論で本質的な役割を演ずるが,この論文では触れきれな

い(【241参照).なお,

尺∈(EcO(I+m))～- あるp≧0に対 して IKLp<∞' A

" (Ec@L)㊨(Ec@m)* - 任意の p≧0に対 しそ回 L,m･,p,_(p.q)<∞

となるq≧0が存在する,

は有用である.ちょっとした注意として,=∈L:((E),(E))=⇒ ='∈L:((E)～,(E)+).従って,

命 題 2･4K∈(EcOL)㊨(EcOm)'ならば,

｣ ,a(sl,･･･,SL,tl,･･･,i-)a.･1･- ∂t･masl･･･∂3,dtl･-dt-dsl- dsL

は (E)'上の連続作用素に拡張される.

既に導入 したDy,y∈F',及びその共役は積分核作用素の最も簡単な例を与える:

Dy-=o･.(y)〒上y(i)atdl, Dy'-=1,0(y)-/Ry(S)a:ds, y∈Ea･
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特に,

∂t-=0,1(6t), ∂t-=1,0(6t), i∈R･

さらに,定理 2.3によれば,E∈Ecなる限り,

･1,0(f)-/RE(a)∂;ds
はL:((E),(E))に属 し,従って=0,1(y)∈I((E),(E)),y∈Ea,との交換関係が意味を持つ:

[=0,1(y),=1,0(E)]-(y,f)I, E∈Ec, y∈Ea･

ここでIは(E)上の恒等作用素である.こうして,いわゆるCCR(CanonicalCommutation
Relation)を得る:

【∂S,∂t]-0, [∂;,∂t']-0, [∂"∂t']-6(S-i)I･

第3式はシンボリックな表現である.

2.5 作用素のシンボル

指数ベクトルがフォック空間の (ヒルベルト空間の位相に関して)桐密部分空間を張る

ことは,良く知られている.E∈Ecならば,指数ベクトル 夷 が (E)に属することが示さ

れる.さらに,そのような指数ベクトルの全体 くね E∈Ec)は (E)の調密な部分空間を
張ることが知られている.従って,L((E),(E)～)に属する作用素は指数ベクトルに対する

作用で一意的に定まり,よって,=∈L((E),(E)+‖こ対 して定義されるEcxEc上の関数

含(E,17)-くく=4･(,裾 ), E,叩∈Ec, (17)

は作用素を一意的に定める.この関数を三のシンボルと呼ぶことにする(【6日18】).特に,

主(0,0)-((=¢｡,i.))

は三の真空期待値 と呼ばれ,しばしば重要である.例えば,積分核作用素に対 しては,

=t詩 )(E,77)-(a,77⑳t@E⑳m)e(e･n), E,叩∈Ec, - (Ecg(L'm))' ･ (18)
よって,

ât(E,り)-E.(i)e(e77), 87(E,叩)-ll(i)e(e7q), E,叩∈Ec.

さて,いささか唐突であるが,関数 0:EcxEc→ Cに対 して次の性質を考えよう:

(01)(正則性)i,El,77,711∈Ecを任意に固定するとき,2変数複素関数

Z,W- 0(ze+El,W17+771), Z,W∈C,

はCxC上で正則である;
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(02)(増大度)定数 C≧0,K ≧0,p∈Rがあって,

10(E,～)l≦CexpK ([引…十両 ), i,咋 Ec･

(02′)(増大度)任意のp≧0,e>0に対 して,定数 C≧0,q≧0が存在 して

LO(E,71)f≦Cexpe(lEll.q+LqI2_p), i,り∈Ec.
明らかに,(02′)=⇒ (02).簡単な徴証で,i:((E),(E)～)又はL((E),(E))に属する作用素

=のシンボル0-台.Ii(01),(02)又は(01),(021)をみたす･ここで重要なことは,上
述した性質は作用素のシンボルを特徴づけることにある.(【23】で部分的に議論され,【24】

で証明が完成した.)

定 理 2.5EcxEc上の複素数値関数 0が性質 (01),(02)をみたしているとする.この

とき核超関数 KLpl∈(Ece(L'm))S･ym(I,帆)が一意的に存在 して,

CO
0(i,,7)-∑ くく=L.帆(KE,m)Qe,¢q)), E,叩∈Ec･
L,m=0

00
=¢-∑ =L,帆(KL,m)4･, ¢∈(E),
J,m=0

さらに,級数

(19)

(20)

は (E)'の中でその位相に関して収束し,(20)式で定義される作用素 =はL:((E),(E)～)
に属 し言 -o･さĜに,上の 0が条件 (021)をみたせば,核超関数 KL,m は ((EcOL)㊨
(Ecem)～)Gym(,.m)-(Ec@l･)㊨(Ec@m)S',mに属 し,級数 (20)は(E)で収束し,= ∈i:((E),(E))･

2.6 シンボルの特徴づけ定理による作用素の定義

指数ベクトルは一次独立であって,フォック空間の桐密部分空間を張ることから,フォッ

ク空間上の作用素を考える時,しばしば指数ベクトル上の作用だけを扱っている.代数的

な議論はこれで十分なことも多いようであるが,関数解析的取り扱いのためには,作用素

の連続性 ･自己共役性 (単なる対称性ではない)などが直ちに問題となり,そのためには,

考えている作用素の定義域が指数ベクトルの張る代数的部分空間からどの程度拡張され

るか?が基本的な問題となる.前節のシンボルの特徴づけ定理は,この問いに対する一つの

アプローチになっている･ここでは計算の実例として,量子的ポワソン過程(【16】,【261)に
関係する作用素を導入してみよう(なお§3.4も参照のこと).その他の例については,【23】,

【241で組織的に試論されている.

1≧0を走数,fをR上の適当な関数として作用素 V/を

vfQe=exp(/_:(l(et'/'sL 1).V7(etLf(S'-1)E(a))ds)QeL･Je.A(et･1-1,, E∈Ec,
で定義することを考えよう.既に述べたように,VJは指数ベクトルの張るフォック空間の

部分空間上で矛盾なく定義される線型作用素となる.我々の特徴づけ定理を用いれば,そ

-74-



｢非平衡系の統計物理 一現状と展望｣

のように定義された作用素が我々の枠組みに来るかどうかが判定できる.具体的には,ま

ずシンボルに当たる関数を計算する.

0(E,ll)-

-((VJ4･e,4･7))

-exp(/_:(I(et'j'S'-1)+Jf(eiJ'S'-1)i(S))ds)e(eiJM 'eL'J-1',り)
-exp(/_:(l(eiJ'S'-1)+A(eiJ'3'-1)(us)+q(S)). e･'J'B'EHq(S))ds)
- e'<･q'×exp(エ (e.l/'S'11)(J7･us))(Ji･Ms))ds)･ (21)

積分が絶対収束する限りは,E,77に関する正則性は自明である.有界性のために,補選を述

べておこう.

補 遺 2.6▲任意の Ii'1,K2≧0,U≧o,E>0に対 して,適当なq≧0をとれば,

R'lJ(E,fH+K2HE,71日_'e(購 .q+回2_p), E,叩∈Ec･

証 明 まず,任意の q≧0,7>0,に対 して成り立つ不等式に注意しよう.

KlHe,EH+̂'2日E,7)I≦ '̂llEJp.qlEL(p.q)+K2lEIplqLp

･ A,1P2(p･q'･化 q･神 明･妄fq.21P)
･ (Ii,lP2p+響)p2q･E･….q･a rq･2-p･

ここで,(14)を用いた.0<p<1なので(§2.2),7>0,q≧0を上手に選んで,

S <E, (KIP2p･#)p2q<E･
とできるから,主張は証明された.

同様にして,

証明終

補 遺 2･7a∈Ea,b∈Ecとする.このとき,任意の Ill,K2≧0,p≧0,e>0に対 して,
あるC≧0,q≧0が存在 して,

KIHa,EH+Ii'2Hb,77日≦C+e(IElLq+lql2_p), E,叩∈Ec,

とできる.

これらの補題とf∈S(R)=⇒ etlJ-1∈S(A)を考え併せて,f∈S(A)_なる限り,0は
有界性の条件 (02')をみたすことがわかる.ここで定理2.5を通用して,0は L̀:((E)-,(E))
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に属するある作用素のシンボルになっていることがわかる.その作用素の指数ベクトル上

の作用は,はじめに与えたものに他ならないから,上で定義した Vfは,(E)上の作用素に
連続的に拡張されることが証明された.この拡張も同じ記号で表す.

また,et'111が可積分なら(02)が従い,V/∈L((E),(E)～)であることはすぐわかる･

一方,別の議論からfが局所有罪ならば,vJは(L2)上のユニタリー作用素であることが
わかる.いずれにせよ,真空期待値は,

((vJQo,Qo))-exp(I/_:(ei/'S'-1)ds)･

これは,intensitylのポワソン過程に関するfの確率積分の特性関数である.

2.7 フォツク展開

作用素 =∈L:((E),(E)～)のシンボルは(01)と(02)をみたすので,定理 2･5によって,
=が積分核作用素で再構成される.=∈L:((E),(E))についても同様であり,次の定理が
成 り立つ.

定 理 2･8任意の =EL((E),(町 )に対 して核超関数 KL,m ∈(Ec@(L'm)):yh(,,m)が一意的
に存在 して, 00

=4㍍ ∑=E,m(KL,,n)¢, 4･∈(E), (22)∫,m=0
が成 り立つ･ここで級数 (22)は (E)二の位相で収束する･もし=∈L:((E),(E))ならば,
KLJn∈((EcOL)㊨(EcOm)～)Gym(,,m)-(EcOL)㊨(Ec@m)S',mであって,級数は(E)で収束する･

こうして得られた=∈L:((E),(E)～)の積分核作用素による分解 (22)をフォツタ展開と
呼ぶ.三 のフォツク展開 (22)が与えられたとき,両辺のシンボルを求めると,

OCl

e- (e lq ) 主 (E,,7)-∑ (恥 ,77⑳L鋸 ⑳m), E ,叩 ∈E c ･ (23)
∫,m =0

従って,与えられた作用素のフォツタ展開を求めるためには,e-(納 言(E,q)-のテイラー展
開を求めればよい.

ついでながら,(L2)上の有界作用素は,その定義域を(E)に限れば L:((E),(E)+)に属
するので,フォツク展開可能である.しかしながら,その収束はヒルベルト空間の作用素ノ

ルムの範囲では論じられない.この関連で注意を喚起するために,

合 畏 2.9尺∈(EcO(L'm))･とする.もし=,,帆(a)が(L2)上の有界作用素に拡張されれば,
sL,m(a)-0又は L-m-0.言い換えれば, スカラー作用素以外の積分核作用素は(L2)
上の有界作用素にはなり得ない.

これは,積分核作用素が生成 ･消滅演算子の合成であり,非有界作用素になっているこ

との現れである.従って,スカラーではない(L2)上の有界作用素のフォツタ展開は常に無
限級数である.
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3 量子確率解析に向けて

これまでの議論からわかるように, ホワイトノイズ解析を基盤としたガウス空間上の作

用素論の特徴はsmearしない生成 ･消滅作用素の効果的な利用にあった.その点に注意

しながら,量子確率解析に開通する話題について述べてみたい.一部の議論はまだ厳密性

を欠 くが,今後の発展を期待 しつつ目下研究中である.

3.1 伊藤積分 ･帽田-スコロホド積分

ホワイトノイズ解析の枠組みで確率積分について簡単に触れておく(なお,この節の内

容については 【13]参照).まず,各 tに対 して,at'∈L:((E)■,(E)～)であることを思い出し
ておこう.また,我々は,時間パラメタ-tをもつ(E)+の部分集合を確率超過程 と呼んで
いる.

補 完 3.1確率超過程 (¢t;l≧0)が次の条件をみたしていると仮定する:任意の¢∈(E)
に対 して,i- くく∂笹 ,i))が可測関数となり,

/:l((絢 ,¢))lds<∞, l≧0･

このとき,確率超過程 iQt;i≧0)で

((Qi･¢))-/:((∂;¢"i))ds, Qe(E),
をみたすものが一意的に存在する.

上の補選で得られた Qlを

Qi-/:a:Qsds
とかいて 植田-スコロホド積分と呼ぶ.もともとは,1970年代前半に伊藤積分の拡張とし

て,ホワイトノイズ解析 とは独立に導入されたものである.

我々のブラウン運動は,(10)で導入されている.このブラウン運動からq-fieldのフィ

ルトレーションが自然に定義される:ft-q(Bs;0≦ S≦巧.さて,確率過程 (Qt;i≧0)
が(i)adapted,すなわち,各 tに対 して ¢,が ft一可測;かつ (ii)L2'一条件

/.i_‖刷 ds<∞, t,0;
をみたしていれば,いわゆる伊藤積分:

/rQsdBs
が定義される([30】等を参照).実は,
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定 理 3･2上のような確率過程 (¢t)t≧Oに対 しては,伊藤積分と植田-スコロホド積分は-
致する:

/.iQadBs-/:∂;Qsds･
この結果は久保 ･竹中【20]によって得られた.こうして,植田-スコロホド積分は,確か
に伊藤積分の拡張になっている.特に,¢S(I)≡1を考えよう.伊藤積分はよく知られてい
るように,

/.i1dBB-B(i)･ (24)

一万,a:¢.(I)-(I,6.)-I(S)なので,

/.ia:lds-/.tI(a)ds･ (25)

定理3.2によれば(24)と(25)は一致するわけで,(ll)に確率積分としての意味がついた.
ついでに,久保 【191によって得られた伊藤公式(の拡張)を述べておこう.まず,X∈S'(R)

に対 して,X(B(i))が (E)'の元として近似などの議論によって定義される(【13】).X′で

超関数としての微分を表せば,X/(B(i))などが次々と定義される.･

定 理 3.3X∈S′(R)に対 して,

x(B(i))-X(B(S))-/La:x,(B(u))du･li/tx"(B(u))du, 0≦S≦f･
3.2 条件付き期待値

¢∈(L2)のウイナー ･伊藤展開が
00

Q(tT)-∑(:X⑳n:,fn)n=0

で与えられているとき, 00
EtQ(I)-∑(:x⑳n:,fnlP.rt])n=0

によって定義されるEtは (L2)上の有界作用素 (実は,射影作用素)になる.E.が fiに

関する条件付き期待値に一致することは,見やすい:Et¢-E(¢lft).また,Eiは指数ベク
トルに対する作用:

E頑 -Qell｡..), E∈Ec,

によっても特徴づけられる.シンポルは,

恥 7)-((Elbe,¢り))-eX,p(/:EOL)7Ku)du), E,咋 Ec･
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Ml-/.tas'Esasds

3.3 クラーク公式

次に,l≧0に対 して作用素

(27)

を定義したい.これもシンボルに当たる関数を求めよう.

o(銅 )≡lt((∂;Esas4',裾)ds
- / .tus),7(a ) ((Es¢諭 ))ds

-/:us),7(a)exp(/:佃 刷du)ds
- /.Lgexp (/:"u),7(u)du)ds
- exl)(/:Eh)77(u)du)-1
- ((E頑 ,少.,))-E(¢e)くく4･O,¢7))･

すると,βは作用素

Mt4･-Et4･-E(4･)4･0, 4･∈(E),

のシンボルであることがわかる.これによって(27)の定義とする.t=∞ でも同様で,吹
の公式に到達する:

EtQ-E(Q)I(/:p:ESaSds)¢, 0≦ま≦∞･
さらに,植田-スコロホド積分の定義と前節の定理 3.2を用いて,

(/:a:Es∂sds)i-/.ia:EsasQdsJ.iEsasQdBs･
こうしてクラーク公式と呼ばれているものの一つの表現を得た:

EtQ-E(i)･/:EsasQdB- 0≦i≦∞･
同様の議論で,

¢-E(Q)I(/_:as･Esasds)¢
が従う.この場合,右辺の作用素は£((E),(E))に属するので,その共疫はL:((E)～,(E)～)
に属する作用素になる.しかも,シンボルの対称性からわかるが,その共役作用素は元の

作用素の拡張である.こうして,

･-E(@)･(ru∂S･Esasds)Q, QE(E)･･
これはクラーク公式の一つの拡張であり,渡辺寿夫氏の議論 [291への作用素論からの注意
となっている.
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3.4 量子確率過程

一般に,フォック空間上の作用素の族が時間パラメタ- lをもつとき(言葉の乱用では

あるが)量子確率過程 と呼ぶ.基本的な例を積分核作用素の形で挙げよう･

Al-/:asds, AI-/:as･ds, L̂-/:as･asds･

は順に,消滅過程,生成過程,個数 (ゲージ)過程と呼ばれ,ハドソンーパーササラシイ他の

議論では,基本的役割を担っている.

･-/_:∂8･asds
はフォック空間上の個数作用素に他ならない.

さて,

Qt-At･At･-/:(as+∂:)ds i≧0,
を量子的ブラウン迎動とよぶ.∂8+∂;-.,L･(a)を思い出す (命題2.1)と,(ll)に作用素と
しての意味づけをしたことになる.Qiを真空ベクトルに作用させると,(古典的)確率過程
を得るがそれは,ブラウン運動に他ならない:

QtQo(x)-(LT,llo,t])-Bt(･T), X∈F , l≧0･

また,量子的ポワソン過程は,

pt- t̂･J7Qt･ll-/:(a:as･J7(a:･∂･)･L)ds,
で与えられる.ここに,Z≧0は定数である･§2･6で定義 した VJで,特に,I-α1【O,t】
(α∈R)を考えてみよう.簡単のために,対応する作用素を V.α とかく.(21)から,

iP(E,q)- e''･q'×exp(/:(Cia-1)(石 us))iJiH (S))ds)･
よって,

乳 =｡q;(i,7,-e糾/.ii(Ji+"S, , ( J i ･ " S , , d s -iPl(i,q,･
言い換えれば,

pt--ia =｡Vta ･

3.5 Adapted性

量子確率過程においても.a･da.ptedという概念は重要である.超関数的なものも議論 し

たいので作用素のシンボルを用いて定義しよう.まず,

･JVt-(e∈Ec;E(S)-0,0≦S≦l)
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とおく.JV.は Ecの閉部分空間となる.量子確率過程 (=t;t≧0)が adaptedとは,
EcxEc上の関数 (i,17)H e-(i.n)去(E,17)が変換 E- E+El,叩-叩+ql(fl,ql∈N.)で
不変なときをいう.前節に挙げた例はみなada.ptedである.実際,

e-… Â,(E,77)-(1lo,i],E),e-… 和 ,,1)-(Ilo,l],叩),

e-(明 … -/.iu･5),7(S)ds･
別の例として,¢∈(E)に対 して,(Qt-EtQ;l≧0)はかけ算作用素のなす adaptedな量
子確率過程である.

命 題 3.4(=吊 ≧0)⊂L:((E),(E)～)を量子確率過程とし,そのフォツタ展開を
(>○

=t- ∑=L,帆(Ktp(i)),∫,m=0

とする.このとき,(=t;l≧0)が adapted⇔ supp(fCL,m(i))⊂【0,i]t+m

証 明 仮定から,

00

e-… 云 (E,,7)- ∑ (KL"(i),77⑳L⑳ E⑳m)
∫.m =0

は変換 E-E+El,71- 77+771(El,111∈N,)で不変である.したがって,各項もそうであ
り,supp(ICE,帆(i))⊂【0,l]L+m.逆も明らか. 証明終

さて,m≧1としてsupp(Nl,m(i))⊂【0,t]L+mを核超関数とする積分核作用素を考えよう.

=L,帆(KL,,n(i))-

-/A,.mKL,-(sl,-,SL,ll,I-,i-;i)as'.-･as',all･･･∂t-dslI-dsLdtl- dt-

lm+

は

仰

n
l
柑u

パームニ ICI.m(sl,･･･,SL,tl,･･･,im_1,u;i)

×a:I-･∂:,at)･･･∂lm_)dsl･-dsLdil･.･dt,n-1
そこで,カッコ内の作用素をF(I,u)とおけば,

･L.-(KL.-(i))-/.iF(i,u)audu

乱dtL.

(28)

を得る.0_<u_<l以外ではF(i,u)-0,かつ tに関してadaptedである.m-0のとき

はauの代わりにau+を用いる.ここの議論は,核超関数が局所可積分関数のようなふつう
の関数なら問題ないが,超関数の場合は厳密さに欠ける.問題はF(i,u)が作用素値超関

数になるのでそれに対するada･pted性をどのように定式化し積分 (28)を意味づけるかで

ある.このあたりの量子確率 "超''過程の問題がクリアーされれば,フォツク展開によって

adapted量子確率過程の表現を得たことになる.すなわち,厳密さにやや欠けるが,
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定 理 3.5ada.ptedな量子確率過程 (=t;i>_01は別の adaptedな量子確率 (超)過程
(F(i,u);0_<u≦巧,(G(i,u);0≦u≦巧 を用いて,

･i-/:F(i･tL)au(luI/.tG(t･u)am .I(i)
と表現できる.ここでは拍)はスカラー作用素である.

･3.6 量子的マルチンゲール

=∈L:((E),(E))に対 して,

ot(打1)-舌(Elto,.],771lo,t]), E,叩∈Ec,

とおく.これがL:((E),(E)～)のある作用素のシンボルになっているとき,それをE,(=)と

かいて三の条件付き真空期待値という.定義より,

Et(=)-El'=Et, i≧0.

明らかに,(=t-E,(=)･,t≧0)はadapted量子確率過程であるが;さらに

Es(=i)-=" 0≦S≦i･

このような性質を持つ量子確率過程を量子的マルチンゲールと呼ぼう.これは,【271など
で諌論されているフォック空間上の有界作用素のなすマルチンゲールの拡張になっている.

簡単な例として,量子的ブラウン遊動 (Qt;l≧0)がある.
定理 3.5から次の表現定理が予想される.実際,積分核が超関数でなくふつうの関数な

ら正しい.

定 理 3.6量子的マルチンゲール(=t;l≧0)⊂L:((E),(E)～)は適当なadapted量子確率
(過)過程 tGt;l≧0),(Ht;i_>0)によって

･t-/:GsasdsI/:Hsa:ds

と表現できる.

3.7 量子 的伊藤公式
)

量子確率過程はフォック空間上の作用素であ1るから,しばしば合成法則-量子的伊藤公

式は重要である.ハドソンーパーササラシイ【16】によって(数学では)初めて定式化され

(【221,【261も見よ),ベラフキン【41によって一般化された.ホワイトノイズを用いた定式

化と一般化は,フアン岡 によってやや形式的ではあるが議論されている.いわゆる伊藤

テーブルは,dl,ddt,dAt',dAtの合成法則をまとめたものに他ならない:

dAtdA;-dt,dAld̂t-dAl,dAtdA;-dA;, d̂td̂t-ddt. (29)

-82-



｢非平衡系の統計物理 一現状と展望｣

ほかの組み合わせは全て0.作用素の確率積分 (a.daptedな量子確率過程の生成 ･消滅過

程に関する)を述べるには準備が足りないので,ここでは,

dATdAt-0, dAEdAI-dl,

のシンボルによる簡単な説明にとどめておく.

まず,

ATAt(i,71)-((A;AtQe,Qq))-くくA滅,A減))-(1【O.I),i)(1【O,I),q)e('･q)
また,

ATA;(i,77)=くくA湖夷,Ql))-((A溝,At'¢q)).
ここで公式

D;W -n!.(:x⑳叫 ･･,去E⑳n@y)
を用いれば,

(>〇
ArAT(i,叩)-∑(n+n=0

- i+∑.n>1

1)!(LE⑳n@llo,t]亮77⑳n61lo,t】)
(n･+1)!l
n!n!n+1((i,q)nt+n(Ilo.小E)(1【O,t],q)(E,～)n~1)

(30)

- le((･q)+(1【O,l],i)(1【O,小77)eH･n)

したがって,At'AtとALAt'のフォツタ展開は,

榊 - =1,.(1【O,t'@1'O,t])-/:/:a:avdudv･

AtAt･- =0,0(i)I=1,1(1'O,t】⑳l'O,t])-/:dsI/.i/.ia:avdudv･

ここで積分を2つの領域.(o≦u≦V≦1)と(o≦V≦ u≦1)に分ければ,

/:1:a:avdudv-1otAua:duIlot朋dv-1.tAudA:I/:A抑
こうして,上のフォツク展開から

d(Al'At)-Ai+dAt+AldAi+, d(AtAi+)-Al'dAt+AidAi'+dl.

これが(30)の内容である.ところで,我々の超関数論を用いれば,(29)の他の公式は(30)
から導かれる(【15】).
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