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光学系と音響系はデバイスとして見たときに極めて類似している｡ともに動作掛軸ま電磁波 (波長-1014c

m)と音波 (汝長政10センチメートル)という違いがあるが共に古典波動である｡したがって､レ-ザtや楽

器をみて分かるように共に媒体を溜めておくための共鳴器を供えている｡共托騎削ま共鳴を利用してその中に電磁

波あるいは音波のエネルギーを大輪悟で蓄える｡共q騎昔は非線形な特性を持つパワーサプライヤーと結合し､そ

のなかで共撮する周波数の汝を自励発振する｡(1)典型的な光学系の例として二枚の平行な鏡で囲まれた共鳴器

にヲ触形な屈折卿 を閉じ込めたいわゆる受動型非線形共振器を考えよう｡この系はそのままではレーザーのよ

うに自励発振しないが､鏡 (半透明)を通して外から光を注入すると､アクチヴな嫌 な々横能をあらわすデバイ

スである｡ (2) 共q騎引ま環状の導淡路をつくりその中には非線形吉和E垂菓質が満たされている｡導波路の一部を捕

成する半透明鏡を通して､高速通路へのインターチェンジよろしくレーザー光が導入され､環状路に沿って光は

ぐるぐる伝搬･周回する｡さらに､半透明鏡を通して周回光の一部がアウトプットとしてとりだされる｡

理論的に､この系は共鳴器内をマックスヱル方程式にしたがって伝わる電磁波と､それに相互作用しながら変化

する非線形誘電媒質の運動方程式 (光学的プロッホ方程式)の連立方程式というかなり複雑な時間一空間に依存

する場の方程式系で記述される｡しかし､1979年､筆者によってこの方程式系を変換して空間変数を消去す

る方法が免見され､(3)この系はある梱取で次の型の簡単な方程式で表現できることが明らかになった｡ (4)

γ~ldx(t)/dtニ ーx(t)十f(x (t-tJl))､ (1)

この方程式は非線形フイ-ドバック項f(x)に共振器内を光が往復する時間tRを時間遅れとしてふくむので

遅延微分方程式 (delay-differentialequation)と峨まれる｡このに系は時間をtftを単位にして区間 (ntR､

(n十1)tR ) (∩:整数)に分割し､n区間内での解をx ｡ (T)(0≦T<tR )と書くと関数から関数

への写像xn-1 (T)- X. (T)､すなわち

x ｡ (f)- Xn_1 (tR ) e-Tf十

丁

｡ dse~' (fl'Jf(x n-I (S)) (2)

を定義している｡したがって初期データx｡ (C)を与えると､以後の運動は一義的に決定される｡なお､管楽

器のようにに局在化した非線形デバイス (管楽器の場合だとリードがそれにあたる)が入力-伝搬･反射-出力

特性をもつ線形共振器と括合した系を｢椴に
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dx(t)/dt - F(X, y) (デバイス方程式)

y (t) - L(Ⅹ(t)) (共振指の入出力特性)

(3a)

(3b･)

と表現すれば (ここでは｢収にXをベクトル)､演箕子Lが遅延性を持つ場合 (多くの管楽器がそうであろう)

その特性は (1)でモデJHヒできるであろう｡一方､制御工学の立場から見れば (3a)(3b)は典型的な制

御システムのモデルであり制御変数yが入力情報x(t)の時間軌 を伴なって決定されることはありふれた状

況である｡例えば生産物x (t)が手酌を地に送られ､そこでの消費動向を見秘めながら生産体制を制御する､つ

まりy(t)をⅩ(t)に応じて変化させるような系は典型的な時間送れをともなうフィードバック系である｡

制御工学の分野ではこの種のシステムが捜形領域においてではあるが､古くから研究されてきたようである｡(5

)しかし､非線形発振 の研究がなされるようになったのは趣く最近のことである｡

2･1 参照定差方程式

モデ/レ(1)､したがって (2)の著しい特徴は積和定数γを形式的に-00の樹剛こ飛はすと

x｡ (r)-∫ (x n_1 (C)) (4)

なる定差方程式に帰着する事である｡実際､(1)の解は(4)の解の性軋='よって ｢骨格｣が大体定められて

いるといえよう｡おおざっぱにいえば､(4)がカオスを持てば､(1)もカオスをもつ｡しかし(1)のカオ

スに比べて (4)のカオスはよりマイルドである｡古典力学と量子力学のアナロジーでいえば､(1)が皇子系､

(2)がその古典梱軌こ対応する｡1/γがプランク定数である｡まず､(4)の性質を調べよう｡もLfとし

て少なくとも一つ以上のピークをもつ関数､たとえは非線形光学の標準的モデル

∫(x)- 〃 cos (冗-x｡) (5)

を採用すれば､フアイゲンバウム現象としてよく知られているように､ (い ヲ触形性をあらわすパラメータJJが

増大しある臨界値JJlに連すると(4)の定常解が不安定になって周期2tRの振動が現れる｡Jlがさらに増大

して新しい臨界値JL2 (<)FL3 (<)〟4 日 ･に連するたびにこの周期はどんどん 2tF8-22tft-2

3tft-- - のように倍加し､速にある臨界値IL-JJFで周期00になってそこから先はカオス運動が実現さ

れる｡しかしカオスといっても〟F近くではそれは2tL個の分離したバンドを規則正しく巡りあるく運動と､バ

ンド内をランダムに動くカオス運動からなっており､カオス成分は小さい｡さらに〃がふえると〟.をはさんで

カオス側に､あたかもJll､IL2､IL3､Jl4 - に鏡映するように､臨界値 - 〟4 一くく)Fl3一､ (<)

LLa一(<)JLl H ･があらわれ､FL4-に連するたびにバンド数が21-2111と減少してカオス成分が

増え最後にまったくバンド構造のない｢十分乱れた｣カオスが現れる｡この様相を図-1に示す｡ (7)
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｢音響系 ･光学系におけるカオス｣

d' 4)

図-1 ¢~-∫(め)の軌跡 (a)2､(b)22､(C)23 ､(d)-(e)はそれぞれ23 -､2 2

-､2-バンドカオスである｡

2･2 遅延微分方程式の解の分岐

(2)の解にみられる分噸現象は (4)の榊疫構造を良く反映する｡逐次周期倍力臓 iモデル (1)でも確か

に起こり､上で論じた2b周期解が実現されるのである｡しかしモデル (4)の解のうち (●2)の解になりうる

ものは極めて限られている(古典解のうち皇子イ出駅Uを満たすもののみが存在する古典量子対応を紡俳とさせる

ものがある)簡単のために定差方程式 x ~- ∫ (x)の2周期解x2- f (xl )､xl- f (x2 )を例に

とって説明しよう｡時間軸をtR を単位にして区切った時､n番目区間 In- (tlntR ､(n十1)t

氏)を更に再分割して任意の数､任意の幅の部分区間に分けそれぞれにx2､Xlをわりふったものがすべて

(4)の解になっているのである｡18) (下図)

XI x2 x2 Xl

→- - - - - tft- - - - - - l

ln区間 I 叶 1 区間

問題はこの様な解のほとんどが (2)の解として許されか l事なのである｡r-00の極限といえども､x2､X

lの界面では不連続性のためにγ~ld冗/dtの項がどうしても無視できなくなって (4)の近似は破綻してし

まう｡γがいかに大きくても､t-00の (2)の漸近肺ま(+)の解からは構成出来ない｡それではどの株な解

が許されるのだろうか?

(i)定差方程式 (4)のもっとも単純な解一一矩形波解… く8)

2周期解 xn (7)-Xl､ Xn.1 (ァ)-x2 : 4周期解 xn (7)-Xl､X.+1 (T)-x2

Xn+2 (C)-Ⅹ与､ Xn+3 (r)-X4
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8周期解 - .二殻に2n周期解に対応する (2)の解が研 一る

ここにxn (T)はn区間のx､?まり Ⅹ (T十ntR)-X D (丁) (0≦C<tR)でx.,x2 ･∴

- は定差方程式の2n解 x2-f(xl)､ X,-f(x2)I
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図12 Arizoruのyループによって観測された光カオスへの逐次分噸(n

(1)波型 (2)(3)パワースヘクトJL,((3)は拡対図)
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｢音響系 ･光学系におけるカオス｣

実際のモデ/レ(2)の肺ま図-2(a)の実験括黒に示すように2種の解を幅1/γ程度の境界層で滑らかにつ

ないだ構造をとっている｡ところで､ Chow,Ma=et-ParetなどHichiganの応用数学のブル-プが (4)を参照

方程式にして (2)の解の楕成可能性を数学的に証明している｡彼等の手法の骨刊ま､無限遠方で (xl､x2 )

(x,,xl )になりx.→x, x,- xlとスイッチする(1)のヘテロクリニック解 (xfd (t),xり

(t日 の存在を証明しそれを境界層解としてx2とxlを滑らかにつなぎながら数学的に脚 を構成し

ょうというものである｡小 目

図-2に実験で附 された典型的な矩形波にまつわるカオスへの周耕倍加分岐の例を示そう｡ (9日 lI) (a)は

2tR 汝,(b)は22tR 汝､(C)は2バンドーカオス､(d)は1-バンドカオスを示す｡

2･3 奇数高抑汝の共存

図-2において､1-バンド領域でさらに〟がふえると､狭い領域で突然矩形波から奇数高調波へのジャンプが

起こり((e))､奇取高謝汝の階段を掛け上がって (逐次高謝分岐)鰍 こ極めて複雑なカオス状態(むしろ

乱流状態というのが相応しい)に逮移してしまう((f))｡このジャン71まヒステリシスを伴う｡それは奇数

高;職如ぢ矩形波と共存しているからである (B)｡さて､一つだけ遅延をふくむ系のきわめて｢脚俄朋 として

次のことがいえる｡

(ii)矩形波解の周期が (定数部分を除いて)tFtに比例するなら､その奇数高調波解が存在する｡(12)

これは､遅延系がもっている時間シフトにたいする対象性に租司する性質である｡モデル (2)に関して､矩形

波解の周期が 2tTt十定散 であることが示せるので (ii)は成り立っている｡実際､光学系のカオスの実

抑 ま､図-2に示すように矩形波にくわえてその奇数高調波がしばしば観測されてきた｡奇数高調波の分枝は

〟が小さい領域にtJのびている｡基本矩形波と奇数高調波のヒステリシスをしめすシミュレーションの例を図-

3.こ示す｡与えられたtR に対して〟の小さい領域でも奇数高調波は基本矩形波と共存することがわかる｡しか

しJLの増大によって実現するルートは矩形波/レートのみであり､高調分枝に到達するにI力材こ高謝分岐を利用し

なI刑 ぎならない｡さて､高調汝の調波数に関して､次の性質がある｡

図-3 基本矩形波と奇欺高調波のヒス

テリシス｡ ハッチした部分は

カオス｡Qは平均周波数｡図4(a)

の線 ノaにそって得られたもの
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(iii) 安定に存在しうる奇数高調波のharmonic数には上限がありそれは ～rtR ｡ (8日 12)

したがって､tR を増大させると共存する苛欺高調波の軌が増大する｡(tJt､〟)のパラメーター空間で奇数

高調波が存在する領域を図-4(a)に示す｡図一4(a)の/.にそってtR を増大させると､図-4(b)

に示すように次 高々い高調波へと逐次遷移させることができる｡

.1.0.9 3rd 5th 7th 9th 11th 13th

harmoniC

lb

.8 ＼ ー_＼

B>.7.6.5.ち fundamental

0 10 20 30 40 50
7tR

図-4 高謝拝の存在領域 (a)と/bに沿って実現された逐次高訴分岐 (b)川 )

2･4 分岐ルート自身の分岐一一階層的多重安定性と異性体

高調分枝も〟が小さいところでは親則的であり､ひとつ高調分枝を選んで〃をふやすと､その上でも基本矩形分

枝同様､逐次周期倍力肋噸によるカオスへの遷移が起きている｡高級分枝でも分岐臨界値 FLl､JJ2･

･に連するたびに周期力確伽するのだが､基本分枝と異なる点は､周期倍加掛ま只一つではなく､幾つかの補遺

異性体が誕生する点である(12日 川 ｡このような補遺異性体が生まれる理由は2,2に論じたように､(図を見

よ)分岐した値の割り振りかたが一義的でないためである｡ 図-5(a)の3倍高調波が周期22tR に分岐

して生まれた2つの異性体が (b)(C)である｡(d)(e)は (b)が分岐してできた23 tR 解である｡

à凧 脚 b̀'仙 棚 刷

C̀'仙 肌 曲 仙 d̀'刷

è'仙 仙 仙 曲
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｢音響系 ･光学系におけるカオス｣

図-6 分岐/レートの分岐とその階層構造

リー リ2 リ3 UFリ3 リ2 ul U

このように､新しい分岐点で､元の分岐/レートそのものが､いくつもの分岐ルートに分岐するのである｡この樵

相を模式的に図16に示す｡したがって捗しい数の周期解がカオスへの最終転移点〟 r近傍で共存することにな

り､これらの解を動的な記憶媒体として用いる提案が成された(12)｡これら分峨掛こよる系の記憶容量は〃 F近

くで､極めて大きく､少なくともtR γビット程度に達する｡カオス領域に入ると､バンド融合に対応する現象

が起きて､異性体が統合されてゆき､最後にすべての奇欺高調波解が融合して発達したカオス状態(乱流状態)

を形成する(12)｡このカオス状態では､すでに壊されてしまった奇数高調波解の残骸を巡る運動-カオス的遍歴

仙 り-が実現していると考えられている｡換言すれば､この過程は過去に存在した構造を想起する運動なのであ

る｡DaVisらはこの運動が位相空間をくまなくサーチする性質,とそれに至る分岐がヒエラルキー的構造をもつ

ことを利用して､望みの時系列牌 パターンを､異性体の一つとして効率よくコードする方法を捷菓し､実験的

検証を行っている(15)｡

2･5 その他

●連歌的には､奇数高調波以外にも変わった波型をもつ安定もしくは擬安定な解が存在する｡例えば､異なった

奇数高調波のハイブリッド解 (下図)と解釈される解もしばしは極めて長い寿命で観測される｡この様な解は奇

数高調波間の遷移がおきた直後にみられる｡面白いことに､このようなパターンは多重遅延フィードバック系で

は安定化されるらしい(16)｡

[- ち - ld
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●以上に述べた手製まモデル (1)(2)に鶴めて普遍的であり､f(x)の詳細にあまりよらない｡もっとも､

Ixl-.-00でI∫(x)I-0 なるタイプの系 (例えば分数関数)では少し毛色の変わった異性体への分岐現

象が見られる(川 ｡

●乱弥肘掛こおいて､これらの高調モードの間をカオスが生成した情報が伝搬してゆく態様を解明することは極

めて典時津t潤 である｡筆者とHatsuk)tOは､相互冊牲iとその涜串によってモード間の因果的連接性を定量

的に研究したが､ここでは拡散の関係上その結果を諭ずることはしない(12日 =り｡

共臓掛ましばしば2枚以上の鏡を含むことがある｡このような系では2つ以上伸 しをもったフィードバッ

クtfu,t.t2,日 .が並列にはいることができる｡ひとつのフイ-ドバッタtRlに共振しようとすれば､発振

周波数はa))=n17(/tRlになるだろう｡ところがもう一つのフイ-ドバック回路tR2に共鳴すればdJ2-n

2万/tR)になるだろう｡2つ共振線長が軌 比Nl/N2ならばnh n2がN2､Nlの最小公倍数 (とそ

の整批倍)をとればdJl-a)2となって､発振が可能になる｡しかし｢椴に比tR./tTt2は粗 比であろうから

この棟に都合の良い周波数は蒐見できない｡このとき一体どのようなルールで発振周波軌が選択されているのだ

ろうか?筆者と水野は2重の時間遅れを持つフィードバック系

T-1dx/dt=-x(t)+fl(x(t-tflI))+f] (x(t-tTt2)) (6)

をモデルにこの間韓を研究し､その発振特性が比 x-l(t.u-tR,)/ (t,tl十tR2)lの整政論的性質に依

存して異常な変化をしめすことを明らかにした(191｡この結果は Zhangの光双安定デバイスの実軌こよって確認

された(20)｡理論的には､最近､HaJta らによって数学的により櫛酎ヒされた取扱いがなされている(21)｡

発振規則とは次のようなものである(19)｡

xを建地 展開せよ｡つまり

-PD/QA

al十

a2十

(7)

･････ l

atl

但しal- aD,Pn,QBは整数｡QAはnの増力肺取であるが､Qnが1/6-γ (tRl十tR2)/2を

こえない最大の整軌こなった所でとめる｡Pn/QDは､分母QAが1/eを越えない範囲でxを最も良く近似

するいわゆる最良の有理数である｡すると､最適発振モード数N●は次のルールで定まる｡
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(1) Pn/Q.-僻軌/奇数 または 奇数/偶数ならば N●-QDとおけ｡

(2) Pq/Qn-奇数/奇数のときn-1.n世代のQで決まる中間有理数 (mph+PD_I ) /

(mQD十Qrl)(最長有理数についでxを良く近似できる有理数である｡)の分母

mQD+Q._1のうち､ある開放を最大にする(詳細は文献 (19))分母がN●を与える｡

要は､最も二つの共振器に同時共叫できる高調モードN●を探す聞達がxを最良近似する有理数を探す岡津と等

価になっていることである｡これに加えてモ-ドN●の周波数がgajnband内になければならないという条件が

N●に上限を謙する｡一重遅延系ではN●は奇附 け九はならなかった｡これに対応する事情が二重遅延系で

も軌 ､上記 (1)(2)の場合わけが必要になる｡上の決定棚 Uは比xをインプットした時発振する周波数を

決定論的に与えるアルゴリズムをあたえている｡ところが上のアルゴリズムに含まれている連分脚 ま､長く

知られているようにカオスなのである(展阿世代nを時間とみなすと､a.の運動は理想的カオスになっている)

｡このため橿く僅かなxの違いがnと共に拡大されまったく違う周汝政での発振が起こる｡パラメータe(-揺

和郎臥//背延時間)が小さいほど､したがってより大きいnまでとれる場合ほど､この傾向は著しい｡実際､発

振周波数をxの開放としてプロットすると図-7に示すように異常な効馳 ミ得られる(図7ではxはrにな

っている｡)｡しかしこの関数形はけっしてデタラメではなく美しい自己相似構造をもっている｡x=奇数/育

数 近くで見られるタワー(拷)は選択規則の (2)に起因し､二重遅延系に特軌的なパタンをもたらす(16,｡

り1

J
f

UtZ
an
b

aJJ

r=ltit-tRl/ltlt+tRl

図17 2重遅延系の発振特性(左) rはxのことである｡x-奇数/奇数のタワー構造拡大図 (右)

ここで取り扱われた発振は一重遅延系でいえI働 i発振する第-ホッフ○分岐に相当し､発振するのは規則的

な奇数高調波であるが､2重の遅延フィードバックループの競合によって系がフラストレイション(欲求不満)

に陥り､発振モードを決定する規則の中にカオスがあらわれて､最初に発振するモードのharmonic数の決定過程

を著しく不安定かつ複掛こしてしまうのである｡この複雑さは､上のルールの枠組みの中では単にアルゴリズム

的なものとしてとらえられていないが (それは我 が々現金ながら局所解析しかできないためなのだが)､この効

果は､位相空間内に高調モード達がアトラクターとして住み分けているグローバルな態様 (-ぺイスン構造)を
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一重フィードバック系にくらぺて著しく複雑にするだろう｡たとえば､図-3に示したような高調波になるほど

吸引領域 (ぺイスン)が狭くなるといった単純なヒステリシスや図-4に示したような単純な相矧まもはや耕待

出来なくなり､とくにeが小さいと高調波の存在領域が複軌 こいりくんだ相図が得られるだろう｡さらに橘一高

橋のシミュレーションでも示唆されたように(… ､高調波のハイブリッド汝が安定な解として高調波解と共存し

ている可能性もあって､これらはさらに振動解間のヒステリシスを複軌こ変えそうである｡しかしこのあたりの

推量はまだあまりはっきりしないのが現状である｡さらに､二重遅延系で気になる同宵として丁重遅延系では見

られなかった､準周期運動の発生という問題がある｡実際､Zhangらほx-1/2近くに固定した実戦で､〟を

増大させたときに最初の高調振動が判司期運動 (2周波歎トーラス)に変化すること､一重遅延系と著しく異な

ってこのような判司期振動がしばしは現れることを報告している｡しかし､残念ながら詳しい総合報掛ま蒐見で

きなかった｡これらの､同静ま木酢醐 僻性の同蓮と散桝こからまりあっており､今後の研究の発展が強

く望まれる｡
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