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4hard-diskビリヤード:カオス散乱の半古典論と量子飴

1 序論

4つのharddi8kからなる二次元開放系ビリヤ-ドに4つの細線を接続した系は,いわ

ゆる十字路の問題 【図1.1(a)]として,その電気伝導度やHal1抵抗等が理論と実験の両面

からよく研究されている｡最近,この系にGutzwillerの半古典 トレース公式を用いた理論

的試みが始ま.っている｡

ここでは細線を取り外し,4つのharddi8kからなる,磁場の作用していない開放系ビリ

ヤード(C4V群1)の半古典論を展開し,厳密な量子論との比較を行う｡量子論においてはプ
ランク定数 hは有限であり,粒子は汝動描像によって記述される｡これに対して,h→0

の壌隈でよい近似となる半古典論では古典的粒子措像が成り立つ｡この二つの枠組みから

得られる結果を比較検討することは,量子力学の基本的問題として興味深い｡

半̀古典論においてグリ-ン関数に対するGutzwinerのトレース公式は開放系に対してち
有効2で,グリーン関数の壇を求める問題はRuelleゼータ関数の零点を求める問題に帰着

する｡このゼータ関数は簡単な因数の積和で表され,その因数はカオスの海の中の孤立し

た不安定周期軌道の作用と不安定性指標を用いて表される｡

1.1 モデル

図1.1(ら)の様な平面に固定されてある4つのharddiskによって自由粒子が弾性散乱さ
れる二次元系を考える｡

(a)

- -i

(b)

図1.1:十字路モデルと4diSk系モデル との関係

この時,粒子とdiskの衝突は弾性的なので速度つまりエネルギーは保存される｡このよ

うな系では.粒子の流れに対する位相空間は二つの位置座標x,yとx軸と速度ベクトルの

なす角βで表される｡diskが完全に閉じたビリヤードを構成している時は,その内部で散

1本研究では完全な二次元系を考えているので,4harddisk系はD4h群ではなくC4V群に属する｡
2多くは束縛系に対して用いられてきた【1】｡
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奥田 敏弘

乱共鳴が起こる｡diSkが閉じたビリヤードを作らない時は,ほとんどの粒子はdisk間で有

限回の衝突を行なった後,散乱されて遠方に逃げていく｡しかしながら,di8k間に長時間

捕まる軌道も存在する｡開放系ビリヤードでは,このような比較的長時間disk間に閉じこ

められる軌道を散乱共鳴軌道と定義する｡harddisk系は双曲線型 ("defbcusing")である

ため,捕まった軌道は不安定であり,3次元位相空間で Lebesgue測度 0の集合を作って

いる｡

diSkが二つの場合は diskの中心を結ぶ線分上を往復する軌道のみが束縛された周期軌

道となる【2】｡しかしdiskが 3つ以上の場合,束縛された軌道はrepellerと呼ばれる鞍点
型のフラクタル集合を作る【31｡3disk系の粒子の散乱共鳴は,GaspardとRiceによって

議論されている【3,4,5]｡このフラクタルrepellerは可算有限個の不安定軌道を含む｡

今回考える4disk系はC4V群に唇するものに限定する｡この系と3disk系とを比較す
ると,

(i)3disk系はC3Vの群に属するが,4disk系ではC4V群に属し,

(ii)3disk系ではdisk間の距離が 月ただ一つで表されるが,4diSk系では R と＼乃R
a)2●種類が現れる,

という点において幾何学的に異なっている｡

1.2 4disk系の古典的カオスの性質

4disk系での粒子の散乱過程の古典論はよく研究されており,この過程がカオス的な振

る舞いを示すことはよく知られている[3,4,6】｡
"カオス的振る舞いの度合い"は,diskの半径 aとdiskの中心間の距離 Rのアスペク

ト比月/αに依存する｡今,その度合いを測る一つの量として,軌道の単位長さに対する
Lyapunov指数 iLpを取り上げ',そのR/a依存性を調べてみる｡この量はモノドロミー行
列を使って表される局所的Lyapunov数 Ap(AppendixA参照)を使って

･Lp-吉logAp (1･1)
の様に表される｡ここで,lpは周期軌道の長さである｡a-1に固定して3横軸をR/a,縦
軸を入tpとして代表的な古典軌道に対して計算したものが図1･2である｡ 図中のそれぞれ
の線は"0"軌道 (実線),"2"軌道(点線),"01"軌道(破線),"12"軌道(鎖線)に対しての

結果を示している(軌道の表式についてはAppendixAの図参照)｡この図より,アスペク

ト比が小さい("閉じだ'ビリヤードに近い)ところでは Lyapunov指数は十分大きく,ア

スペクト比が大きく("フィラメンタリー"なビリヤード)なるにつれて Lyapunov指数は

0に近づいてい.くことが分かる｡閉じたビリヤードとフィラメンタリーなどリヤードの概
形については図 1.3参照｡

3Apは,アスペクト比R/aのみを通してR及びaに依存しているが,い ま,R及びaのそれぞれに独
立に依存する量である｡よって,以下,α=1に固定した場合の議論を行う｡第2章以降も¢=1の場合に

限定するが,a≠1の場合とは系のスケールが異なるのみで定性的差異はないO
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4hard-diskビリヤード:カオス散乱の半古典論と量子論

100
10 - 2

101

1n(R/a)

図 1･2:アスペクト比(α-1に固定)とLyapunov指数の関係

(a)"閉じだ'ビリヤード
(R/a-1)

(b)"フィラメンタリー"なビリヤード
(R/a}j1)

図1.3:4harddiskの配置
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これは,より"フィラメンタリー"になるとdiskの相対的な曲率が大きくなり,軌道の

単位長さあたりの不安定性が,より大きくなることを示している｡つまり,"閉じた"ビリ

ヤードに近いほどカオス的挙動が顕著になるのである｡

以上の議論は古典論で得られる4llarddisk系の定性的な特徴である｡これらのことは,

後の量子論と半古典論における数値計算結果の解釈にも有効である｡

2 半古典理論

Gutzwillerの半古典 トレース公式は,系の古典周期軌道にわたっての和によって,状態

密度,つまり伝播関数の対角和の計算をするものである｡この方法は主に離散的なエネル

ギースペクトルを持つ束縛された量子系に適用されるが,最近の研究では散乱問題にも応

用されている｡本章では4harddisk系の散乱問題にこの公式を適用する｡

2.1 Gut2;Willerの トレース公式を用いた共鳴点の導出

まず,十分大きい半径b(b≫R>a)の円Bで囲まれている4harddiskを考える.こ
の円の外側では波動関数は 0であるとする.Schr6dinger方程式のエネルギースペクトル

(Ei(b))はそのとき離散的であり,状態密度は

d(E;b)-∑SlE-Ei(b)]t (2･1)

となる｡この状態密度はb→ ∞ になるにつれて,上限なしに増加する.bに依存しない関

数を作るために,(2.1)式から円Bの中に4diskのない系の状態密度

do(E;b)-∑6lEIEo.A(a)]t (2･2)

を引き去る｡fEo,I(b))は,円Bの中に4diskのない系での束縛エネルギーである.b- -
の極限で,

D(E)≡bhimJd(E;a)-do(E;b)】
を状態密度と定義する｡これはEのなめらかな関数である｡

Balian とBlochはD(E)とS行列(S(E))とが

D(E)-& TrS･(E)響

(2.3)

(2.4)

のように関係していることを証明した【7,8】.結果として,関数D(E)の極はS行列の極
と一致することが分かる｡

ところで,･任意の束縛系の状態密度は伝播関数と深く関係している｡すなわち,

写6(EIEi)- /dq写Q･'(q)6(E-H)qi(q)
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4 hard-diskビリヤード:カオス散乱の半古典論と量子論

一三1-/雪 Q･'(q)
打~~~~--E -H+iO

E-H+iO

E-H+iO

-iI-/d2.a(q,q'E)
である｡ここで

G(q",q';E)-(q"

は系の伝播関数で,q-(3,y)である｡
今,Gutzwillerのトレース公式 【9】

E-H+iOq')

9(E)--/d2qlG(q,q;E)-Go(q,q;E)]

lq)

ql.･(q)

(2･5)

(2.6)

(2.7)

を導入する｡ここで,GとG｡は各々4diskがある時とない時の伝播関数である｡すると,

D(E)は(213),(2.5),(2.7)式より,

D(E)-一三lm9(E)a-0 (21写)
と書き換えられる｡ゆえにD(E)と9(E)の極は一致し,散乱共鳴をみるためにトレース
公式9(E)を使うことができる｡

ここで Gut名Willerのトレース公式を導出し,4harddiskによる自由粒子勾散乱問題にI C
対してトレ-ス公式を使用する妥当性について検討する｡二次元の伝播関数札J軌t読ill｡r

によって半古典近似 (鞍点近似)で

a.a(q",q';E)- ∠_∫
ih(2m'h)1/2C,a".ca,i,a,･ecL,.･e.∑ fA ll/2et'lf坪 ･qL一字】 (2.9)

のように計算された [9,10]｡ここで,

S(q",q,;E)=/q7"pdq

は古典軌道 q′からq〝に沿っての `̀作用"であり,また,

△=-
【

∂2S
aE2

-1
deも
[

∂2S ∂2S ∂2S ∂2s

aE2aq'aql'' aq'aEaq'JaE

(2.10)

(2.ll)

である｡ここではディリクレ境界条件のために負の符号が必要である0〟 は軌道に沿って

の共役点4の数であこり,今の垢合M=0となる｡Lは古典軌道が diskと衝突する回数で
ある｡

4火線 (catlStic)との交点
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奥田 敏弘

9(E)は二次元平面にわたる伝播関数の積分によって計算される.4harddiskがある時
の伝播関数であるGに対する積分は,全ての古典軌道にわたって行われる.q〟が q/の付

近に留まっている軌道 (動かない)の寄与はGとGoに対して以下に示す方法によって計
算される｡

半径 b≫ Rの円Bの外では0となる波動関数を仮定しているので, Thomas-Fermi の

状態密度は,

n(E)-a /d2q (2･12)

となる｡ここで積分は波動関数が0でない平面の部分にわたって行われる｡diskがある時

とない時の差は,

n(E)-no(E)-蒜[Jd2q｣.d2q]
一品/Joy,diakad2q
4α2m

(2･13)

で与えられ,円Bの大きさbに依存しない｡これはエネルギーにも依存しない定数であ

る｡最終的には二次元のトレース関数は

g(E)-go+∑op(E)
P

.Tp(E)苔 exp(irSp(E)/h+iqrLp)
gp(E)--i二ヱ芦 ∑

となる【9】｡ここで,

である｡Sp(E)は

,5 2sinh(rug/2)

sp(E)-fppdq--vlp-(2-E)1/2tp-hklp

(2･14)

(2.15)

(2･16)

で表される作用であり, V,Eはそれぞれ粒子の速さとエネルギー,I,は周期軌道 pの長

さ, Lpはharddiskと周期軌道の衝突回数である｡また,

･p(E)-響 -(-/2E)'1/2'tp-zp/V (2･17)

は軌道 p■の周期であり, upは後で定義されるLyapunov指数である｡このトレース公式

は,repellorの全ての周期軌道が不安定かつ孤立している時に成り立つが,これらの条件

は両方とも4harddiSk系において満たされている｡ なぜなら,その力学はあらゆるとこ

ろで双曲線型だからである｡結果として,全ての周期軌道は密集しているが,しかし,非

周期軌道に沿って孤立している【3].pについての和は全ての周期軌道に対して行われ,r
についての和は周期軌道 pに沿った全ての可能な行程に対して足しあわされる｡
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さて,ここで upを定義する｡位相空間において周期軌道 pが横切るポアンカレ平面を

考え,その座標を(i,71)とする.流れによって引き起こされる写像は周期軌道の付近で

6E"-C116e′+C126711,
617〝-C216E'+C22671/,

のように線形化される.ここで,Cは実数の係数である.周期軌道pの安定性は

detlClb二A c2ヲ ll A]-o

(2.18)

(2･19)

の根である線形写像の固有値によって決定される.周期軌道 pは不安定であり,また写像

は面積を保存をしているので,固有値 Al,A2は両方とも実数で与えられ,

AIA2-1 (2.20)

の関係を満たす.実際の計算ではAはモノドロミー行列【11】を使って計算される.Lyapundv

指数 upはその時,

up=lnA1-11nA2 (2.21)

のように定義される｡ upは無次元量で,単位時間に対するLyapunov指数 Itp, または単

位長さに対するLyapunov指数 ILpと

up-vTpILp- lpILp (2･22)

の関係がある｡Lyapunov指数 upは4harddisk系においてエネルギーに依存しない｡こ

れは,粒子の速度の大きさは散乱軌道に沿って一定だからである｡

最後に(2･14)式 [(2･15)式]の別の表式を示す｡(2･15)式における双曲正弦関数は

1 .≡
-∑ e-(1/2'j)I

2sinh(I/2) ,E.
(2･23)

のように級数に展開できる.そして整数 rにわたっての和は,添字jの各々の項において

なされる｡よってトレース関数は

9(E)-90.,裏芸.npllleXp(妥sp(E,-(1/2･j,up･iqLp)] (2･24,
のように書きかえれる｡

2.2 Ruelleゼータ関数による記述

トレ-ス関敏 9(E)はRuelleゼータ関数で表すことができ,また,その Ruelleゼータ

関数は対称性によって分解できる.よって9(E)の極を求める問題は,各々の対称性にお

いて Ruelleゼータ関数の極を求める問題に帰着する｡以下にg(E)とRuelleゼ-夕関数
の関係を示し, Al対称性を持つ散乱共鳴点を導出する｡
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まず (2･2チ)式を

･1/2･ 31(I)-=P ll l eXp (Esp(E ) - (1/2･ j)up･ iqLp)]
(2･25)

で定義されるRueueゼータ関数を用いて書き換える｡(2･16),(2･21)式を使うと,上式は

(1/叫(一明 -∩
P

となる｡ここでk=

(-I)Lpcxp(ik･I,,)l-1
ApLl/2'j

2mE/h2である｡よって,(2.24)式は,

g(E,-90-,i.i ln"2･j(-ik,

(2･26)

(2.27)

となり,状態密度9(E)はRuelleゼ-夕関数を使って表せた｡(2･27)式におけるj-1,2,･･.
の項では,ゼータ関数が急激に減衰するので,主に寄与するj-0だけを考慮する｡
次に,ゼータ関数と対称群の関係を示す｡考えている4disk系はC4V群に属している.
この群は, 4つの一次元既約表現Al,A2,Bl,B2と,二つの二次元既約表現 Eを持ってい

る｡すると,(関数は次のように因数分解される:

(-EA1(A,(Bl(B2(呈. (2.28)

これらの既約表現は図2.1の対称操作に対して表 2.1のような表現の指標を持つことが知

られている【6】｡

表 2.1:C4V群の既約表現と指標の表 (Mullikenの記法)

且残月
.～2AIA

e

C2

C4,C 43

gaceS

qdI'ag

2

2

0

0

0

』
l

l

1

1
一

一

1

日

H

H
H

1

l
一

1
一

=

H
H

1
1
l
一

一

1

1

1

1

1
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図2.1:C4V群の対称操作

(p(I)-1-rI(1lip)
P

また,ゼータ関数

(2.29)

におけるtpは,それぞれの周期軌道pによって決定される｡CvitanoviiとEckahardtは記

号力学を使ってC4V群に属する4harddiskにおける周期軌道を表 2.2の様に分類した[6].

この表において,pは粒子が diskに衝突する順番をdiskの番号で表している｡同じかた

ちの軌道は他にもあるが,対称性を考慮することによって表にある記号で代表させていろ｡

卓はそれぞれの周期軌道 pを三進数で記号化したものである｡ またそれぞれの軌道に対し

て不変な対称操作も示してある｡

以上の対称性の性質を使って,ゼータ関数は次のように展開できる(cycleexpansion【6】)0

Gll=1-to-t1-t2-(iol-toil+io2-tOt2+t121llt2)--･, (2･30)
CAI21 -1+to-tl+(io1- loll+io2-l12)十･.I, (2･31)

CB7=1lto+tl+(iol-iot1-to2+i12)+･･･, (2･32)

EBT,1-1+io+t1-l2+(io2-iot2+i12- tlt2llol+foil)+･-, (2･3写)
EE-1-1+i2-t3+i…+(2loo2-2tl12-t岩i2+串2)+- (2･34)

ここで

Ip-(-1)Lpet'kLpIAplll/2 (2･35)

である｡実際の計算では(2.31)～(2.34)式の中の括弧の項はそれ以外の項に対して十分小
さいので無視できる｡
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表 2.2.･C4V群における古典軌道の記号化

声 p 対称捷作

0 12 qc

1 1234 C4
2 13 C2,q13

01 1214 g24

02 1243 0･y

12 12413423 C43

001 121232343414

002 121343

011 121434

012 121323

021 124324

022 124213

112 123

122 124231342413

q

G

by
be

bB

bb

e
q

以上の議論により,Al対称性では,

(A-ll(-ik)-0

を満たす k-k,eBか散乱共鳴を与える｡

(2.36)

3 量子論

この章では,系に厳密な量子論を適用する｡Greenの定理を使って S行列を導き,この

S行列から散乱共鳴を考察する｡

3.1 S行列の定義

harddiskの外側の平面における粒子の波動関数は,

(A+k2)せ-0

の解である｡散乱中心から散乱された粒子の波動関数の漸近形を使うと,S行列は

1 +nco
(27Tkr)1/2,,=tw

qlkL(r)巴

(3.1)

i: le-qk r-LIT/2-q/4) 6ELI+SLL,e''(k r- LIT/ 2-q/4)]e''L'4 (3･2)
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のように定義される.散乱体がない時 SEt,-6tL,となり,また,自由粒子の波動関数の漸近

形は

JE(kr)et'Ld (3.3)

となる.ここで Jt(kr)は整数次 tの Bessel関数であり,lは入射波の角運動量である･.

(3.2)式に出てきた SLE,が散乱行列であり,行列要素 SLJ′は角運動量 lの初期状感と角運動
量 J′の終状態との間の散乱過程を表現している｡

3.2 S行列の導出

Greenの定理を用いて S行列の具体的な形を導出する｡まず,Greenの定理より,

/Dd2r'lqkt(r′)(△′+k2)G(r,r')-a(r･r')(A'･k2)vkL(r')]

-faDdS′【OkE(r')∇'G(r,r')-G(r,r')V'vkt(r')]
ここで,βは粒子が自由に動き回れる領域である(図3･1参照)0

図3.1:4disk系の座標配置

よって,この領域における伝播関数は自由粒子の型,

G(r,r')-一言Hil'(klr-r'l)
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に選ばれる.ここでHil)(I)は第一種のHankel関数である｡∂Dは,領域 Dの境界であ

り,積分 dS′は∂D に垂直外向きになされる.qlkLは(3･1)式の解で次の散乱波の境界条
件を満たす｡

(i)無限遠での漸近形は,(3･2)式と同様に振る舞う｡

(ii)4diskの境界で,波動関数は0になる:

tFkL(rj)-0
ここで,波動関数の法線微分を未定係数 ALjmを用いて,

∞
n,･.∇qlkL(r,.)-∑ AL,･meimO,

m=-00

(3･6)

(3･7)

のように展開しておく. 添字 jはdiskの番号で, r3.はdisk境界上の点の座標である. 7?i

は 点 r,.上におけるdiskjの内向き法線単位ベクトルであり,Ojは r,･の角座標である.

点 rがdisk円周上の点 rjに選ばれた時,

4 +∝)

∑∑ ALjmMjm,･,m,-CLj,m′Jl=1m--03
(3.8)

を得る (AppendixB･1参照).ここで,m'-0,士1,土2,- ,j'-1,2,3,4であり,行列
〟,Cは

Mj-i,-,- = 6mm16jj,+
HLllm,(kR)

HLl,)(ka)
Jm(ka)Ejj,(m,m')

Hillm,(湧kR)

HLl,)(ka)

cLjm -eits,
Jt_m(ks)

HLl)(ka)

Jm(ka)lljj,(m), (3.9)

(3 ･10)

である.ただしJn(I)は第一種のBessel関数であり,また,

(12- (23- (34- (41-eiej,''昔(3m-m'), El,1-,･11m｡d｡,0-0, (j5,-EI,i (3･11)

q13-724-el亡JJ17Tm, 7,.i-恥 -i,lm.d2,0-0, qj5,-7,TJ,･ (3･12)
eJlj,- 07 C3･j,-- ej･j

e12- e23-e34- C41- e13fe24-1 (3･13)

である｡(3.8)■式より,disk円周上でのグリーンの定理は行列 〟 の逆行列を使って,

A=C〟-1
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次に,波動関数の漸近形によって散乱体から遠く離れたところでS行列を計算する｡こ

の時,S行列の漸近形は(3.2)式と同様に振る舞う｡Greenの定理を使って S行列を計算
すると(Appe'ndixBl2参照),

4 +∝)

Stt,-6'L,+i7,a∑∑ALjmeXp(-illQB,)JL,一m(ks)Jm(ka)3'=1m=-oo
となり,上武を行列の形で書くと,

S=I-iAD

となる｡ ここで,

DL,.m-一打aeXp(-ilo,i)JL-帆(ks)Jm(ka)

である｡(3･14)式を使うとS行列は

S=I-iCMllD

と表される｡結局,散乱共鳴は複素 k平面で,

detM(k)-0

を満たす点によって与えられる｡

(3･15)

(3.18)

(3.19)

3.3 対称性の考慮

diskの配置は,C4V群のもとで不変である(半古典論 :2･2参照)｡この群は,5つの既
約表現(Mulhkenの記法を用いる)を持つ.ここでは,半古典論での議論と同様にAl対称

性 を持つもののみを議論する｡既約表現 Alでは,波動関数の法線微分を表す行列 Aに

対して,

ALlm-AL2m - AL3,n-AL4m,

ALi.n - AL3.-m

の条件が成り立つ｡すると(3.8),(3･9),(3･20)式より,

雌1)

M.(忠)

MiiA.1)

Mi霊,)

7｢α

iil
打a
石
打a
顔
汀a
ii'

[1.2豊 Ho(kR)･豊 Ho(JikR)],
_生E型_
H,n,(ka)

左廻
Ho(ka)

26m m '

一意 芸.(

(3･20)

(3･21)

H--,(kR)cos(字)･ 器 H--,(JEkR,], (3122,

H-(kR)cos(竿 )･2豊 H-(V5kR)cos(-q)], (3･23,

(3.24)

H.n_m ,(kR)cos
(3m - m')冗 +(-i)m'Hm+m,(kR)cos(3m + m')1r

･2孟忠 (H-- - I(th kR ,cos(- 小 ( - 1 )-'H巾 ,(伽 ,cos(-W,)]
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となる｡よって,Al対称性では,

detM(̂1)(k)-0

を満たす k-k,eBが散乱共鳴を与える｡

(3.25)

4 結果および考察

4.1 量子論と半古典論による計算結果の比較

式,量子論では (3･25)式を解くことによって得られる｡これらの数値計算の結果を図4･1

-4.5に示す｡ただし1章で述べた通り,α=1に固定している｡

図4.1ではR=6の場合について,周期 1のみを考慮した半古典論の結果と量子論の結
果を比較している｡同様に図4.2,4.3ではそれぞれ周期 2まで,周期 3までの結果と量子

論の結果を比較している｡これらの図より,半古典論で考慮する周期をあげていくと量子

論との一致はよくなっていき,tim(k)Iの小さいところでは,周期 3まで取り込んだ半古典

論は量子論の結果を十分再現できることが分かる.しかし,より詳細に見ると(i)llm(k)I

が大きい場合 (実軸から離れた領域),及び(ii)Re(k)が小さい場合 (虚軸に近い領域)で
は一致が悪い｡その理由を次に考察する｡

(i)Re(k)が小さい (エネルギーが小さい)領域 : 半古典論はhが十分小さいと仮定し
た時に成り立つので,波数が小さい,つまり低エネルギーのところで量子論との一致が悪

くなる｡

(ii)llm(矧 が大きい (滞在時間が短い)領域 : トレース公式 [(2･7)式】の計算では

q〝-q'の全ての古典軌道からの寄与を足しあげなければならないoしかし,実際の計算
ではdisk間における周期軌道のみを採用しているので,滞在時間の短いところで主に効い

てくる図4.6のような非周期的古典軌道は考慮されていない｡そのため粒子の滞在してい

る時間が短い領域での量子論と半古典論の一致は悪くなるものと考えられる｡

図4.4は R-12にして,周期 3までを考慮した半古典論と量子論の k,eaの比較であ

る｡R-12ではR=6に比べて diskの配置がより"フィラメンタリー"になっており,

滞在時間の短い領域 (lIm(k)Lが大きい領域)における一致の悲さが賦著になる｡

図4.5は,図4.4と同じR-12での半古典論による k,e.杏,より広い複素 k平面にわ
たって示したものである｡R-6では見えにくかったk,a.の分布の様子がある程度明瞭に
なっている｡k,C.は複素平面上でいくつかの周期構造が重って帯構造を作らていることが

分かる｡この図は4.3節で,3disk系での半古典論によるk,..との比較にも用いる｡

4.2 散乱共鳴点 k,esの異鎌分布関数を用いた解析

半古典論によるk,CBの複素平面上の周期構造を,累積分布関数を使って解析してみる｡
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図 4･1:Al対称性,a-1,R-6での散乱共鳴を与えるk,a. ｡ 量子論 による結果 (･)と半

古典論 (周期 1のみ)(×)による結果の比較を示す｡

●

X
X
●

X

●

●

■
●×

●
●

×

●

Y

nJ

X
'
●

X

●X

_●X●●

10 20

Re(k)

図4.2:Al対称性,a-1,R-6での散乱共鳴を与えるk," ｡ 量子論 による結果 (･)と辛

古典論 (周期 1+2まで)(×)による結果の比較を示す0
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10

Re(k)

図4.3‥Al対称性,a-1,R-6での散乱共鳴を与えるk,ea ｡ 量子論 による結果 (･)と半

古典論 (虐期 1+2+3まで)(×)による結果の比較を示す｡

Re(k)

図4･4:Al対称性,a-1,R-12での散乱共鳴を与えるk,es｡ 量子論 による結果 (･)と

半古典論 (周期 1+2+3まで)(×)による結果の比較を示す｡
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x x予 - N .:: H X:言 :～ p x J ∴ X X

xx x x J<

X
X

X

X

X x

図4.5:Al対称性,a-1,R-12での半古典論 (周期 1+2+3まで)によるk,C.
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図4.6:非周期的古典軌道の例

単位 Re(k)当たりの3-lIm(k,es)Iの累積分布関数h(I)は,

h(I)=(y2_l虹 00
argf(I+iy2)-argf(I+iyl)

2打(y2-yl)
(4.1)

で定義される(AppendixC参照)｡ここで y-Re(k),I-Ilm(k)lである｡R-12で
のh(x)を y2.を変えて (サンプル領域を広げて)グラフにしたものが図417であり,また
R-6とR-12との結果を比較したものが図4.8である｡また,分布関数dh(I)/dxを
y2-20,30,40,50に対して措いたものを図4.9(a)-(d)に示した｡
図4･7において,y2-30以上では3-0.05付近からh(I)が立ち上がっている.このこと
はdisk間に滞在する時間に上限("ギャップ")が存在し(すなわち,minLIm(k,eB)I-xgaP> 0
となる正定数 xg岬 が存在する),また,このギャップを与えるk,eBは20<y<30の間に
少なくとも一つは存在することを示している｡

図4.8ではR-12におけるギャップの方が R-6の場合に比べて小さくなっている｡

これは,古典論 (1章)から類推される結果と一致する｡すなわち.系がより"フィラメン
タリー"になると軌道不安定性が小さくなり,滞在時間の上限が長くなるのである｡

また,図4.9をみるとy2の変化に対して0.07<x<0.095の範囲では,大きな2本のピー
ク(帯に対応する)が徐々にならされていくが,そのピークの裾 (0.05<ごく0.07, 0.095<

3<0･1)では,分布関数dh(I)/dxの値がy2と共に振動している｡このことから,複素平
面上のk,W はいくつかの周期構造が0.07<a<0.095で重なり合って帯構造を作っている
ように思われる｡
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Ⅹ-圧m(k)l

図 4･7:a-1,R-12での半古典論によるk,eBに対する単位 Re(k)当たりの JIm(k,eS)I
の累積分布｡サンプル領域依存性を示す｡

0.1

Ⅹ-口m(k)l

図4･8‥半古典論によるk,eSに対する単位 Re(k)当たりの IIm(k,es)Jの累琴分布(a-1
でのR-6とR-12との比較)｡y2-50の場合を示す｡
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y2-20 y2-30

Ⅹ-llm(k)l O･1 0 Ⅹ-llm(k】 0･1

(a)

y2-40

(b )

Ⅹ-けm(k)J O･1 0 Ⅹ-llm(k) 0･1

(C) (d)

図4･9:a-1,R=12でy2を変えた時の分布関数dh(3)/d串
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4.3 4disk系と3disk系との半古典論における散乱共鳴点の比較

最後に.4diSk系において得られた半古典論による散乱共鳴点 k,C.を.3di8k系の k,C.

と比較検討する｡ただし,ここでもAl対称性を持つ k,C.についてのみ議論する｡3disk

系での k,..は,Ga5pard,Riceらによって研究されている【4,5,12】｡図4.10は彼らによっ

て得られた3di8k系 (̀a=1,R=6)でのk,..を示し【121.図4.11はその黒帯分布関数を

示している【51｡
まF,複素平面上での k,..の分布を比較する(a-1,R-6)｡

25 .Reh 50

図4.10:GaSPardとRicelll】によって得られた,3harddiSk系 (a-1,R-6)での散乱

共鳴を与えるk,.. ｡ 黒丸 (･)が半古典論による,Al対称性を持つ k,..を示している｡

本研究により得られた結果 (図4.5)と図4.10とを比較すると,4diSk系は3diSk系より
複雑な周期構造を持っていることが分かる｡5

また4diSk系では3diskと異なり,大きく分けて2本の帯構造が現れることも指摘さ

れる｡これは3di8k系における粒子のdiSk間行程距離は大まかにRのみに依存するが,

4disk系ではRとveRの二つの長さによって特徴づけられことによると考えられる｡

次に,図4.11と図4.8を比較すると,a-1,R-6における3disk系でのギャップは

約 0.14やあるのに対して,4disk系では約0.08となっている｡ギャップの値が小さいと

いうことは粒子のdiskによる閉じ込めが大きいということを示しているので,3disk系よ

り4diSk系の方が閉じ込めが大きいことが分かる｡これはdiSkの幾何学的配置からも直

観的に理解できる｡

8ここでは3di8k系と4di8k系の,複素平面上におけるk,..の分布棟造だけを議論するため,その構造

がより明らかであると患われる図4.5(a=1,R=12)を図4･10(a=1,R=6)との此掛 こ用いた｡この議
論において.Rの違いによる定性的差異はない｡

-103-



奥田 敏弘

図 4.ll:Gaspa,dと Ricel51によって得られた･半古典論による 3harddisk系

(a=1,R=6)でのk,.･ の累積分布関数 ｡h(3)の蛸 が周期 2までの半古典論による
k,C.の累積分布関数に対応する｡
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5 結論および今後の課題

本研究により,得られた結論を以下に示す｡

(i)C4V群に属する4harddisk系では,半古典論において周期 3まで考慮すれば,滞在

時間の比較的長いところ (llm(k,es)Jが小さいところ)では量子論の散乱共鳴点 k,es
を十分に再現できる｡

(ii)系のアスペクト比が小さくなると,古典論からも類推されるように軌道の不安定性が

増し,disk間に長時間閉じこめられる状態の数は減少する｡

(iii)累積分布関数を用いて散乱共鳴点を考察することにより･3disk系と同様に 4di_sk

系でも滞在時間に上限 (ギャップ)が存在し,無限にdisk間に束縛される粒子は存在
しないことが分かった｡また,その値を3disk系のギャップの値と比較することによ

り,4disk系の方が粒子の閉じ込めが大きくなることを定量的に示した0

(iv)3disk系と異なり,4disk系ではdisk間行程距離がRと1βRの二つの長さによって

特徴づけられるため,Ilm(k,eB)｢1っまり粒子の滞在時間がいくつかの帯構造を持つ｡

半古典論の実際の計算では完全な周期軌道しか考慮に入れられないため,本来の目的で

ある量子論との一致は,粒子の系の中での滞在時間の長いところ(FIm(k,es)Iが小さいとこ

ろ)でしか合わない｡また,本研究では取り扱わなかったが3disk系での 散乱共鳴点 k,es

の分布は,Re(k)et75で実軸に沿ってかなり収束していることが分かっている[12].よっ
て今後の課題としては,次のような事柄が挙げられる｡

(i)disk間周期軌道以外の軌道も取り込める理論の構築｡

(ii)Re(k)のもっと大きいところ(Re(k)>20)における散乱共鳴点の複素 k平面での分
布妄考察することによる,散乱共鳴の大局的性質の解明｡

(iii)十字路問題での細線における粒子の半古典量子化｡

(iv)同じ4disk系でも,3diskの中に1つのdiskを配置したようなC3V群に属する-4
harddisk系での粒子の散乱問題｡

本研究は,上記の課題に着手する上で基礎的知見を与えるものである｡数理科学及びメ

ゾスコピック系の物性の問題の接点にあるこの系の研究が,本研究を基にさらに発展する

ことを期待する｡
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A 局所的 Lyapunov数の計算

古典軌道の例として,周期3の"022"軌道の概形を示す｡図A.1より,

図A.1:古典周期軌道の例 ("022")

y = (JER-a-8(芸-?)〉2･(aSin(芸一甲))2
2R2-2aR

である｡また,正弦定理より,yとpの間には
y R-a8inp

珂 =~両
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の関係がある｡ここで,coSや-3とおくと,

2yxJi7 1R+al斤= 諺 -o

となる｡上記の方程式を解くと,3-CO叩 の値が得られる｡それにより,

coS(V･1)-1
cos(甲2)-X
co8(p3)-X
t022(12)=y-a
Lo22(23)-R-2aX
to22(31)=y-a

の値が得られる｡対称性を考慮することによって周期 3まででは,14個の周期軌道があ

る｡これを,図A.2～A.5に示す｡
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"o"軌道

"1"軌道

"2"軌道

図A.2:周期 1の古典周期軌道
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"01"軌道

"02"軌道

"12"軌道

図A.3:周期 2の古典周期軌道
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"001"軌道

℃̀11"軌道

"002"軌道

"012"軌道

図A.4:周期 3の古典周期軌道 (a)
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"021"軌道

(̀112"軌道

"022"軌道

"122"軌道

図A.5:周期3の古典周期軌道 (b)
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B 量子論での計算の詳細

量子論 (3章)でのS行列の導出における計算の詳細をここに示す｡以下の議論のために,
グリーンの定理を適用する領域かとその境界を図B.1に示す｡

(a) (a)

図B.1:グリーンの定理を適用する蘭域か.とその境界

B.1 点 γが disk境界上にある場合 ■

この場合の点 7･は図B･1(a)に不してあ声｡7･-7･5,つまり領域D上にない時,(3･4)式
の左辺は恒等的に0である｡

I;DdS'lVkt(r')∇'G(P,r')-a(T,r')VIQkL(r')]-0

fa..DdS'lVkL(r')∇′G(r,,,r')-a(r3･,r')V'vkL(r')]
-,if8,,DdS,,･･lG(r,.･r,,･･,∇,vkL(r,)】

よって,

(B.1)

(B.2)

となる｡周積分は5つの部分に分けられる｡1つはJ‰D上で後の4つはdiskの境界の近

傍である｡計算の最後で,a,･･Dは境界上の点への壌隈をとる｡ここで,qlkL(r)-0となる｡
まず｣遠方における周積分,ら(rJ)を評価する｡Bessel関数の加法定理

+oo

Jv(W)eivx-∑ Jv+A(u)Jk(V)e''kak=_oo

を使うと,伝播閲数 (3･5)式は

G(r,･,r′)-去mi# (kr')J-(kr,･)expli-(Qrj- Qr,)]
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のようになる｡ここで,ん,,4,5はr',r,･の極角である｡十分大きいr'での伝播関数の漸
近形は,

G(rj,r,,-～去(孟 )1/2m'__≡∑et'(A,I- /2IT/4)Jm(kr,I)ei-(dr,･-ir,)
その勾配は,

8,JG(rj,r')eike(r,･,r')

となる.(3･2)式より,qlkL(r′)の漸近形は,

qlkt(r)ct

ただし,

1 ‡nco
≡ le-qk'-L'q21"/4)SLL,+症(kr-LIT/2-q/4)]et-L's

(2汀kr)1/2,,=f霊 L)

輔 (r')+I,iP(r′)

輔(r')-

唖 (r′)-

1 土竺
∑ e-i(k'-t'72lq/4)6LL,et'L'i

(2汀kr)1/2..=t n
l 土竺

∑ sLL･ei(k'~L'q/2-q/4)e''LlQ
(27'kr)1/2,,=tu

である｡また,r'-∞ の漸近形で,tFkL(r′)の勾配は(B･6)式と同様にして,

8,,qlk,(r′)空Iikqltl)(r′)+i紬iP(r')

となるから,Icx,(r,･)は,

Icy,(rj)

-fad dS′lgkL'r').∇′G'r31,r''-G(r3･,r')∇′vkL(r'']
-fa..DdS'[(VFt'(r′)･蜘 '))ikG(rj,r')

-a(P,･,r')(-ikqlH)(r')+ikqlt3)(r'))1

-fa00｡dS'2ikG(r3･,r')蜘 ')
孟 旦 ei'k,I-mq/2lq/4'J-(kr,･)et'-'Qrj-Qr･'

a,皇e-"kr'-L'q/2-T/4'6LL,e･-Lldr,]
2打×去et''dr,IJL(kr,･)
JL(kr,･)et'LQr,.
+oo

e叫 ∑ JL_m(ks)Jm(ka)et'mC,'
m=一〇〇
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となる｡ここで最後の等号では, Bessel関数の加法定理 (B.3)式を使った｡

次にdiskの境界上の tPkLの勾配に対する(3･7)式を使って, diskの近くの周積分を評価
する｡Bessel関数の加法定理 [(B.3)式]を二回使って,
j-j'の時,

克DdS;.lG(r3･,rJ･,)VIQkL(rm-芸:EU L31-HLl'(ka)J-(ka)ei-Oj

j≠j'の時,

(B .10)

f8,.,DdS′,･,lG(rj,r'3･,)∇QkL(r'3")]
盟 +Ew Hm-m,(kR)Jm(ka)Jm,(ka)ALj,me･･mlC,･e-e"･Jt･f(3m -m,)Sr,･_jJlm｡d2,12impl,=-～
･冨 'Ew H---,(- )J-(ka)J-,(ka)A,i,met-,C,･e-C,･,I,t'-q6.i-,.,,m.d2,0(B･11)mlmJ=一〇〇

ただし,

ejj,-0,C3･j,--ejlJ･
e12- e23- e34- e41- e13- e24-1

である｡(B.9),(B.10),(B.ll)式を (B.2)式に代入するとA,

EIALj,mM,･,m,･m,e''mlo,'-E ctjm,et'mlo,3'lmlm ml

を得る｡

(B.12)

(B.13)

B.2 点 γが 領域 βの中の diskから十分離れたところにある場合

この場合の点 γは図B.1(b)に示してある｡この時, (3.4)式の Greenの定理は

左辺-/Dd2r'lQkL(r')(△′.k2)a(r･r')-G(r,r')(A'.k2)QkL(r')]
-/DgkL(r')6(r,r′)
- tFkt(r)

右辺 -faDdS'lgkL(r')∇'G(r,r')-G(r,r')V'QkL(r')]

- f8..DdS'lVkt(r')∇'G(r,r')-a(r,r')VIvhL(r')]

･,Sfa,.DdS;.[- ,∇′G(r,弓ト G(r,- kt(r"]
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であるから,

qlkL(r) fa加DdS'lVkt(r')V'G(r,r′)-G(r,r')V'Qkt(r')】
-,Sfa,DdSl.[- ,∇′- )】

となる｡& βにわたる積分は,(B.9)式と同様にして,

Ic.(r)-exp(ilQ,)JE(kL)

となる｡ a,.Dにわたっての積分は,(B･11)式と同様に行い,

f;,.DdS'lG(r･rl･)∇'叫 )]
1

石

1

読

+oo +oo

∑ nil)(kr)Jm(kr,･,)exp(im(4,,,I4,))∑ A',.,m･eimlo,''爪=-∞ mJ=一〇〇
+oo +∝)

∑ HLl)(kr)∑Jm.,,(ks)J,I(ka)è(-I-L')ej･et-m(d･,,-¢r)爪,m′=-∞ J′=-00
+oo

∑HLl)(kr)Jm.m,(ks)Jm,(ka)et'm(4･j,~Qr)A伽 ･
mlml=一〇〇
+∝'

∑H,(,1)(kr)J,,_Tm(ks)Jm(ka)et'L'(チrlQ･,I,)A,,.,mmJJニーoo

(B.16)

(B.17)

(B.18)

のようになる｡ただし,Besselの加法定理

Jm(kr,･･)e-1･m(4･j,-Qr,･･)-et･mdBj,+EW Jm+I,(ks)JL,(ka)e-iL･C,･･eiTE,
JJ=-oo

を使った｡(B･17),(B･18)式を(B･16)式に代入すると,

vkt(r,-eiEW (kr,一線 ,,'吉n_00At3･-HL'･1'(kr,e･'L''Sr-4･j･'JL,--(ks,J- (ka,

- .,=!J J･･(kr,6境 真:EU L,･-HL'Jl'(kr,L iL'sB,･･JL,--(ks,J-(ka,]
×eiL'Qr (B.19)

を得る｡ここで,J.I(kr),H.(,I)(kr)の漸近形は,

Jt･(kr)
l

一2
～一

H,(,1)(kr)竺 2

孟 【e-i(A,IL'q/2-q/4'+e"A,-L'JLq/4'],
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であるから,qlkL(r)の漸近形は,

1

QkL(･r)と 扇 eitQr

+oo
∑
JJ=一〇〇

+ei(k'-tJ打/21打/4)
〈

6tt,e-i(kTIL'q/2-q/4)

4 +∝〉

6,∫′+i打a∑∑A,,･mJ,,_m(ks)Jm(ka)e-iLlQ･,･,3'=1m=-oo

空 去 et'LQrEu l6L･,e-t'(kr-LIT/2-q/4'･扉 (kr-LIP/2-q/4'】e･rLQr (B･21)ll=100

となる｡ただし【(3･2)式との比較より】,

4 +∝l

S,,,-6,,I+i汀a∑∑A,imJ,,_m(ks)Jm(ka)e-t'LlQ･j,)'=17n=-く泊
である｡

(B.22)

C 散乱共鳴を与える点の分布関数

散乱共鳴を与える波数kの単位Re(k)当たりのlIm(k)Iの分布関数を求める.散乱共鳴
はRueueゼータ関数の零点で起こる｡このゼータ関数を

〟

(ll(-ik)-I(I+iy)-∑ bnexp(入n(I+iy))n=1 (C.1)

のように書き換える｡ここで,y=Re(k),x=-Im(k)である｡一般に(C.1)式はyの周
期関数であるから,

〃

I(I+iy)-∑Bn(I)exp(i入ny)
n=1

Bn(I)-bnexp(入nx)

と書き換えられる｡ここで,

(C.2)

(C.3)

である｡

ところで,図C･1のように複素平面上の長方形Cに含まれるf(I+iy)の0点の数は,

･(cl,x2".,y2)- ; fcdlogf(x･iy)

去fcdlloglf(IIiy)[Iiargf(x.iy)]
去fcdargf(xIiy) (C･4)

で計算できる【13】｡単位Re(k)当たりのxl<-lm(k)<x2に含まれるf(I+iy)の数肴

〟(∬1,才2)≡ lim
(y2-yl)-∞

N(31,32;yl,y2)

y2-yl
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0yl y2 y-Re(k)

_一一一十√ I

I=-Im(k)

図 C.1:(C.4)式で使われる複素平面での周積分

のように定義する｡十分大きい(y2-yl)に対しては長方形 Cの虚軸に沿った部分からの
寄与は消え,

H(xl,x2)-去【M(x2)-M(xl)]
となる｡ここでM(I)は複素ベクトルf(I+iy)の平均運動で,

1
M(a)≡ylimw;arglf(I+iy)]

である｡∬1-0とすると,求めるべき分布関数

h(I)≡ H(0,I)

lim
(y2-yl)-∞

argf(I+iy2)-argf(I+iyl)
27T(y2-yl)

(C.6)

(C.7)

(C.8)

を得る｡
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