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Aczel[1]により整備された非有基的集合論を紹介する｡それに基づいて､知識の論理がどのよ

う解釈できるかを解説し､それを通して､非有基的集合論における基本的な道具 (集合方程式系

の解の存在と一意性 ･余帰納法)の使い方を例示する｡

1 知識パズル

MuddyChildren'sPu2;2:le (cf.[3])

11人の子供が外から教室に戻ってきました｡一人を除いて､どの子の顔にも泥がついていま

す｡どの子 もほかの子の顔が汚れているかどうかは見てわかるのですが､自分の顔がきれいか

どうかはわかりません｡そこに先生がやって来てみんなを見ると言いました :

(1)｢顔に泥が付いたやつがいるぞ｡｣

そして､｢よし､これから頭の体操をしよう｡ まず､みんな目をつぶって｡｣といってから

(2)｢自分の顔が汚れているかどうかわかるものは手を挙げて !｣
と言いました｡そのあと､次のように間を繰り返しました :

●手を挙げる子がいたら､｢わかったやつがいるぞ !｣と言ってから､質問 (2)をする｡

●手を挙げる子がいなかったら､｢なんだ､わかる者は居ないのか｡｣と言ってから､質問 (2)

をする｡

さて､子どもたちの応答はどのような経過を辿るでしょうか?

知識論理式を用いたパズルの表現 次のような記号列 (知識論理式と呼ぶ)を用いる (n-ll):

･hi∈(0,ll: hi-1は子どもpi･の顔に泥がついていること.

･h-(hl,･･･,hn)EE:-(0,1)n.

･K.･p:Piは情報 pを知っている.

･Kt･f:Piは関数 fの値を知っている.
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･Cp:Pt･はみんなの共通知識.

このとき教室内で起こった知識の変化は次のように記述できる｡ まず初期共通知識は Cpoであ

る､ただし

po:- î≠jK.･hj∧ ∧irKihi･

先生の最初の発言により､情報 pl:-∃ilhi-1】が公開される. そのあと車:-∨.P=lKihiが成 り立

つかどうかを公開することを続ける｡

2 非有基的集合論

G-(V,E)をグラフとする､すなわちE⊂VxV.写像 d:V-V (V は集合全体のクラス)

が G の飾りであるとは

d(V)-(d(W)l(V,W)∈E).

非有基性公理 (Aczel) 任意のグラフは唯一つの飾りを持つ.

この公理と､任意の集合方程式系が解を持つこととは同値である｡

無矛盾性定理 (Aczel1988) zermeroIFraenkelの公理系が無矛盾ならば､正則性公理を非有

基性公理に替えた公理系も無矛盾である｡

クラス作用素の最大固定点定理 クラスにクラスを対応させる作用素 ⅩL-+¢Ⅹ が集合的クラス

作用素であるとは､◎Ⅹ-UT⊂X鮎 が成 り立つことをいう (xは集合を動 く)｡集合的なクラス

作用素◎に対 して､J｡:-UixJx⊂如 )とお く｡

定理 :最大固定点定理

(i) J4,- ◎J4,,
(ii) Ⅹ⊂申Ⅹ=ニケⅩ⊂J4,.

余帰納法によるクラiの定義 上の定理により､クラス J=J.を次のような言い回しで定義す

ることができる :Jはx∈Ⅹ ==事x∈◎Ⅹ を満たすクラス Xの中で最大のものである. これを

余帰納的定義という｡

注意 :非有基的集合論との関係 最大固定点の存在定理に非有基性公理は不要だが､最大固定点

が空でないことを示すのに非有基性公理が必要なことが多い｡

非有基的集合論の意義 技術的には､初期条件のない (循環する)再帰式により集合を定義でき

ることと､クラスを余帰納的に定義できることが､非有基性公理の大きな効用である｡

応用的な意義の中で顕著なのは､循環する種々の状況を直接的に簡明に表現できるようになっ

たことであるムたとえば､ゲーデルの不完全性定理を非有基的集合論について示すときは､容易

にゲ-デル論理式を構成することができる. また､Barwise達 【21は ｢こわ文は正 しくない｣とい

うパラドックスを非有基的集合論に基づいて新 しい角度から分析している｡

また､プロセス理論にも非有基的集合論は簡明な基礎付けを与えた｡プロセスの持つ種々の再

起性が､従来､その数学的意味付けを込み入っていたものにしていたのだが､非有基的集合論に

より､プロセス理論全体が数学的に理解 しやす くなったと言うことができる｡
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3 知識論理のモデル理論

知識状態空間 S∈ni(Sの第 i一成分)を満たすような集合 S∈V n xE のなすクラスをu と

し､クラス作用素 Ⅹr-･Kn,EX を次のように定義する :

Kn,EX:-((powX)nxE)nu･

これは集合的であり､最大固定点クラスWn,Eを持つ.

知識論理式の解釈 知識論理式 p対してWn,Eの部分クラス lp]を帰納的に定義できる.たと
えば

lKif]- U 7rllpow (I-1V),
V∈Range(I)

lKiや]:-7Tl1powlp],

とおき､また､共通知識論理式 cpに対しては､部分クラス【Cp]⊂Wn,Eを集合的クラス作用素

Ⅹ -lp]∩7Tl-1(Ⅹnwn,E)n.･･∩7TnLl(Ⅹnwn,E)

の最大固定点クラスとして定義する.S∈【p]のときS巨pと書 く｡

公開化作用素 情報 pに対して､これが公開されることによりもたらされる世界状態の変化を

表現する公開作用素 rcp:[pトW を次の性質で定義する :

rcPS-(Fcや(7TISnlp]),-,FCv,(TnSnlp]),TES)

ただし､α⊂W に対 してFCやα‥-(FCpSIS∈α)とおく.出発点のないこのような再帰的定義
が可能なのは､集合方程式系の解の存在と一意性が 非有基的集合論により保証されているからで

ある｡･

注意すべきことは､ICplp]⊂【p]とは限らないことである｡すなわち､正しい情報 pが公開さ

れることにより､それが偽りとなることが有り得る｡

パズルの問詰の解釈 パズルは Wn,Eの次のような初期条件と遷移写像の下での軌道を問うも

のと解釈できる :初期条件は So∈【Cpo∧pl】である｡ 先生の最初の発言 (1)は､知識状態を

Sl:-fCpISo∈Wn,Eに変える.そのあと､ 入:Wn,E-Wn,Eにより､状態が遷移する､ただし

A(β):-

(喜

〈

Fc¢S ifS巨車
FCr4,S ifS巨｢車.

パズルの解答 入k(sl)を決定することができるが､ここでは次のことだけ述べておこう:定理

(【41)
(lQ ifk<8

Ak(sl)F ifk=9

LC(h-(1,1,-,1,0)) ifk≧10

すなわち､8回目まではだれも自分の顔が汚れているかどうかわからないが､9回目にそれが

わかる子どもがおり､1P回目以降は､全員自分の顔の状態を知っていることが共通知識となる｡

(実際には､9回目の時点で､顔が汚れている子どもは皆､自分がそうであることがわかる｡ そし

て10回目に､顔がきれいな子どもが､自分がそうであることがわかる)
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