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1 .はじめに

"ランダムネス",つまり"ランダムである"という概念はよく使われる概念であるが,こ

れをきちんと数学的に定義しようとすると,なかなか難しい.このための有用な道具の一つ

に Kolmogorovcomplexityがある･本解説では,この Kolmogorovcomplexityにもとづく

"ランダムネス"の定義について述べる.Xohogorovcomplexityは,アルゴリズム (計算手

順,あるいはコンピュータ･プログラム)という概念を道具としていろいろなものが持つ本

質的な情報の圭を計ろうとするものであり,これに基づ く"ランダムネス"の定義は,ある

意味で一番きつい定義といえるであろう.

2 Kolmogorovcomplexityとは

我々は,"ランダムネス"を定義する対象としては,(有限)ビット列,つまり0,1からな

る有限列のみを考えることにする.いま,次のような3つの長さ1000ビットのビット列を

考えて見よう.

(1)01を500回ならべたビット列 xl,

(2)円周率打の小数点以下の値の2進表現の最初の1000ビット∬2,

(3)物理乱数から生成した1000ビットのビット列 33･

直観的にいえば,この3つのビット列については,31,32,X3の順にだんだん "ランダムネス"

が増大している,といえるであろう.

直接この `̀ランダムネス"を定義しようとするかわ リに,この3つのビット列の内容を

電話で他人に伝えようとする時,どれぐらいの時間 (いいかえれば電話料金)がかかるか,

ということを考えて見よう.まず xlについては,単に "01を500回並べたビット列"とい

えばよいから,極めて短い時間で伝えることができる.x2についても,"円周率汀(あるいは

4tan-ll)の小数点以下の値の2進表現の最初の1000ビット"と伝えればよい.それには

xlの場合に比べ少し余計に時間がかかるであろうが,それほど大変ではない.それに比べ

33の場合は,その内容をそのまま電話口で読み上げるというのが,結局いちばんよい方法

であろう･したがって ∬1,∬2の場合に比べ,ずっと長い時間が必要であろう･つまり,ビッ

ト列を具体的に記述しようとするとき, xl,x2,X3の順に記述が長 くなることになる.
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ビット列 Xの Kolmogorovcomplexityti,この "ビット列の記述の長さ"というものに

着目してビット列が含む本質的な情報の圭とでもいうべき圭をとらえようとするもので,

K(I)-3の記述の長さの最小値

として定義される.ただしこれがちゃんとした定義になるた_C)には,"記述"という青葉を

きちんと定義しなければならない.

次の2つの条件を満足するようなPascalプログラムPを,解釈プログラムと呼ぶ.

(兼件 l)pはビット列を入力として受けとり,ビット列を出力として出して停止する.た

だし入力によっては,停止しないでいつまでも計算を続けてもよい.

(条件2)ビット列dを入力としてPに与えた時にPが停止すれば,dの後に1個以上のビッ

トを付け加えたビット列をpに与えると,pは決して停止しない.

入力ビット列 dをpに与えるとPがビット列xを出力して停止する場合には,dは (解

釈プログラム Pにおける)xの記述であるということにする.またdは (解釈プログラムp

における)正しい記述である,という.pが停止しないときには,dは (解釈プログラムP

における)正しい記述ではない,という.条件2は,正しい記述の後に1個以上のビット列

を付け加えると,もはや決して正しい記述にならない,ということを意味している.この条

件を付け加えるのは,2つの正しい記述 d,d′を並べて得られるビット列 dd'が与えられたと

き,それから元の2つの記述d,d'を復元することを可能にするためである.

Pが解釈プログラム,xがビット列であるとき,Kpascal.P(I)を

KpadCal,P(可-解釈プログラムPにおけるxの記述の長さの最小値

と定義する･ただし解釈プログラムPにおけるxの記述が存在しない島台に臥 Kpascal,p(I)

=∝)と定義する.

問題は,解釈プログラム Pとしてどのようなものを選ぶべきか,ということであるが,

次の結果が成 り立っことより,これは解決される.

定理 1次の条件を滞足するような解釈プログラムRUが存在する ;どのような解釈プログラ

ムPl手対しても,すべてのxに対して

Kpascal,Pu(I)≦Kpascal,P(I)十C

がなりたっような定数 Cが存在する.

この定理の条件を滞足する解釈プログラムIbを.万能解釈プログラムと呼ぶ.定理 1は,

万能解釈プログラムpUから作られる関数 1i'pぉ al凡(I)は,定数以下の差を無税することに
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すれば･あらゆる解釈プログラムpに対する関数 KpaS仏),P(I)の中で最小である,というこ

とを意味している.そこで,ある万能解釈プログラム BUを運んで固定し.このPUに対する

関数 Kpascal,Pu(I)をKpaBCal(x)で表すことにする･

PU,PLが共に万能解釈プログラムであれば,ある定数 Cが存在してすべての xに対して

IKp舶Cal,Pu(x)-Kp舶 C&I,PL(3)l_<Cが成 り立つ･従って･定数の差を無視することにすれば･

関数KpaBCal(3:)は,万能解釈プログラム RUの選び方にはよらない･

Pascal以外のプログラミング音譜に対しても同掛 こ･Kc(I),Kli8｡(I),KasSemble,(3:)など
を定義することができるが,例えば pascalとCの組合せに対し,次の結果がなりたっ.

定理2すべてのxに対し

IKpascal(I)-Kc(I)l≦C

がなりたっような定数 Cが存在する.

プログラミング言語の他の組合せについても,同様の結果がなりたっ･従ってKpascal(x)と

いう関数は,定義にはPascalという特定のプログラミング音詩を用いているちのの,Pascal

には依存しない普遍的な概念であることがわかる･そこでこのKpaseal(x)を単にK(I)で表

し,ビット列 3:のKolmogorovcomplexityと呼ぶ･

3 有限列のランダムネス

ビット列 xが直税的な意味で "ランダム"なら,その記述は実質的に xの内容を直接指

定することになり,どのように工夫しても,記述の長さをあまり小さくすることはできない

であろう.一方もL xが "ランダム''でないなら,37はある意味での親RfJ性なり冗長性なり

を持っているであろうから,そのことを利用して3;の短い記述が可能であろう.従って､,I

が "ランダム"ならK(I)の値は大きく,そうでなければK(I)の債は小さいであろう.この

ような意味で,K(xHまxの "ランダムネス"を表しているといえる･それでは次に,K(I)

はどの程度の大きさの圭であるのかということを,もう少し具体的に粛べてみよう.以後,

ビット列 xの長さをnで表すことにする.

まず xの記述として,"Xの内容をそのまま融す''というものがある.ただし入力 3:をそ

のまま出力するPascalプログラムplは,条件2を溝足しないので解釈プログラムにはなら

ない.そこで少し工夫が必要である.ビット列 xに対し,次の3つのビット列を順にならべ

て得られるビット列をrep(x)で表す ;(1)n (xの長さ)の2進表現からOをooで,1を01

で置き換えて得られるビット列'(2)1,(3)Ⅹ･このrep(I)が入力として与えられれば3:を

出力して停止し,入力がrep(I)という形をしていなければいつまでも停止しない,という
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pascalプログラムP2は,解釈プログラムである.このP2を利用することにより,ある定数

Cについて,K(3)≦n+210g2n+Cがすべてのxに対してなりたっことが示せる･この結

果は,K(3')≦n+log2n+210g21.0g2n+Cなどの形に改良できる･

一方,長さnのビット列のうちK(I)≦n-kを満足するものの比率は,1/2k-1以下であ

る.このことは,PUの正しい記述のうち長さがn-k以下のものの個数が1+2+22+‥.+2n-A

<2n-A+1を越えないことから直ちに得られる･例えば,K(x)≦n-21であるような xの比

率は1/220-1/1048576以下である･従って,K(I)の値がnに比べて大幅に小さV_､ような x

は,"異常に短い記述を持つ"という意味で "非ランダム"である.例えば次の条件がなりた

つ場合には,後の場合ほどxは"非ランダム"であると考えてよい :(1)K(I)-n-1og2n,

(2)K(I)-n-vG'(3)K(I)-n/2'(4)K(I)-vG'(5)K(I)-log2n'(6)K(I)三

log210g2n･

xが何らかの親則性や冗長性を持つ場合には,K(I)の僧は小さい･例えばxが0101‥.

01という形のビット列である場合や,円周率打の小数点以下の借の2進表現の最初のnビッ

トである場合を考えてみよう.このような場合には,xはその長さnだけで完全に決まって

しまう･従って,ある定数 Cについて K(I)_<log2n+210g210g2n+Cがなりたち,K(I)

の値は非常に小さい.

もう1つの例として,xに含まれる1の比率が0.51以上であるという場合を考えて見よ

う.長さが nのビット列は全部で2n個あるが,その中で上の条件を満足するものの比率は

e-(1･9999)(0･01)2V元以下であることが示せる.従って,"そのようなものの中の何番目"という

記述を使用することにより,K(I)≦n-0.0002885～信 であることがわかる･従ってこの場

合も,K(I)の値はかなり小さい･

これに対し,長さnのビット列 xをコイン投げなどによってランダムに生成すると,例

えば1-1/1048576以上の確率でK(I)≧n-20であるようなxが得られる･

Kolmogorovcomplexityの応用として,K(I)の値を具体的に求めることにより乱数の検

定を行なったリ,K(I)の借が大きいxを具体的に求めることにより晶質のよい乱数を生成

する･というようなものが考えられる･しカサ ながら次の定理が示すように･K(I)の値を

具体的に求めることは極めて困難であり,Kolmogorovcomplexityをそのような目的に利用

することは,残念ながらできない.

定理■3ビット列 xが与えられるとそれに対するK(I)の値を出力するようなアルゴリズム

(例えばpascalのプログラム)は存在しない.

-659-



研究余報告

4 無限列のランダムネス

Kolmogorovcomplexityにより,有限列のランダムネスを定義することができた.しか

し,無限列のランダムネスが問題になることも多い.本筋では,Martin_Lafランダムネス

と呼ばれる無限列のランダムネスの概念を紹介する.有限列の場合と同様,無限列としては

無限ビット列のみを考える.

xが無限ビット列の集合であるとき,oまたは1を等確率,独立に繰 り返してランダム

に選ぶことにより生成した無限ビット列がxに含まれる確率を,IL(X)で表す･例えばxが

001で始まるような無限ビット列の集合であれば,FL(X)-(1/2)3-1/8である･またXが,
少なくとも1個の1を含み最初の1の後には必ずooが続 く,というような無限ビット列の

集合であれば,xは100,0100,00100,… のいずれかで始まるの形の無限ビット列の集合であ

るから･p(X)-1/8+1/16+1/32+‥.-1/4である･
無限ビット列の集合の無限列 x.,xl,x2,… で,

● Xo⊇Xl⊇ x2⊇,-I

･ IL(X.I)≦1/21'

という2つの条件を満足するようなものを,しぼり込みと呼ぶことにする.またしぼり込

み X.,Xl,X2,...は,次の条件を満足するアルゴリズムPが存在するとき,アルゴリズムに

よって生成できるという.

● pに自然数 iを入力として与えると.Pはいつまでも動き続け,ことなる有限ビット

列 S.･.,a.･1,Si2;...を次々と出力してゆく.ただし,ある時点から後,全 く何も出力しな

くなってもよい.

｡ XJは,Pにiを入力として与えたときの出力である有限ビット列 S.I.,sil,S.･2,… のい

ずれかで始まをような無限ビット列の集合になっている.

無限ビット列αは,アルゴリズムで生成できるようなどのようなしぼり込みX.,Xl,x2,

… に対しても,ある iから後の Xi,Xi+1,-.に含まれなくなるとき (つまりα¢∩.･X.･で

あるとき),一Martin-I.afランダムであるという.そしてMartin-Lafランダムでないとき,

Martin-L6f非ランダムであるという.

いくつかの例で,直親的な意味でランダムでない無限ビット列がMartin_Liif非ランダム

であることを確かめてみよう.

まずα-α1α2.‥が,010101… とか円周率打の小数点以下の値の2進表現のように,ア

ルゴリズムに'よって計算できてしまう場合には,明らかにαはMartin_Laf非ランダムであ
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る.この場合 x.･としては,ala2… at.で始まる無限ビット列の集合を選べばよい.別の例と

して,αの中にoよリ1の方が顛末に出現する場合を考えて見よう.例えば,αのどの長さの

頭部においても1の比率が0.51以上であったとする･この場合は,長さがf(i)以下のすべ

ての頭部において1の比率が0.51以上である,というような無限列の集合をxiとして選ぶ

ことにより,αがMartin-Laf非ランダムであることが示せる･ただしf(i)-(i/0.0002885)2

である.

上の2つの例では,αのビットを具体的に求めることができる (1番目の例の場合),あ

るいはαの中の0,1の分布にくせがある (2番目の例の場合),ということを利用することに

よって,αをいつまでも含み続けるようなしぼり込みX｡,Xl,… をアルゴリズムによって生

成することができた.しかしαが直観的な意味でランダムである場合には,このように利用

できる特徴がなく,αをいつまでも含み続けるしぼり込みX.,Xl,… を作るには,αのビッ

トに関するある意味で無限の情報を知っていることが必要であり,そのようなしぼり込みを

アルゴリズムによって生成することは,むずかしそうである.

Martin-Lafランダムネスは,次の定理が示すように,Kolmogorovcomplexityによって

も特徴づけることができる.

定理4無限ビット列αに関する次の2つの条件は同値である.

(1)αはMartin-Lafランダムである･

(2)ある定数 Cが存在して,任意のnに嘉してK(｡n)≧n-Cがなりたつ.ただし｡nは｡

の長さnの頭部を表す.

5 ランダムな無限列の具体例

xをMartin-Lafランダムな無限ビット列の集合とすると,FL(X)-1であることがわかっ

ている.従って,"ほとんどすべての無限ビット列はMartin_Lafランダムである"というこ

とができる.しかし,Martin-Lafランダムな無限ビット列が多いからといって,Martin_Laf

ランダムな無限ビット列の具体例を示すのが容易であるとは限らない.

G.Chaitinは,0-∑(2-JdlJdはPUの正しい記述 )という式で定義される実数Oの2進

表示である無限ビット列がMartin-L6fランダムであることを申した･Slは･fL((αIαは入力

としてPUに与えるとRUが停止するような有限ビット列で始よる))という僧でもあるから,

"ランダムな入力をpUに与えたときにPUが停止する確率"といいかえてもよい.アルゴリズ

ムによって計算できる無限ビット列はMqrtin-Lafランダムではないから,0-∑†2lldlJd
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は RUの正しい記述 1.というOの定義は･値を定義してはいるが･その2進表示を計算する

アルゴリズムまでは示していない定義,であるということになる.

ChaitinはこのSlをさらに変形して,exponentialdiophantinee_quationと呼ばれる基数論

の問題にMartin-Liifランダムネスが現れることを示した.

自然数を値にとる変数 xl,x2,… と自然数を表す定数から,加算+,乗算 ･,#乗演算を

有限回適用して得られる2つの式 f(xl,X｡,‥.,Xn),g(xl,32,...,Xn)を等号-でつないで得

られる

f(xl,x2,･･･,Xn)-9(xl,x2,･･･,Xn)

という形の方程式を,exponentialdiophantineequationという･例えば

32(rl巾233T4)2+I;2+1-x主6+(xl+x2)車 1

はその例である･フェルマーの "定理"は,exponentialdiophantineequation

(I.+1)C4+3+(x2+1)C4+3-(x3+1)T4+3

が解を持たない,という主張にほかならない.

exponentialdiophantineequationが解を持つか香かを決定する問題は大変むずかしく,そ

れを一般的に解 くアルゴリズムは存在しないことが知られている･exponentialdiophantine

equationが有限個の解を持つか無限個の解を持つかを決定することは,さらに難しい問題で

ある･Chaitinは,1つのパラメタnと16962個の変数 x1,.‥,X16962に関するexponential

diophantineequation

f(n,xl,32,- ,316962)-g(n,Xl,X2,- ,316962)

で,各nに対し,この･f程式が無限個の解を持てばan-1,有限個の解を持てばan-0,.と

いう条件で定義した無限ビット列 ala2.‥がMartin-Lafランダムになるようなものを,具体

的に示した.この方程式は,左辺が約470,000文字,右辺が約420,000文字,合計約890,000

文字の,巨大なものである.
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