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Abstract

量子ドット系と呼ばれる人工的なメゾスコピック系において出現が予想

される分数量子ホール状態について､数値的厳密対角化計算により糸の性

質を調べるとともに､これまでに捷起された分数量子ホール効果に村する

理論､とりわけLaughlinの準電子励起措像の検証を行う｡量子ドット系に

おいてはこれまでの数値的な研究により,特定の仝軌道角運動量を持つ状態

が特別に安定な状態となること､さらにこれらの状態のうちい くつかの状

態は分数量子ホール状態に対応していることが知られている｡本研究では

これらの状態の安定性の起源を統一的に説明する｡

ー 1 32 -



数値的厳密対角化による量子ドット系の分数量子ホール状整_g)_研盈【

目次

1 序論

2 分数量子ホール効果

2.1 強磁場下2次元電子の 1体問題

2.2 ラフリンの波動関数 .

134

138

138

141

2･3 Jainの波動関数 . 144

2･4 粒子空孔対称性 ･ 147

3 定式化 148

3.1 モデルハミルトニアン . 148

3･2 基底の表現とハ ミルトニアン行列の生成 ･ 150

3･3 対角化の手法 ･ 151

3.4 物理量の計算 152

4 計算結果およびその解釈 154

4･1 エネルギー固有値 ･ - ･ 154

4･3 電荷密度分布関数 ･ - 156

4･4 二体分布関数 ･ ‥ 157

4･5 回転対称性と仝軌道角運動量 - 158

4.6 ラフリンの準電子励起描像の検証 .

5 まとめと今後の課題

6 謝辞

7 補遺 *)

7.1 クーロン相互作用に対する行列要素の導出

7.2 HaldaneのPseudoPotential

*)誌面の都合上､割愛させていただきます｡(編集部)

- 13 3 -

162



開 拓

1 序論

分数量子ホール効果(FQHE)はGaAs/AIGaAsのヘテロ構造の2次元系で､Tsui,Storlller

とGossard[1,2】らにより1982年に発見された｡分数量子ホール効果は低温強磁場下の2次元

系において観測され､抵抗率テンソルの対角成分の消失および非対角成分のC2/(hc)を単位と

した分数倍の量子化にその顕著な特徴が見られる｡実験においてはこのような2次元系を実現

するためにGaAs/AIGaAsの界面やMOSFETにおけるSi/Si02の界面の垂直方向に電場を印

加 し､この方向に対する電子の運動の自由度を凍結する方法がとられる｡ このようにして実現

された2次元系においては､分数量子ホール効果より前に整数量子ホール効果 (IQHE)と呼ば

れる現象も発見されている｡この両者に共通する点として､抵抗率テンソルの対角成分の消失

およびC2/(hc)を単位としたホール抵抗率の量子化が挙げられる.一方､重要な相違点として

は､IQHEは強磁場下でのランダウ準位の分裂によるエネルギーギャップに起因し､直接に電

子間の相互作用とは関係しないが､FQHEは電子間のクーロン相互作用が直接の原因となって

いることが挙げられる｡FQHEはIQHEよりもさらに強磁場下で観測されるためにランダウ

準位の分裂が強い｡従って､高位のランダウ準位の混成が弱いことがIQHEの事情と異なって

いる点である｡

分数量子ホール効果に対する本格的な理論的研究としては1983年にR.B.Laughlinが提起

した非圧縮性量子液体描像に基づ く変分理論 【3】がまず挙げられる0Laughlinはこれにより充

填率Z/-1/mおよびZ/-1-1/mの系列の説明に成功した.Laughlinに続きB.Ⅰ.Halperinl41

およびF.D.M.Haldane【5]が分数電荷を持つ準粒子の励起を仮定し､FQHEの出現する充填

率の分析を行い､いわゆるHalperin-Haldaneの階層構造を得た｡しかしながら､Halperinお

よびHaldaneの階層構造に現れる充填率に対 し必ずしもFQHEが観測されないこと､ホール

抵抗率の量子化の強さが説明できていないことなどを考慮すると､Halpcril1-Haldaneの階層

構造には未だ明らかではない点が多い｡

J.K.JainはComposite-FermionTheoryに基づき､Haldane,Halperinらと異なる階層構

造を得た【6]oHaldane,Halperinらと異なり､Jainは電子に対する変分波動関数を与え､完全

ではないにしろ〃-1/m以外の系列の説明に成功 した｡Jainの独創的な点は､次のような点

にまとめられる｡Composite-Fermionと呼ばれる相互作用をしない､Fermi統計に従う仮想的

な準粒子を考え､縮退した仮想的なランダウ準位間に､Composite-Fermionが励起されるとい

うモデルを考えた｡JainはこのComposite-Fermionの波動関数を最低ランダウ準位に写像す
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ることにより､励起状態における電子の波動関数をあからさまに得た｡さらにホール抵抗率の

量子化の強さを説明した【6,7,81｡

以上に挙げた幾つかの理論的研究に対し､その検証のための代表的な手段として､少数電

子系における数値的厳密対角化計算および変分モンテカルロ法による計算が存在する｡

Morf,Halperinらは変分モンテカルロ法を用いて比較的電子数の大きな系において､励起

エネルギーおよび2体分布関数を計算することにより､バルクにおけるラフリンの理論の正当

性を確かめた｡この研究により､ラフリンの提起した〝-1/mに対応する基底状態から分数電

荷を持つ準空孔が励起されるという描像 (準空孔励起描像)が正しいことが示さ･れた 【9]｡しか

しながら､準電子励起描像についてはラフリンの理論から得られる励起エネルギーおよび2体

分布関数と変分モンテカルロ法による計算結果が良い一致を見ないことから準電子励起描像自

身の正当性が疑われている｡

一方､数値的対角化を用いた研究 【10,ll,12]により､上述の変分理論に対する検証が為さ

れてきた｡具体的には基底状態からの励起エネルギーや､変分関数との重なり積分が計算され

ている｡その結果､少数電子系においてはLaughlinの準空孔励起理論やJainの理論が定量的

に正しいことが分かった｡対角化計算をこの系に用いる利点は､角運動量分布関数等の量子数

に直接関連した物理量が厳密に求まるため､いかなる素励起が生じているかの把握および考察

が正確に､かつ直接的に行える点にある｡

対角化計算におけるモデルとしてしばしば採用されている系のgeometryには代表的なもの

としてdiskgeometryやsphericalgeometry等が挙げられる｡sphericalgeometryは対称性が

高いため､対角化すべきハミルトニアン行列がサイズの小さな行列にブロック分解でき､多数の

電子からなる系を取 り扱えることから分数量子ホール効果の研究の初期の段階でしばしば用い

られた. しかしながらsphericalgeometryはdiskgeometryと異なり､現実の試料のgeometfy

には必ずしも対応していないことから本研究ではこれを採用しない｡そこで本研究においては

量子ドット系と呼ばれるdiskgeometryを持つ系において対角化計算を行い､これにより分数

量子ホール状態のこの系における性質を明らかにし､併せて従来の理論の検証を行うことをそ

の目的とする｡
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量子ドット系とは､近年の半導体作成技術の進歩により実現可能となった系であり､半導体

界面上に作成された人工的な量子井戸構造に閉じ込められたo次元の電子系を指す [131｡作成

された量子井戸構造には1電子からおよそ200電子までを閉じ込めることが可能である｡ 現在

ではGaAsや MOSの系においてそのサイズを適切に調節してドットを作成し､印加するゲー

ト電圧およびmodulationdopingのためのSi+古層の濃度を適切に選択することにより､ドット

内部に閉じ込める電子の個数を上記の範囲で意のままに調節することができる｡

量子ドット系を形成する量子井戸の代表的な宿道には2種類あり､1つは深部メーザーエッ

チング法によるドット構造､もう1つは電解効果法によるドット構造と呼ばれる｡両者の基本

的な違いは平面上のある領域に電子を閉じ込めるためのポテンシャルをどのような機構により

生じさせているかという点にある｡ 前者は閉じ込めポテンシャルをドットの表面ポテンシャル

により形成するものである｡ 後者は分子線エピタキシャル法 (MBE法)により形成された半導

体面上に､リソグラフィにより長方形の高精度なパターンを作成し､この面にNiや Cr等の

金属電極を蒸着により取り付けゲート電圧を加えることにより､空間的に一様でない電位を印

加 して電子を平面のある領域に閉じ込める構造である｡(図1参照)いずれの構造においても

電子渦としてSi+のデルタ層を含むGaAs層が存在する｡ この量子井戸を表す近似的な閉じ込

めポテンシャルとして放物線型のポテンシャルを用いる近似が適切であることが知られている

四 〇量子ドット内部の電子は電子間のクーロン相互作用と閉じ込めポテンシャルの競合によ

り分数量子ホール状態を時めとした興味深い性質をもつことが近年の実験 [151および理論的研

究 [16,17,181により判明し､注目を集めている｡

この系において測定された量としては､量子ドットのキャパシタンスのゲート電圧による

変化およびキャパシタンスのゲート電圧による微分等が挙げられる.ゲート電圧を変化させる

ことにより､フェルミ面が離散的なエネルギー準位を横切る時に､Si+のデルタ層の電子酒か

ら電子が補給され､キャパシタンスのゲート電圧による変化が大きくなる特徴がある｡これよ

り系のエネルギー準位が分かる【15】｡'また直線偏光した遠赤外線の吸収スペクトルの測定によ

り､電子が回転対称な放物線型のポテンシャルによって閉じ込められているという描像が正し

いこと､さらに量子ドットに閉じ込められた電子数が計測できることが判明している【19,201｡

本研究では､量子ドットを形成する閉じ込めポテンシャルとして放物線型のモデルポテン

シャルを用いる｡ハミルトニアンを系の保存量である全軌道角運動量によりブロック分解 し､

ランチョス法により数値的に厳密に対角化 してエネルギー固有値を求めた｡その結果､電子

が 5個以下の系で報告されていたように 【17,18ト 特定の角運動量を持つ状態は特別に安定
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化することが分かった｡これら5電子以下の系ではこのような魔法角運動量の系列として､

△〟-〟(〟は全軌道角運動量)の系列の存在が報告されていた｡本研究においては､さらに

6電子系および7電子系に対する厳密計算も行い､電子数が4から7の系において､新たな魔

法角運動量の系列として､△〟-〟-1の系列を発見した｡4-6電子系では､系列△〟-Ⅳ及

び新系列△〟 -〟-1が見受けられた｡一万､7電子系においては系列△〟=Ⅳが消失 し､

系列△〟-〟-1が安定な基底状態となることが判明した｡これらの魔法角運動量を持つ状態

に対し､1体軌道角運動量分布関数､電荷密度分布関数および2体分布関数を厳密に計算した｡

その結果､△〟-Ⅳの系列に属する魔法角運動量を持つ状態では､電子の空間的配置がⅣ回

対称になり得ることが分かった｡さらに本研究で発見した､△〟=Ⅳ-1の系列に属する魔法

角運動量を持つ状態では電子の空間的配置がⅣ-1回対称になり得ることが判明した｡これら

魔法角運動量の起因は､6電子以下の系においてこのような系の回転対称性とクーロン相互作

用にあることが､2体分布関数の厳密計算の結果に基づく考察により分かった｡また､これらの

魔法軌道角運動量を持つ状態のうちのいくつかは分数量子ホール状態(Z/-1/3,2/3,2/5状態

など)に対応 していることが知られている【211｡そこで､最も安定性が強いZ/-1/3状態を考え

ると､△〟-Ⅳの系列および△〟■-〟-1の系列の両方に属することが判明した｡〟-1/3状

態の安定性は､この状態が Ⅳ回対称性およびⅣ-1回対称性を併せ持てるため､その共鳴エ

ネルギーに起因しているのではないかと推論される｡

また､Laughlinの準電子励起描像の検証を行った｡準電子励起状態における1体軌道角運

動量分布関数の厳密計算により､電子数が7個以下からなる量子ドット系においては､ラフリ

ンの準電子励起描像に基づく結果と定性的に矛盾することが判明した｡この結果から準電子励

起描像はこの系における素励起の描像としては適切ではないことが明らかになった｡

本論文の第2章においては､これまでに提起された代表的な理論についてその基本的な考え

方を確認し､さらにこれらの理論により少数系で予想される現象について考察を行う｡ 第3章

においては問題の定式化を行い､数値計算により計算される諸々の物理量の定義および計算手

法について述べる｡第4章においては､ハミルトニアンの数値的厳密対角化計算により得られ

た､エネルギー固有値､1体角運動量分布関数､お.iび2体分布関数についての計算結果を示

し､これらに基づいて､先に挙げたこれまでに提起された理論の正当性の確認および量子ドッ

ト系における分数量子ホール状態について本研究により新たに得られた知見について述べる｡
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2 分数量子ホール効果

2.1 強磁場下 2次元電子の1体問題

強磁場下の2次元電子系においてはスピンの自由度は凍結されていると考えてよい｡した

がって､スピンは以後考えぬこととする｡ Z軸正方向に強さB(>0)の磁場が印加された2次元

系において､電荷-e(e>o)を持つ電子は古典的には次の運動方程式､

eβ.
rneX =-- y

C

eβ.
mey =- X

C

に従い､次の複素座標 Z - a･-iyおよび複素速度 i - i - i･Oを導入すると､複素表示された迎

動方程式は

I=-ill)cZ (3)

と表せる.i-0での初期複素速度をvo-VOT-ivoyとし､複素中心座標をC- C2-iCyと

すると､

I-C+浬 exp(-iwci)Uc

I- lCx+警 cos(uct)+豊 sin(wci)]

-i lCy一 驚 cos(wet)+警 sin(LJct)]

であるから､

となるo従って相対座標は古典的には-êzx孟 となることが分かるOただし､

êZ-(0,0,1)

(4)

(5)

(6)

である.次に量子論的に考える｡ベクトルポテンシャルとして対称ゲージのA--昔(-y,I,o)を採

用し､ハミルトニアンho-雪嘉b-+Si)2を考える.まず､次式で表されるdynamicalmomen-

tum演算子弁を番人するO-êzx鼓 は相対座標演算子である(ただし､ら-(0,0,1))【22,2310

Jヽ Jヽ ●′ヽ

7T=TT一 名7Ty

弁1.=-ih∇T+ 三生
C

打y=-ih∇y+三生C
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この演算子 弁x,弁yは次の交換関係 を満たす.I

lq̂訝 y]- ieh22

ただし､Pは磁気的長さと呼ばれる特徴的長さであり､

2-(芸)を

dynamica.1momentum弁を用い､次のボゾン演算子を定義する｡

a†-=孟(小 iTy)

このボゾン演算子は次の交換関係を満たす｡

【α,α†一-1

このボゾン演算子により､ハミルトニアンは次のように対角化される0

h-hue(a†a･喜)

従って､ 1体のエネルギー固●有値は

En-hue(n･妄)
である｡次にサイクロトロン運動の中心座標演算子､

A
C-CCliCy

C=2-
ik

m+wc

lec,cy]-i22

を定義する｡ 交換閲係は

(10)

(ll)

(12)

(13)

(14)

(15)

(18)

を満たす｡このサイクロトロン運動の中心座標演算子を用い､次の複素中心座標演算子 (ボゾ

ン演算子)を定義する｡

a-義 (ec･iey)

lb,bI】-1
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開 拓

を満たし､I- x-iyとすると､

8 -義(か 22£)

b† -義 (孟 -22g )

a･ニーi (芸.22g)

a† -需 122芸 ,

と表せる.また､ボゾン演算子aおよびbは

la,bt]-la,b]-o

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

を満たす｡これは古典的なサイクロトロン運動のエネルギーがサイクロトロン運動の中心の位

置に依らないことに対応している｡

(蛋.22£)h0-0

(孟+22品)Qo,0-0

により定義される､規格化された基底状態は

毎 -扇 exP(一芸 )

1

であり､規格化された励起状態は

恒m>-
(aT)n(bt)m

7t.!m!
lO,0>

と定義できる｡ これらの状態は直交性

<nmln'm'>-6nn16mm,

を満たす｡ 1体の波動関数は

4･nm(I)

(aT)n(bt)m

n!117.!
10,0>

(-i)n(2q222-･n-,･n.･)-iex,(% )(22芸 )nz-ex｡(一望 )
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数値的厳密対角化による量子ドット系の分数量子車-)レ状藍の_壁変_I

7T<n,mlz*zln,m>-27'22(n+m+1)

である｡ 系の面積は

(32)

である(これよりm --n,-n+1,･･･,∞)｡エネルギー固有値は､En-hwc(n+喜)である｡

従って､m に関し無限に縮退していることが分かる｡β- ∞ の極限では､ランダウ準位 (LL)

間の分裂が激しく､nで指定されるランダウ準位のうち､n=Oの最低ランダウ準位 (LLL)の

みを考えることが許される｡LLLに属する状態は

lOm>

exp(一謡 )

(33)

と表される.従ってLLLにおいては指数部分を除き､Zの解析関数でありZ*を含まないこと

が分かる｡ この時 1電子状態が 1つの量子数 m のみによって指定される準 1次元系が形成さ

れる.丘の定義を変えて､式 (22)(23)のi及び-iをとると上述のボゾン演算子aお手び畠を用

いて､位置演算子は､

2-JiL(a+aI)

Ẑ･-∨勿(bI+a)

と表せ､

lz,Z*1-0
を満たす｡原点のまわりの角運動量演算子は

L-A(blb-ala)

(36)

(37)

と表せ､式 (25)より､ハミルトニアンと交換するため､原点のまわりの角運動量は運動の恒量

である｡

2_.2 ラフリンの波動関数

GaAs/AIGaAs のヘテロ構造の2次元系七､Tsui,StormerとGossard【1,2]らによって1982

年に発見された分琴量子ホール効果 (FQHE)は､1983中 二R･B･Laughlinにより古典的プラ

ズマの類推を用いた非圧縮性量子液体描像により説明された｡ LaughlinはⅣ体の電子が互い
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にクーロン相互作用により反発し合う系の基底状態に対する変分関数として､次式で表される

いわゆるLaughlinの波動関数を導入した｡

〟

vm'zl,Z2,-･,ZN'-n (zi- Zj)-ex｡(-去呈lziI2)
i<3' i-1

(38)

ただし､反対称性からmは奇数である. 上式の表す状態はすべての電子対が相対角運動量m を

持つ状態であり､仝軌道角運動量〟 は

〟 =mⅣ(〟-1)
(39)

を持つ｡さらに2体分布関数はある位置に固定された電子の近傍で相対距離の2m乗に従うこ

とが分かる｡

Laughlinはこの変分関数の導入により〝-1/mの系列の説明に成功を収めた【3】｡上式で

表される系の基底状態は励起状態とギャップを持ち､Laughlinはこの励起が分数電荷土e/mを

持つ準粒子の励起であるという描像を考え､準空孔､及び､準電子の生成演算子として次のも

のを導入した｡

〟

bz｡ -n (zi- Zo)
i=1

〟

91o;∩(2芸-I.～)
∂

百石i=1

(40)

(41)

ただし点Z- zoに準粒子が生成されるものとする.従って､Z/-1/mから準空孔または準電

子が生成された励起状態は､

〟 〟

Ŝzov-(zl,Z2,-I,ZN, -∩(zi-Zo,∩ (zi-Zj,-exp(一緒 zi.2,i- 1 i<j

〟

ŝzotq-(zl,Z2,-I,ZN, - eXP(一緒 zi･2,191(2品-zG,n(zi-Z3･,-i<j

で表される【31｡上式より直ちに､鹿点以外に準粒子が生成される時 (Z｡≠Oの時)､

<mISz.lm>#0

<mL矧m>≠o

(42)

(43)

であることが分かる. すなわち原点に準粒子が生成される時 (Z0-Oの暗)を除き､有限系で

は励起状態は基底状態と直交しない 【241.点zo(≠o)に準粒子が生成された状態を準粒子のも
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つ角運動量kで次の様に､

〟

ŜZ.甘m(zl,Z2,-,ZN) -∑ Z.ksk(zl,Z2,-,ZN)せm(zl,Z2,-･,ZN) (46)
k=0

〟

ŜZ.Iqm(zl,Z2,-,ZN) -∑ Z.･L･sl(zl,Z2,-,ZN)qm(zl,Z2,-,ZN) (47)
k=0

と展開する. ここで､ zoの展開係数

Sん(zl,Z2,･.･,ZN)せm(zl,Z2,･･･,ZN)

sL(zl,Z2,･-,ZN)せm(zl,Z2,- ,ZN)

は､励起した準粒子が角運動量んを持つ状態における電子の波動関数であり､各々の仝軌道角運

動量M'は､準空孔生成に対し､M'=M+N-kであり､準電子生成に対し､M′=M+k-N

(ただし､k-0,-,N)である｡上式を逆に解いて､電子の波動関数は

Skせm(zl,Z2,-,ZN) -

sLせm(zl,Z2,- ,ZN) -

(2m)k+17Tk!

1

(2m)A+1打k!

/.∞d2zozo･kexp(一望 ,負
(zi- Zo)せm(zl,Z2,-,Z万)

1∞d2zozokexp(-E ,負(2; - zo･,V-(zl,22,-,ZN,

とも表せる｡ 例として､6電子系のZ/-1/3状態 (すなわちN-6かつm -3)からの 1準粒

子励起が起こった時の電子の波動関数のうち〟/=46および〟/=44の波動関数を次式に挙

げる｡

S5せ3(zl,Z2,-･,Z6) --(zl+Z2+-.+Z6)× せ3(zl,Z2,- ･,Z6) (50)

廟 (zl,Z2,- ,Z6)ニー(芸 .孟 +.･･･か 3(zl,22,･.･,Z6) (51)

準空孔励起の描像については少数電子系における数値的厳密対角化計算による重なり積分の

結果【10】およびモンテカルロ計算による多粒子系での励起エネルギー【9]との比較により正しい

描像であることが確認されている｡Laughlinに続き､Haldane[5]はこれら〝-1/mから励起さ

れた準粒子がBose統計に従い､互いに短距離斥力で相互作用を行うものと仮定して〝-1/mお

よびU≠1/mである実験で観測されるほとんど全ての分数充填率を得ることに成功した｡

B.Ⅰ.Halpelin【4]も1984年に準粒子が分数統計に従い､互いに短距離斥力で相互作用する

ものと仮定することによって､Haldaneと同様の分数列の計算に成功 した｡

しかしながら､分数電荷を持つ準電子励起の描像の正当性が､数値計算ないしは実験によ

り確認されていない｡さらに実験結果に現れる分数の順序や安定性を説明できないこと､高次
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の娘世代においてあまりに多数の準粒子が励起されること､理論的に得られた分数充填率のと

きに必ずしもプラトーが見られないことなど明らかでない所が多いため､Laughlinの議論を再

考する必要性が高まっている｡

2.3 Jainの波動関数

J.KJainは縮退した仮想的なランダウ準位を考え､これら仮想的な準位間にComposite-

Fermionと呼ばれるFermi統計にしたがう準粒子が励起されると考えて､これをLLLに写像

することにより､実験で観測される充填率に関する分数列の順序およびホール抵抗率の分数量

子化の安定性の議論 【6,7,8】にかなりの成功を収めた｡

Jainの Composite-FermionTheoryの基本的な解釈について以下に述べる.Composite-

Fermionとは､クーロン相互作用により1電子にfluxを2ずつ付与されることにより生成さ

れるFermi統計に従う準粒子であり､クーロン相互作用はこのComposite-Fermionを生成す

るために使われ､従ってこれらComposite-Fermionは互いに相互作用をしない仮想的な自由

粒子として定義される (図2参照)｡これらComposite-Fermionは先に述べた縮退した仮想的

なランダウ準位間で励起される｡ 仮想的なランダウ準位のうち最低ランダウ準位にすべての

Composite-Fermionが属する状態はLaughlinの1/m状態に他ならず､これが基底状態を表す.

実際の電子の励起状態は相互作用をしない Composite-Fermionが仮想的なランダウ準位間で

励起された状態をLLLへ射影することにより得られる｡JainのComposite-FermionTheory
＼

によれば,◎1を丘lledLLLの波動関数とすると､実験により観測される分数列は､◎1に､以下

に述べる3種の演算子D,a,Lを作用させた後にLLLiこ写像することにより得られる 【8,25].

その結果､HalpPrin-Haldaneの階層構造に現れる充填率がすべて得られるo 従って､Jainの理

論に基づく階層構造にも実験に現れない分数充填率が存在する｡ それでもなお､〟-1/m状態

においてはLaughlinの波動関数と一致すること､ホール抵抗の量子化の強さをも説明しうる

ことは極めて重要であり､JainのComposite-FermionTheoryが Halperin-Haldaneの階層構

造よりも的確に分数量子ホール効果を説明することを示している. さて､次の演算子Dを導入

する｡
〟

b-n(zi-I,･)2 (52)i<j
か ま1電子にfluxを2ずつ付与 し､Composite-Fermionを生成する演算子である.また､

◎トU-飯 U (53)
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で表される演算子eは粒子空孔共役を表す演算子である｡したがって､U-1/'n状態にとの

演算子を演算 させるとU-1-1/m なるZ/-1/m状態の粒子空孔共役状態が得 られる｡ 更に

◎1+〟-L軋 (54)

の関係で定義される演算子LはConlPOSite-Fermionに対 し仮想的なランダウ準位を付加する

演算子であり､◎1で表される最低ランダウ準位 (LLL)にこれを演算させると縮退 した2七'の

仮想的なランダウ準位に分布するComposite-Fermionと呼ばれる準粒子の励起を考えるモデ

ルとなる｡各々の演算により､充填率は次のように変化する｡

Dn(V) --･
王ノ

2nz/+I

C(Z/) - 1lZ/

L(I/) - 1+Z/

例として2つのランダウ準位が縮退 したモデルを考える｡すなわち､◎1にiを作用させたモデ

ルである.このモデルにより得 られる分数充填率にはL,-2/5(bL◎1),U-2/9(b2Lol),Z/-

3/5(ebLOl)等がある｡

強磁場下でランダウ準位間の混成がなく､LIJLに全ての電子が属する状態において 1体の

波動関数はその指数部分を除き､Zの解析関数で表され､Z*を含まない｡一方､ n番目のラン

ダウ準位においては電子の 1体の波動関数はその指数部分以外にも一般に､Z*nの項を含んで

いる.そこで､波動関数をLLLに写像するためには2:*を含む項をZの解析由数に適切に写像

することが必要となる｡n-1の 1st-LLでは 1電子の波動関数はZ*の高々1次式であるが､

一般に次の項 Z*EzL+SをLLLに写像することを考える｡高次のランダウ準位まで含めた 1体の

波動関数¢J′｡は正規直交完全系を成すのでこれにより､

∫
Z*tzusexp(一等 )-∑ aE,QE,S(I,Z*)JJ=0

と展開する｡ここで,高次のランダウ準位まで含めた 1体の波動関数は,

QL･3(I,Zつ - 【2q2sl,!(i,･S)!r喜exp(筈 )×(£)EIzL'･sexp(-%)
exp(isO)～/!両†exP(-2)(争L賭)

- 14 5 -
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であり､ラゲ-ル陪多項式の直交性により､展開係数aLlは

αJ.-(-1)J′ 2打2叶2L ._(S+i)!l!
×

(l'+S)!l'!‥ (l-l')!

と求められる｡従って､十分大きなβに対 し､

坦 -o(去)αJl

(60)

(61)

であるから､ II=Oの項を､すなわち仮想的なLLLの項のみを考えれば十分である｡ この時､

Z*LzL･sekp(-筈)巴aoQos-exp(-2)[2;]tzL'S (62)

となり､LLLへの射影はZ*を形式的に2品 で置き換え､微分演算子は指数部分には演算させ

ないと約束すれば良いことが分かる｡

t個の準粒子が 1stLLにあり､S個の準粒子がLLLにあるとする時の電子の波動関数は､

◎2ts,i]-P ･n(zi-Z,,)2ex｡(一品 呈 Izil2'

Ⅳ

i<3' i-1

(63)

である｡ただしN=S+tであり､準粒子は原点に生成されるものとする｡PはLLLへの射影

演算子であり粒子数Nが十分大きく､さらに仮想申なLLLに十分多数の準粒子が属 している

時には､上述の理由により､Z*を2嘉 で置き換えれば良い.このときの全軌道角運動量M は､

〟 =S(S-1)+i(i-3)
+〟(〟-1) (64)

である.少数電子系 (N-4,5,6)で 1準電子励起 (i-1)が起こった状態とdiskgeometryま

たはsphericalgeometryを持つ､電子が互いにCoulomb相互作用をし合う系において､対角

化計算により求められた真の基底状態との重なり積分は0.99を越える｡

Jainの提唱した準電子が励起された状態の波動関数は､充填率Z/が1/mまたは1-1/mの

時阜除き､Laughlinやその他の提唱した波動関数とは異なっている[2610

共通する点は､対応する分数量子ホール状態における仝軌道角運動量が一致すること､〝ニ
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1/7n状態で両者が一致すること,さらに占有された1体の軌道角運動量の最大値が減少するこ

とが挙げられる｡

2.4 粒子空孔対称性

前節の粒子空孔共役演算子eは次式により定義される｡

◎1_I,(zl,-･,ZN)

CO./- d2zN+1I･･d12zN+Q◎ニ(zN+1,.･･,ZN+Q)◎1(zl,-,ZN+Q)

上式で表される演算子eをU-1/mの波動関数に作用させてみる｡

01_i(zl,･･･,ZN)帆

-/.∞d2zN･1･.･d2zN･斬 .i-Zh j,-exp(一品皇 ･zN･i-2)i=r
x ◎1(zl,Z2,.･･,ZN+Q)

この粒子空孔共役状態でのⅣ体系におけ る全軌道角運動量 〟は､

〟 = (N+Q)(N+Q-1)_mQ(Q-1)
2 ~2

(65)

(66)

(67)

である｡例として､書(e如 1)状態の全軌道角運動量を求めてみる[27].電子が U-1/3(如 1)

の時に占めていた面積と同じ面積を空孔がU-2/3の時に占めるとすると､

N+Q-mQ (68)

よって､Q-蓋 個の空孔がU-=2/3の時に生成される.充填率は熱力学極限において次式に

より定義される｡

〟(〟- 1)/2

N -= 品 M

したがって､1/m状態の粒子空孔共役状態における充填率は熱力学極限において､

Z/=lim

Z/= lim
N-ヰ∞

〟(〟-1)/2 . 11-
M m

- 1 4 7 -

(69)

(70)
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となる｡ 本研究においては有限系を扱うので､有限粒子系においてはI/を

工ノ= 〟(〟 -1)/2
〟

(71)

と定義することとする｡ 本研究において報告する結果は主に6電子系に関するものであり､こ

の電子系におけるU-1/3状態(N -6かつm -3の時)ではQ-3であるから､

Z/-2/3の仝軌道角運動量 Mは27であることが分かる｡

本研究の数値的厳密対角化の結果と比較すると､やはり占有された 1体の最大角運動量はZ/-

1/3の時と等 しい値 15を持っていることが分かった｡

3 定式化

3.1 モデルハミルトニアン

第一量子化表示でのモデルハミルトニアンは､

Jヽ
H-Ho+Vl+V2

ただし､各項は各々､

ho-去墓b･i･三A-i,2C
〟⊥

01-+盲meu2∑ lzil2
1

I.=1

･:-- -一三妻 士

1

(72)

(73)

(74)

(75)

ただしA--音(-y,x,o)である.また､ Z± x-iyと-おいた. 上記のモデルは放物線型のポテ

ンシャルによって閉じ込められたⅣ個の電子がクーロン相互作用により互いに反発しあうモデ

ルである｡このようなdiskgeor上letryをもつ系は以前から対角化によりいくつかの研究がなさ

れている【16,17,18】｡放物線型の閉じ込めポテンシャルが十分強い極限で0次元を表すこのモ

デルは半導体上に作成された量子井戸に閉じ込められた電子系を表す良いモデルとして考えら

れており､量子ドット系と呼ばれる｡

式(31)のLLLにおける1体の波動関数¢m(I)を用い､次の場の演算子を導入し､このモ

デルハミルトニアンの第2量子化を行う｡ただし､強磁場極限を考えているためLLい こ属す

る1体波動関数の線形結合をとる｡

○く)
i;(I)-∑¢m(I)am

m=0
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第2量子化されたハミルトニアンは､

00 00

h- ∑ <mlhoLm>aLam+∑ <mIOllm>aLam
m=O m=0

･ 喜mlmFm,m4<-1-2LO2L-3-4,aLlaL2a-3a-4
(77)

である. ただし､仝角運動量の保存則より､第3項目の和は､7nl+m2-m3+m4を満たす

ものに限られる｡なお､ハミルトニアンの各項の行列要素は

i-lhol- , -喜huc

1
<mlQIIm> -盲meu222(m+1)

<mlm2IV2lm3m4>

- (義)2-a (M-k)!k!(k+a)!(M-k-d)!
r(M -k+1)r(k+d+i)

r2(d+1)

･/.∞ dxx2dlFl'M -k･1;d･1;一言)1Fl(k･d･1;d･1;-誓, (80,

である(補遺を参照)｡ただし､

ml- M-k

m2- k

叩3- k+d

m4 - M-k-d (81)

とおいた｡ここに 1FlはKummerの合流型超幾何関数を表す｡<mlHolm>の項は定数項で

あるため､今後はこの項を割愛して考える｡ このモデルハミルトニアンにおいて現実の系に存

在する正の背景中和電荷が無視されていることは注意を粟する｡ クーロン相互作用と閉じ込め

ポテンシャルの競合により閉じ込めポテンシャルの強さがある領域にあるとき､量子ホール状

態が出現することが期待される. また､クーロン相互作用tT2の行列要素はHaldaneのPseudo

potential(Vm)[23,28,29】を用いると

<mlm2ltT2Im3m4>
4

- 6m1.m2,m｡.m4n(21himi!)-吉日声iil
m l+m2

･ ∑ (ml+m2)!m!Vm ∑

m=0 人
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xs(7,3)(mnI4A,)(ll,̂'
(82)

とも表せる.詳細は補遺を参照のこと｡ただし､2体の電子の波動関数の反対称性によりm は

奇数であり､

vmcoulomb
J7(2m)!

22m+1(m!)2

(m-1,3,5,-)

である｡分数量子ホール効果におけるZ/-1/3状態を研究する際に､1/3ラフリン状態がゼロ

エネルギーを持つ厳密な基底状態となるハミルトニアンを考えることがある｡ これは相対角運

動量が 1である電子対にのみ斥力が働 く相互作用を仮定 した擬ポテンシャルである｡クーロ

ン相互作用を相対角運動量mで展開し､m の和 (すなわち相対角運動量の和)をm -1で打

ち切 りvlのみを残しVm (3≦m)をゼロとする短距離化されたモデルポテンシャルを考えるこ

とに対応する｡ このモデルポテンシャルは HardcoreModel[12,23,281または ShortRange

Model(SRM)と呼ばれる｡SRM を数値的に厳密に対角化するとその基底状態として有限電子

系の第2量子化表示によるラフリン状態が得られ､モデルとして採用された系の基底状態との

重なり積分が計算可能となる｡ このために対角化による分数量子ホール効果の研究において､

しばしばこのモデルポテンシャルが用い■られてきた｡

vIHardcore一誓 , VmHardcore-o (- ,1)

である｡

3.2 基底の表現とハミルトニアン行列の生成

入iを一体の角運動量としたとき､角運動量の列､

【入1-[入1,人2,- ,人Ⅳ]

(85)

(86)

がⅣ体の基底ベクトルを指定する量子数である｡ただし入1<入2<- <入Ⅳとする｡これらを

用いて､

tl入】>-ailalA2-.aiNLO>

をⅣ体の基底ベクトルとする｡このとき､全角運動量が等しい2つの状態に対 し直交性

<lz/]Llp]>- blv),lp]
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が成 り立つ｡これらの基底ベクトルに対しハミルトニアン行列を生成する｡ ただし､仝角運動

量の保存則から､系の全軌道角運動量により､ブロック対角化が可能である｡ そこで､全軌道

角運動量を固定した部分空間で各々対角化を行う℃すると､

l◎o>-∑C刷 入]>
回

なる形で基底状態の固有ベクトルが得 られることになる｡

(89)

これまでに為された数値的対角化計算においては､対角化すべきハミルトニアン行列の次

元を下げるため､1体の角運動量に上限を入れるという近似が用いられることが多い｡この近

似を用いた計算はclosedboundaryconditionを採用した計算と呼ばれ､これを用いると分布

関数を正確に計算することが困難であった｡そこで本研究においてはこの近似を用いず､電子

系の素励起に開通した角運動量分布関数などを厳密に扱えるopenboundaryconditionを採用

して村角化計算を行う｡

3.3 対角化の手法

一前節までに述べた手法により､行列要素<lA]lHll入']>を求め､これを対角化する.

上記の基底を用いた表現で噂､ハミルトニアン行列のもつ対称性は全角運動量に対するものの

みであり､ブロック化された部分空間の次元は､Z/-1/3状態が基底状態となっていることを

確認するためには､6体で最大 2432×2432次元､7体で 16475×16475次元と非常に大きいも

のとなる｡ このような大規模行列の対角化の手法としてはランチョス法 [301が知られている｡

ランチョス法は行列を3重対角化する手法であり､大規模行列の積を伴うために全固有値

を求めるためには速度および演算回数の点で難点があるが､基底状態やいくつかの励起状態を

求めるためにはごく少数回の行列の積演算 しか必要とせず計算が高速に行える｡ このため､本

研究には通している｡ランチョス法により3重対角化された行列の固有値はスツルムの定理を

用いたバイセクション法 【30】あるいはQR法 【30】に~より容易に求められる｡

また､固有ベクトルを求めるにあたっては､逆反復法 【30】を主として用いたが収束をさら

に高めるために原点移動付き逆反復法をも併用した｡逆反復法で必要となる大規模行列 (ハミ

ルトニアン行列)の逆行列は共役傾斜法 (CG法)[30】を用いると､行列の次元に比べごく少

数回の行列の積だけで求められ(数万×数万の行列に対 し数十回程度)､計算の高速化の一端を

担っている｡ また相互作用の項を考えるとcoulomb相互作用が長距離力であるため､行列要

素のうち非ゼロ要素が極めて多 く存在する｡ 従って最も計算時間を要しているのはハミルトニ

アン行列の非ゼ由実素の生成である.
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3.4 物理量の計算

前節まででエネルギー固有値および基底状態が求まったので､本節では電荷密度および2

体分布関数および1体の角運動量分布を計算する｡以下､JOo>は基底状態を表すものとする｡

まず､1体の角運動量分布関数を求める｡ その定義は､

nm-<OolaLaml◎o>-∑ 仰 】l2<【l]laLamIll]>
【入】

であり､<[入】IaLamlll]>のうち､非ゼロ要素は､m∈ll]なる【入]のみである. ただし､

∞

M - ∑ <OolmaLaml◎o>
m=0

となるように､C【入】は規格化されているものとするo次に電荷密度分布n(I)を求めるo

n(I)-<oolが(I)i(I)Ieo>

ここで､場の演算子中(I)の定義は､本来､高位のランダウ準位の和も含み､

i(I)-∑¢nm(I)ann
nm

であるが､強磁場下であるためn=0のLLLのみについて線形結合をとる.即ち､

∞
i(I)-∑¢m(I)amm=0

(90)

(91)

(92)

(93)

(94)

¢m(I)はもはや完全系を成さず LLLの部分空間を張るのみであることに注意を要する｡ 電荷

密度分布関数n(I)は,式 (90)のnmを用いて次のように表される｡

n(I)-去m!.吉･c lA..2- 購l(I) <【̂･･aLla-･lN,-去m!.¢-帆 Z)<n-,o(95,

さらにこれを

･-/d2Z<ooJh(榊 O,

なる規格化条件により再規格化すると規格化定数0は

0-1∑ ,lCtA]I2
【入】

である｡ さらに､2体分布関数n(I,Z′)を､

n (I,I/)-<O oli ;t(I )i I(zl)i (Z')i(I)loo>

- 1 52 -
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と定義する｡ n(I)と同様に場の演算子4,(I)をLLLのみの線形結合で張ると､

n (Z,Z′)- ∑転 .(I )4- 2(Z')孤 ,1(I)晦 (Z')<@ olaL11aLal- 2a-1lO o, (9 9 )

mlmlm2mら

であるoここで､2体相互作用の項<OolaL戒 a-2a-1lOo,のうち､非ゼロ要素を与えるも

のは対角項､

･回IaL,.aL;a-｡a-lLla],

ila]faLllaL,2a-｡a-1IP],

および､非対角項

(100)

(101)

である｡ ただし､非対角要素については全角運動量保存則とクーロン相互作用が2体相互作用

であることより､【α】とP]の要素のうち2つのみが異なるものが非ゼロ要素を与える. これら

をそれぞれ､αk,αL(k<l)およびβi,Pj(i<j)とする. このとき､2体分布関数n(I,Z′)は

n(Z,zl)

- ∑∑lcl｡】l2㍍1(a)4m｡(Z')軋i(I)畷 (Z')(6mlα,･6m｡ὰ-6mlαi6m,a,.)
[α】i<31

× (6,中 .･6mllaj-6m拘6m,lai)
∫

+∑∑∑∑cl+alqβ]Qml(I)4m2(Z')孤ll(Z鶴 も(I/)
[α】【β】i<jk<E

x (ll)i-i'L-k(∂m2β.･6mlP,.I6m2P,lSmlβ.･)(6mia16m12akISmllak6m;a,)

(102)

と･表せる.ただしP]の和の'は[β】≠[α】なるU3]に対する和を示すものとする.上記の方法に

より､物理量として1体の角運動量分布関数､電荷密度分布関数､および2体分布関数を計算し

た｡実際の数値計算においては､長さは磁気的長さeでスケールし､エネルギーはC2/(E°e)で

スケールした｡電子数Ⅳの他にパラメータとして閉じ込めの強さを表す無次元パラメータTが

あり

7=
1/2m*L1222

C2/(Eoe)
(103)

で定義される｡この無次元パラメータは閉じ込めポテンシャルの強さとクーロン相互作用の強

さの比を表す｡
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4 計算結果およびその解釈

4.1 エネルギー固有値

まず､4-7電子系に対し､閉じ込めの強さのパラメータ7を変化させ､系の保存量である全

軌道角運動量〟 によってブロック化された部分空間に対し､ランチョス法により各々最低エネ

ルギー固有値を計算 した｡6電子系の数値的厳密対角化により求められた全軌道角運動量〟 に

対する最低固有値のグラフを図3に示す｡図3において特定の〟の値に対しエネルギー固有値

に下向きのカスプが見出される｡ さらに､これらのカスプはすべて以下に述べる2つの系列か

らなることが判明した｡第一の魔法角運動量の系列の存在はMaksymおよびChakrabortyら

によって5電子以下の系での出現が既に報告されている【18】｡これは全軌道角運動量 〟が､

〟
〟(〟-1)+Nxk (k-0,1,･･･) (104)

すなわち△〟 -Ⅳを満たす系列である｡Jainらは近年6電子系においてもその存在を発見し､

カスプのうちの幾つかはJainのComposite-FermionTheoryにより分数量子ホール状態に対

応するものとして解釈が可能であることを確認した[21]｡

本研究では､この下向きのカスプの現れる魔法角運動量には､6電子系において〟 -15(丘lled

LLIJ)から始まる周期 6の第一の系列以外にも､周期 5の第二の系列が存在し､カスプはすべ

てこれらの2つの系列に属することをハミルトニアンの数値的厳密対角化により発見 した｡そ

れぞれをM6,M5とすると､その魔法角運動量は各々､

M6 -15+6k (k-0,1,･･･)

M5 -15+51 (I-0,1,･･･)

と表せる.すなわち､M5に対応する新たなカスプの系列として､

〟 =〟(〟-1)
+(N-1)xl (i-0,1,.･･) (107)

が (△M -N-_1の系列が)見出された.

JainのComposite-FermionTheoryによると､系の仝軌道角運動量M と分数量子ホール状

態の充填率Z/の対応は6電子系において次の通りである (式 (63),(64),(69)参照)o

〟 -45 (〟-喜,坤 ,0】)

M -33 (U- 言,02[3,31)
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M -27 (U-;)

〟 -15 (〟-1)

M -57 (U-;)

分数量子ホール状態の他にも分数量子ホール状態から準粒子が励起 した状態として

〟-39 (◎2【5,1】)

〟 -35 (◎2【4,2])

等は(63)式の Jainの波動関数◎2【S,t]により説明が可能である. これらの角運動量はすべて魔

法角運動量である｡ しかしながら図3においてはJainの理論では説明ができない魔法角運動量

も依然として存在しており(〟-21,25,30,40,50等)､これらの魔法角運動量状態においてカ

スプの出現する理由は明らかでない｡これらM6およびM5が一致する仝軌道角運動量の値を

持つ状態の充填率は､U-1(M-15‥filledLLL)およびU-1/m(M-45,75,-)である土

とは重要であると考えられる｡4,5電子系についても全 く同じ事情が成り立つ｡結果を図4,5に

示す｡

次に7電子系について結果を図6に示す｡7電子系においてはてエネルギーカスプの現れる

魔法軌道角運動量のうち､△〟=Ⅳ-1の系列が強く現れ､△〟-Ⅳの系列が消失している｡

これは6電子以下の系においては見られなかった事情である｡

重要な点をまとめると､本研究により7電子以下の少数電子系において､新たな魔法軌道角

運動量の系列△〟=Ⅳ-1を発見した｡6電子以下の系では魔法角運動量の系列が､△〟-〟

と△〟=Ⅳ-1である｡粒子数 Ⅳが小さい 4電子系や5電子系等では系列△〟-Ⅳが支配

的であるのに対 し､粒子数の比較的大きい 7電子系では△〟-〟-1の系列が系列となり､

△〟=Ⅳなる系列は消失 していることが分かった｡

4.2 一体角運動量分布関数

次に､前節で述べた下向きのカスプに対応した〟の基底状態における1体の角運動量分布

関数nm を求める｡これまで､角運動量分布関数は変分モンテカルロ法を用い計算されてきた

が 【31ト 多粒子系の素励起を論ずるのに足る十分な精度が得られていない｡そこで扱える電子

の粒子数は少ないが対角化計算ではこれが厳密に求まることに注目し､これを計算する｡ネ 論

文では主に6電子系における結果を報告する｡ 角運動量分布関数は閉じ込めの強さ7が増大す
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るにつれて6電子系では､〟 -51から〟 -30に向かってカスプの状態を調べると､原点付

近とドットの外縁部に2つのピークをもつタイプの分布とドットの外縁部のみにピークをもつ

タイプの分布が交互に入れ替わることが分かった (図7,8,9参照)｡これらの図は､2つのピー

クを持つ分布と単一のピークをもつ分布が交互に入れ替わる事を示している｡1体においての

系の面積の期待値に対 し､

<mlr2lln>-222(m+1)

が成り立つことを考えると定性的に､1体の角運動量分布関数に2つのピークを持つ状態は原

点付近とドット外縁に大きな存在確率を持つこと､1体の角運動量分布関数に1つのピークを

もつ状態はドット外縁に大きな存在確率を持ち原点付近ではその存在確率が小さいことが分か

る｡ さらに1体の角運動量分布関数に1つのピークをもつ状態はすべてその全軌道角運動量〟

がM6に属すること､1体の角連動量分布関数に2つのピークをもつ状態はすべてその全軌追

角運動量MがM5に属することが分かる. 以上の性質は6電子以下の系 (4,5電子系)において

も全 く同様である｡

また､1体の角運動量分布関数を厳密に計算することにより､占有された最大の 1体の

角運動量 (mmax)が計算可能となる｡この mmaxは上式より系の面積を指定する量子数であ

るがこれを計算することにより､これまで提起された様々な試希関数の正当性を定性的に確

かめることが可能となる｡ 簡単な例として 6電子系のラフリンの1/3状態を考える｡ 各軌道

角運動量に対する占有数の期待値は､本研究の数値計算により､ 0.1417663520(m - 14),

4.957023255×10~2(m-15),2.692716354×10~3(m-16),1.274333350×10~3(m -17)

である｡これと図7よりmmaxは15と定義できる｡ 一方､ラフリンの波動関数では

V-(zl,Z2,-,ZN,-n (zi- Zj,-exp(一緒 zi･2,

Ⅳ

i<3'

より､占有された最大の1体の角運動量mmaxが6体では15となる｡1/3状態は6電子系にお

いても基底状態の良い変分関数となっていることが重なり積分の結果により知られている｡ 本

研究の計算結果により得られたmmaxとラフリンの理論に基づくmmaxが一致した事実はこの

ことを裏付けている｡

4.3 電荷密度分布関数

前節で述べた 6電子系の 1体の角運動量分布関数に2つのピークを持つ状態および単一

のピークをもつ状態に対 し､電荷密度を計算 した｡その結果､前節で予想 したように魔法角
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運動量状態において､電荷密度分布には2つのピークを持つ分布および単一のピークをもっ

分布が見出された (図10,11参照)oまず､1体の角運動量分布関数に2.つのピークを持つ状態

(△〟 -〟-1の系列に属する状態)においての電荷密度分布は原点付近およびドットの外縁

部にピークを持つ分布となることが分かった｡次に､1体の角運動量分布関数に単一のピーク

をもつ状態 (△〟 -Ⅳの系列に属する状態)においての電荷密度分布は原点付近には存在確率

が小さく､ドットの外縁部付近にピークを持つ分布となることが判明した｡この事情は4-7電

子系に共通している｡

少数電子系のZ/-1/3状態においては Dunneらのラフリン波動関数のスレーター行列式

による分解 [32】によりラフリン波動関数で表される基底状態の電荷密度分布が計算され報告

されている.その結果､ラフリン状態の電荷密度分布は原点付近与ドット外縁部に2つのピー

クを持つことが報告されており､これは本研究における対角化計算で得られた結果 (図12参

照)と定性的に良い一致を見せている｡ 前節で注釈 したようにZ/-1/m状態は△M -Nおよ

び△〟 -〟-1の系列の両方に属している｡

1体の角運動量分布関数および本節で計算した電荷密度分布の計算結果からⅣ電子系にお

いて､下向きのカスプに対応する状態ではドットの内部での電子の配置がクーロン相互作用お

よび閉じ込めポテンシャルの競合によりⅣ-1回対称またはⅣ回対称となる確率が大きいと

推論できる｡6電子系を例として､5回対称および6回対称性を持つドット内の電子の配置を

図13に示す｡

4.4 二体分布関数

ドット内部における電子の配置に関する前節の推論が正しいか否かを確かゆるため､主に6,7

電子系において2体分布関数を数値的に厳密に計算した.この系における2体分布関数n(I,Z')

は､MacDonaldらによって【33]変分モンテカルロ法により､diskgeometryでの動径分布が為

されていたが､本研究においてはZ/を電荷密度分布関数のドット外端部のピークの位置に固定

して､2体分布関数n(I,Z')の角度分布をも併せて計算 した｡

その結果､6電子系では仝軌道角運動量対エネルギー固有値のグラフに見出された下向き

のカスプに対応する魔法角運動量状態において電子の配置が､5回対称性または6回対称性を

持つことが分かった｡この対称性のために△〟 -5および△〟 -6の系列で仝軌道角運動量

対エネルギー固有値のグラフに下向きのエネルギーカスプが交互に現れること､さらにラフリ

ンの1/m状態は5回および6回対称性を共に持つことが判明した (図14,15,16,17,18,19参照)0
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1/mラフリン状態はこれらの対称性を併せ持つため､その共鳴エネルギーから安定な状態にな

ると推論した｡2体分布関数の計算時果からこの推論は正しいことが示され､量子ドット系に

おいて見出された下向きのカスプに対する統一的な説明が為されたことになる｡ 比較のため､

非カスプ状態である〟 =34の2体分布関数を図20に示す｡魔法角運動量を持たない状態に

おいては5回対称性も6回対称性も存在しない事が分かる｡以上の議論は本研究の計算結果に

より少なくとも6電子系までに対 しては正しい｡7電子系についての結果は､図21,22,23,24に

示す｡また､エネルギー固有値の節で述べたように､7電子系については△〟 -7の列が消失

し､さらに△〟 -6の列が強 く残るため､6回対称な配置は見出せたが､系列 〟7に属する仝

軌道角運動量を持つ状態においても7回対称な配置は見られなかった0

4.5 回転対称性と全軌道角運動量

前節で､6電子系では魔法角運動量状態においてドット内の電子の空間的な配置が 5回対

称または6回対称となることを述べ､さらにこれらの状態で生 じるエネルギーカスプが各々

△〟 =5または△〟 =6の系列に属するカスプであることを報告 した｡本節では､P.A.

Maksymや R.Wenying[34]らの議論をふまえて､これら回転対称性と全軌道角運動量との関

係について考察し､Ⅳ回対称性をもつ安定な状態がなぜ系列△〟 =Ⅳで起こり､〟-1回対称

性をもつ安定な状態がなぜ系列△〟 -〟-1で生じるのかを解明することを目的とする｡全

軌道角運動量演算子をh とし､回転角を4,とすると､

′ヽ
exp(iM4･)◎(zl,Z2,- ,ZN,01,- ,ON)-◎(rl,r2,- ,rN,01+ 4･,･-,ON+ ¢) (108)

が成り立つことを考え､¢-2可Ⅳの時､Ⅳ回対称な配置に対 し､

Jヽ

exp(葦 )@(zl,Z2,- ,ZN) - ◎(zN,Zl,･･･,ZN-1)

- (-1)N-l◎(zl,Z2,･..,ZN) (109)

が成り立つことに注目する.次式のように書き変えると､中がh の固有状態であるから､

(exp(i等 ).(-1)" )q zl,Z2,- ,ZN)-0 (110)

が成り立つ｡Ⅳ回対称な配置を電子が実現するためには､この配置での存在確率が非ゼロであ

ることが必要である｡(109)式より､〃が偶数のとき､

堵 -(21･1)×打 (i-0,1,-)

-158-

(111)



数値的厳密対角化による量子 ドット系の分数量子ホール状態の研究

M=Ex(21+1) (l=0,1,･.･)2

堵-2打×l(I-0･1･･-)

M -Nxl (I-0,1,･･.)

すなわち､全軌道角運動量は

を､Ⅳが奇数のとき､

すなわち､

(112)

(113)

(114)

を満たす必要があることが分かる｡従って､Ⅳ回対称な配置が達成されるのは､△〟-Ⅳの

系列で起こるという計算結果が理解できる｡ 同様に､〟-1回対称な配置に対 しても､¢-

2可(〟-1)として

(exp(i芸等 )I(-1)"ll)o(zl,Z2,- ,ZN)千0

が成り立つ｡これより､Ⅳが偶数のとき､

2TM

bnl-il-27TXl (l-0,1,･･･)

〟 -(〟-1)×J (～-0,1,-)

2打M

好こて-(21+1)×汀 (l-0,1,.･･)

すなわち､全軌道角運動量は

を､Ⅳが奇数のときには､

すなわち､

M =生 ± ×(21+1) (l=0,1,･･.)2

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

を満たす必要があることが分かるb従って､△M =N-1なる系列に対しN-1回対称な配置

が実現することが判明した｡以上の議論を要約すると､実空間における系の回転対称性により系

の仝軌道角運動量に上のような強い制限がつく､ということになる｡全軌道角運動量〟はパウ

リの排他律より最小値がⅣ(〟-1)/2であり､これより偶数粒子数を持つ系では､△〟-Ⅳま

たは△〟-〟-1なる系列の全軌道角運動量は

〟Ⅳ-
〟(〟-1)+Nxk (k-0,1,･･･)

- 1 5 9 -
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または､

〟 Ⅳ_1-
〟(〟-1)

+(N-1)×l (l-0,1,･.･) (121)

であり､6電子系においてカスプの現れる魔法角運動量は､上述の対称性の議論によれば､式

(112),(117)より

M 5 - 15,20,25,30,35 ,40,45,50,･･･

M6- 15,21,27 ,33,39,45,51,日 . (122)

である｡この議論に基づく結果と本研究の数値的厳密対角化による結果は6電子以下の系で完

全に一致する｡

しかしながら､7電子系においては△M -Nの系列が消失しており､M7に属する角運動量

をもつ状態において7回対称性をもつ配置は見出せなかった｡変分モンテカルロ法による多粒

子系においての電荷密度分布の計算によるとドット内部のバルクわ領域において1/m状態は一

様な分布をもつことが知られている｡従って､多粒子系においては､電子がドット外端に局在

するN回対称な配置はクーItr/相互作用によるエネルギー増加を避けられず､ドット内部に電

子が配置された状態が安定となることが変分モンテカルロ法に基づく計算結束により､判明し

ている｡ その結果､〟-1回対称な配置が安定になり､7電子系においては系列△〟 =Ⅳ｣1

に属する魔法角運動量状態が安定な基底状態となることが考えられる｡ 本研究の6電子系以下

の系の結果には少数系の性質が強く現れていると考えられる一万､7電子系においては多粒子

系につながるこの事情が見受けられた｡

本節では､魔法角運動量の起源を明かにするために､魔法角運動量状態における2体分布

関数の厳密計算を行い､魔法角運動量状態の出現がクーロン相互作用と系の回転対称性に密接

に関連していることを示した｡

4.6 ラフリンの準電子励起描像の検証

例として6電子系を考える｡1体の角運動量の最大値mmax.について特に〟 -43,44等の

Laughlinの1準電子励起描像で説明されてきた状態を考える｡前で述べた様に､本研究の数値

的厳密対角化計算によるとZ/-1/3のときrTLmax-15である｡M -43,44では､各軌道角運

動量に対する占有数は次の通りである｡

まず､〟 -43に対し､

5.168001543×10~2(m-16)
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1月11025105×10~2(m-17)

5.336803347×10~3(m-18)

5.596004986×10~5(m-19)

である｡次に､〟 =44に対 しては､

8.576042810×10~2(帆-15)

3.756516686×10~2(,1--16)

1.394194834×10-2(m-17)

4.720030585×10-3(m-18)

である｡ これらと図25,26を併せると､〟 -43に対 しては､mmax-18,そして､〟 -44に

対 してはmmax-17と定義できる.これらの値はZ/-1/3状態におけるmmaxの値よりも増加

している｡式 (40)および(42)より準電子の生成演算子が微分演算子で表されることから､1

体の角運動量の最大値は一般に減少するはずであるが､上記の数値的厳密対角化の結果はこれ

と定性的に矛盾している. 従って.,少数電子系においてはLaughlinの提案した 1準電子励起

の描像が正 しくないことを端的に示 している｡ 即ち､少なくとも少数電子系 (Ⅳ く7)におい

ては1準電子励起のみならず､2準電子励起+1準空孔励起+- を考えねばならないことが判

明した｡しかしながらこれは有限系においてのみ起こる事情かもしれない｡より多 くの粒子か

らなる系においては､ハミルトニアンの厳密対角化による分布関数の厳密計算は困難であるた

め､その対角化による検証は難しい｡

5 まとめと今後の課題

本研究においては､第4章以下､量子ドット系と呼ばれる少数電子系における分数量子ホー

ル状態に対し､ハミルトニアンの数値的厳密対角化計算によりこの電子系の性質を明らかにし､

併せてラフリンの準電子励起描像に対 し検証を行った｡その結果､量子ドット系と呼ばれる少

数電子系においては､1体軌道角運動量分布関数の厳密計算により､ラフリンの提起 した準電

子励起措像は適当でないことが分かった｡また､この系において､電子数が7以下の系では､

Maksymや Chakrabortyらが電子数が 5以下の系において指摘したように､特定の魔法仝軌

道角運動量を持つ状態が安定になることが判明し､さらにこれらの魔法角運動量に対 して､新

たな系列を見出した｡これら魔法角運動量を持つ状態においては､エネルギ一対仝軌道角運動

量のグラフに下向きのエネルギーカスプが存在し､これらの安定な状態においてはドット内の
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電子の空間的配置がⅣ(≦7)電子系においてⅣ回対称性またはⅣ-1回対称性を持つことが分

かった｡魔法角運動量を持つ状態に対.し､2体分布関数の計算を行った結果により､1/mラフ

リン状態は6電子以下の少数系でこれらの対称性を併せ持つことが分かった｡この結果から､

1/m状態は共鳴エネルギーにより､極めて安定な基底状態となることが推論される｡ 比較的

粒子数の大きい 7電子系においては､本研究で発見 した新たな系列が安定な基底状態となり､

Maksym らが発見した魔法角運動量の系列は消失していることが判明した｡この新たな系列に

属する状態の電子の配置は､電子がドット外端に局在したⅣ回対称な配置ではなく､ドット中

心部にも電子が分布したⅣ-1回対称な配置である｡このような配置をもつ状態が安定な基底

状態となる事情は､多粒子系において1/m ラフリン状態がバルク領域で-様な分布をしてい

ることと対応するものと思われる｡

今後の課題として､より多 くの粒子からなる系の研究､さらには熱力学極限における理論的

研究が望まれる｡このためにはハミルトニアン行列の対角化計算では限界があるので､変分モ

ンテカルロ法による計算が適していると考えられる｡本研究で提起した1/m状態の安定性に対

する､共鳴エネルギーによる解釈は少数系に特有の解釈と考えられるため､より多 くの粒子か

らなる系に対 して成立する解釈を探求することが今後の課題として重要であろうと思われる｡
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AschematicexphnationofCompositeFermioJl

AtypicalstructureoffieJde什ectQuantumDot
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quaTltLJnWefl 17.5rrn I GaAB

tunn8lbArTi8r 12.5N Tl AJGaAs

SPaCEIr GCrrrl undopedGaAs

Si+modulation doping layer

国1:典型的なt界効果土子ドット系のft達｡国の+は皿Odula.t10ndopingされたSiデルタFi

を表す｡
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TOTAL ANGULAR MOMENTUM

､～
1
.ノ

/
′
し

An arrowexpres且eSatLJ{ltmagnetic爪ux.

画2:ク-ロン相互作用によりt子にauxが付与され､Composite-Femionが生成される様子

を示した救急的な画である｡矢印はmapetic81H を示している｡
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TOTAL ANGULAR MOMENTUM

園3:純 子系の全軌道角運拙 対地 エネルギー師 値｡閉じ込めポテンシャルの強さTriT E- : 4t子系の全軌道角- - 鵬 エネルギー帥 値｡閉じ加 の強さは下から順

から脚こ7-0･20/1000140/1000/60/1000であり､特定の〟に対し下向きのカスプが見られ に77-10/1000･40/1000･60/1000.80/1000であり､特定の Mに机 下向きのカスプが見ら

る｡N -15はレ-1であ｡､M =45はレ-1/3tこ対応する｡央印は各々叩 じ込めの強さ れる｡M =6はレ-1であり･〟 =18はV=1/3に対応する｡のときの基底状.Qを示している｡
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10 20 30
TOTAL ANGULAR MOMENTUM

匿5‥5t子系の全軌il角遷bt対t低エネルギー固有机 閉じ込めの執さは1=10/1000であ

り･特定のMLこ対し下向きのカスプが見られる｡M -10はV-1であり･N -30liレ-1/3に
対応する｡
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凪6:7t子系に付する全札止角連血t対t低エネルギー固有価｡特定の旋法角連山tに対し､

下向きのエネルギーカスプが見られる｡△〟 =〟の系列が消失し,一方△〟=〃-1の系列

が強く現れていることが分かる｡M =21はL'=1に対応し､M =63はJ'=1/3に対応する｡

閉じ込めの弘iHi下から仙 二､7-10/1000から7-90/1000である｡
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国7:6t子弟の1休の角連bt分棚 政のうちIM =39,45に付する清兼｡2つのピークを持 回8:6t子系の1体の角遠地Jt分布W款のうちM =35.39に対する轄果｡2つのピークを持

つ分布が M =45(レ=1/3)に対する分布であり･斗-のピークをもつ分布が M 三39に対 つ分布がM 三35L=対する分布であり､単一のピークをもつ分布がM =39に対する分布であ

する分布である.閉じ込めの強引土V=1/3が基底状怒となる上うに7=40/1000に固定して る｡朗じ込わの強引土y-1/3が基底状態となるように7三40/1000に5]定している｡

いる｡
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図 9=再び6t子系の1体の角連恥t分布開放のうちM =33,35に対する結果｡2つのピーク

を持つ分布がM =35に対する分布であり､半-のど-クモもつ分布がM --33(レ-2/5状

･g･)に対する分布である｡閉じ込めの戦きはV-1/3が基底状忠となるように7-40/1000に
同定している｡

0 2 4
r

0 0.5 1 1.5●2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
r

回10:6t子系のM =33(レ=2/5)∈､蛾 に対するt荷杏LE分布｡ドット外耳託に単一のピー

クをもつ分布が見られる｡閉じ込めの戦きは-≡1/3が基底状恐となるように7=40/1000に

固定している｡ここでは軽t rがLに上ってスケールされている｡

0 2 4
r

氏ll:6t子系のM =35∈仰 こ射 るt- 虎分布｡2つのt.-ク捕 つ鋼 が見られる｡ 匠12:6t子如 N -45∈MS,M6L=射 るt相 反分布｡2つのピークを持つ分布が見ら那加 の強引土V-1/3が基底雌 となるようにT=40/1000に鴨 している｡ここでは在 れる｡朗じ込わの強引土V=1/3が基底糊 となるように7-40/1000に固乱 でいる｡ここ7lrが上に上ってスケールされてい る ｡ で絹 ♯ TがLに上ってスケ-ルされている｡
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6-foldrotationalconfiguration

A .n-

EZl13:N回対称なEtとN-1回対称な巴正の札 6t子系の吐合を示している.

N=6 M=33

N=6 M=33

園14=6t子弟のV-2/5枚忠であるお=33∈Mdに対ナる2体分布ELg払 6E]対称11を持つ

ことが分かる･閉じ加 の酌 はLJ l/3が基底相 と如 上うにT=40/1000に同定してい

る｡ Z'をx印で表す位t･即ちZ'=(0.2･19890)に67定して､れ(.i)の事7m を示す｡等柵

は､t大dL8,2655399x10-3を10等分している.書高Aの帆恥 8.2655399×10一一である｡

N=6M=35

図15:6t子系のL,=2/5状恕であるMミ33∈M6に対する2体分布開放のiA淡臥 6回対称

性を持つことが分かる｡閉じ込めの強引土V=1/3が基底棚 となるように7=40/1000 に6. 回 16:6モ子系の M -35∈MsL二村する2体分布- ｡5回対称性を持つことが分かる｡

定している｡ Z･をx印で表す位正､即ちZ･=(0.2.19896)に固定して､A(Z,ヱ･)の粥 Aを示す. 閉じ込めの強さはレ-1/3が基底状暦となるように7-40/1000に固定している｡-:そx印

粥 JLは､t大任8.2655399×10-3を10等分している｡寺柵 の岬 は8.2655399×10-4で で表す位正･即ちZ'=(o･2･59225日=固定して･n(I.2')の等高森を示す.等高軌 ま､長大値

ぁる｡ 614719524×10-3を10等分している｡等高線の間隔は614719524×10一一である.
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N=6 M=45

N=6 M=35

Fl17こ6t子弟のM =35∈Msに対する2件分布開放のiA淡固｡5回対称性を持つことが分

かる｡Mじ込わの強引土L,=1/3が基底状忠となるように7-40/1000にEil定している｡Z'を

x印で表す位dL即ちZ'-(0.2.59225)に固定して､'l(Z.Z')の専制 Lを示す｡事拓Aは､t大

Ll6.4719524x10-】を10等分している｡等高8Lの間取 i6.4719524×1014である｡

N=6 M=45

歯19:6t子系のL,=1/3状態であるM=45∈M5.鳩 に対する2体分布開放のit淡園｡5回

対称性を持つことが分かる｡閉じ込めの粗さはは 1/3が基底状忠となるように7-40/1000に

同定している.5匝肘称性と6回対称性を併せ持つことが分かる｡Z'をx印で表す位t､即ち

Z'三(0.2･91511)にEEl定して､'l(I.ヱ■)の等高良を示す｡等高軌 ま､最大値 5.04j9989×10-3

を10等分している｡等高親の間取 土5.0449989x10-4である｡

回 18:6t子系のt,=1/3である状忠M =45∈MS.Mlに対する2休分布Dl鼓｡5回対

称性及び6回対称性を持つことが分かる｡閉じ込めの強引士V=1/3が基底状忠となるよう

に7=40/1000にB]走している｡｡Z'せx印で表す位■､即ちZ'=(0.2.91511)にBl定して､

rL(Z,Z')の事別 は 示す｡年端Aは､t大45.0449989×10-3を10等分している｡寺井Jlの

叩恥 土5.0449989i10-1である｡

N=6 M=34

固 20:6t子系の非カスプ状如 あるM -34に対する2体分布開故のiA淡凱 5回対特

性も6回蛸 性も持たないことが分かる｡閉じ込めの強さはレ- 1/3が基底状怒となるよ

う7-40/1000に固定している｡Z'をx印で表す位正･即ちZ･=(0.2.45267)に固定して､

n(Z･L')の弼 Jiを示す｡等高見は･t大任6.4250065×1013を10等分している｡専紬 の
rq恥 土6.4250065×1011である｡
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N=7M=35

N=7 M=35

El22:71子系に対するM--35∈M7に対する2体分布関数のiL淡回｡カスプ状恕ではない

阻21:7t子系に対する〟 三35eM7に対する2体分布Bは ｡カスプ状廿ではないため,6回 ため､6巨樹称性も7回対称性も見られない｡Mじ込めの弘さIiT=70/1000に固定している｡

対称性も7回対称性も見られない｡Mじ込めの弘引ま7=70/1000にEEl走している｡ Z'をx印 Z'をx印で表す位■･即ち,'=(o･2･11944日=6]定して･.I(zJ)の鞘 舶 示Ir｡書棚 は･

で表す位t､即ち2'=(0.2･11944)に面定して､.I(E,Z')の書祐Aを示す.専制 L一土･t大仙 七大48･8817400 メ10~3そ10等分している｡書高AのrqMは8･8817400×10-1である｡

8.8817400 x10-3を10等分している｡事高AのrqFRは8.8817400x10-1である｡

N=7 M=39

N=7 M= 3 9

回21:71子弟に対するN -39∈Mltこ付する2件分布朋牡のiA淡臥 6即 す称tiが見られる｡

a)23=Tt子糸に付するM =39∈Meに対する2体升棚 払 6回柵 性が見られる｡同じ込 Mじ込わのSI引土7=70/lQOOにEl克している･Z'をx印で表す位■､即ち.I=(0,2.44205)
めの5L引土7岩70/1000に同定している.Z'をx印で表す位t､即ちJr三(0,2･44205)に鼠定 にEE定して､.I(Z･Z')の寺井Aを示すJ等Xlは､t大t l.3426157×10-2を10等分してい

して､71(Z.I)の事74■を示す｡等7lJLは､t大社1.3426157x10-2を10等分している｡守 る｡等7tJLの何片は1･3426157×10-3である｡

#AのrqMは1.3426157x10-3である｡
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国25:6t子系のM --43に対する1体の角遠地Jt分布鵬 ｡占有されている1体の■大軌追

角遠地tはM =45(V=1/3)の時のそれ上りも叫加しており･このサイズではラフリンのit

t子励起措牧は良い兼励起の描性とはなっていない事が分かる｡閉じ込めの強引まV=1/3が

基底状忠となる上うにT=40/1000に固定している.
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図26:6t子系のM =44に対する1体の角運地t分布関数｡占有されているl体の長大軌道

角運JbtはM =45(V-1/3)の時のそれよりも叫加しており､このサイズではラフリンの車

t子鹿起措fLは良い兼励起の措ftとはなっていない事が分かる｡閉じ込めの弘引土V=1/3が

基底状忠となるように7-40/10叫 に固定している｡
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