
物性研究 64-3(1995-6)

2次元写像と複素力学系

田中 昌昭(川崎医福大),阿部 利則(岡大工),川部 健(岡大理)

目次

1 はじめに

2 大域的性質

3 複素解析性

4 一般化Cauchy･Riemamn条件

5 複素解析的写像の大域的な性質

6 複兼力学系の物理像

7 まとめ

(1995年5月22日受理)

1 はじめに

力学系の研究の中心課題は微分方程式

埜=F(Ⅹ,i)dl (1)
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で記述される系の挙動を明らかにすることにある.ここでⅩは位相空間Rnの中の或るベクトルであ

る.(1)式を解析的に解くことができれば問題ないが.我々が遭遇する多くの物理現象では(1)式が

解析解を持たない場合がほとんどである.そのような場合には,Poincar6によって導入された方法が

威力を発揮し,多くの成果をあげてきた【11.その方法とは(1)式によって決定されるXの軌道が位

相空間内にとられたn-1次元のある超平面と交差する点の軌跡を調べることである.このような超

平面をPoincari切断面といい,Xの軌跡がPoincar6切断面と交差する点をPo,Pl,P2,-とした場

令,PnからPn+1への変換は1つの連続的な写像とみなすことができる,これはPoincar6写像と呼

ばれ,(1)式で記述されるもとの系の運動と位相的に同等な性質を持っている,そのため, Poincar6
写像を調べることにより,もとの系の力学的性質が解明できる.さらに, Poincarg写像はもとの微

分方程式よりも次元が1つ下がっているため,その解析も比較的容易に行える.

自由度の大きな系であっても,系の状態がある状態から別の状態に分岐する遷移点近傍では少数

モードだけが助起され,本質的に少数自由度の力学系として記述される場合が多い.Poincar6の方

法は,このような大自由度系から本質的に重要な少数自由度を抽出するための武器になる.このよう
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な理由から低次元の写像.特に1次元写像や2次元写像が1970年代後半から精力的に研究され,多

くのことが明らかにされてきた[1日2日3].
我々は複素変数の写像

Zr-F(Z,C) (2)

を取り扱う,いわゆる複素力学系の研究を行ってきた.ここでZは複素変数で,Cは複素パラメタで

ある.言うまでもなく,写像(2)はGauss平面から実数平面上の点(C,y)への変換

Z-a+iy (3)

によって2次元写像に帰着できる.ところが複素写像によって記述される系の挙動は,通常の2次元

写像のそれとは類似点はあるものの,次の章で示すようにdrasticな違いを見せるのである.

ここで"通常の"という修飾語は,これまでに多くの物理学者が2次元写像の性質を究明すべく提示

してきたモデルを指し示している,そのようなモデルの多くは,背後に対応する物理現象が存在し,

したがって物理的に意味のある2次元写像である.それに比べて,複素力学系の示す性質は物理学者

の目からは奇異に映る.それゆえ,複素力学系を数学あるいはコンピュータの玩具とみなし,物理研

究の対象から排除してきた感が拭えない. しかし,複素力学系も本質的には2次元写像なのである.

本論文における主眼はここにある.

すなわち,

1.複素力学系と通常の2次元写像を隔てるものは何か?

2.複素力学系で記述され得るような物理現象は存在するのか7

3.もし,存在しないのであればそれは何故か?

が,我々が提起する問題である.

次章では.通常の2次元写像と複素力学系の大域的な性質の違いを分岐図を用いて明らかにする.

§3では,与えられた2次元写像が複素力学系であるか否かを判定する条件について考察する.この

ような条件として,一般的にはCauchy-Riemannの条件が知られているが,Kleinl4]による反例と

Metzlerら【5]によるその解釈を紹介し,あわせてMetzlerらとは別の観点から行った我々の解析方

法を述べる.続いて§4では,判定条件を任意の2次元写像に拡張した一般化Cauchy-Riemann条件

を導く.§5では,一般化Cauchy-Riemann条件によって厳密に定義された複素力学系の大域的な性

質を,NormalForms理論,およびそれから帰結されるHopf半径のパラメタ依存性を用いて明らか

にし.分岐図に現れる周期解領域の面積についてのスケーリング則を説明する.続く§6では,複素力

学系から通常の2次元写像に連続的に変化する簡単なモデルを使って複素力学系の物理像について

考察する｡最後に,§7で本論文を要約し,今後に残された課題について言及する,

2 大域的性質 I

力学系の示す挙動の大域的な性質を調べるために,しばしば分岐図が用いられる.分岐図とは,

系を制御するパラメタを変化させたとき,最終的にどのような軌道に吸引されていくかを図示した

ものである.ここで"最終的に吸引されていく軌道"と書いたが,これは位相空間の体積が運動と

ともに減少するような散逸系について言えることで,このような軌道はアトラクタと呼ばれている.
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図 1:B血rcationdiagramsofa)Lauwerier'smapandb)Quadraticmap

a)LauwerierlsMap b)QuadraticMap

我々が対象としているのは散逸系であることを断っておきたい.アトラクタには固定点,周期軌道,

準周期軌道,そしてカオス軌道がある.そして分岐図は,パラメタ空間の領域を対応するアトラクタ

によって区分けした図である.

図1a.に通常の2次元写像の分岐図を示す.2次元写像としてLauwerierの写像【21

cn+1 = aCn(1-ごn-yn)

yn+1 = bcnyn
(4)

を例として取り上げたが,好んで研究の対象とされる結合ロジスティック写像[61,[7]や2次元写像で

はないがサインサークル写像[8]も本質的には同様の分岐図を示すことを指摘しておく.写像(4)に

はaとbの2つの制御パラメタがあるので,パラメタ空間は2次元平面になる.このようにパラメタ

空間が2次元の系を余次元2の系とい.う【1]･もっともパラメタが2つあっても本質的にパラメタが

1つの場合と同等な系は余次元2とは呼ばない.図1a.から分かるように,写像(4)は余次元2の系

である.すなわち,パラメタを1次元的に変化させた場合,その変化のさせ方に応じて異なった分岐

が見られる.図1a.において数字が記入された領域は,そのパラメタ領域に対応するアトラクタが周

期軌道であることを表し,数字はその周期である.記号QPは準周期軌道の領域であることを意味し
ている.この分岐図を地図に例えて眺めて見よう.固定点領域の大陸 (図中の1の領域)の上に準周

期領域の海が広がり,そ~の海の中には無数の周期領域の島が浮かんでいる.この島はArnoldの舌と

呼ばれるもので,その島に付随する周期はある明確な規則にしたがって現れている.もっとも目立つ

ものでは,図の右下から左上に向かって周期が5,6,7,･-と増加している.また,図には数字を記入

していないが,例えば周期5と6の間には周期5十6-11の島が存在する.これは周期加算別と呼ば

れ【1Q],[9],一般的にはm一周期領域とn一周期領域の間に(m+n)一周期領域が現れる.さて.Arnold
の舌は図の右上に向かうにしたがって次第に重なりはじめ,やがてカオス領域が現れる.このとき,

Arnoldの舌の付け根の辺りには周期倍加現象が見られる.つまり,n一周期の舌はn･2,n･22,n･2.3,-

と周期が次第に倍加していき.最終的にはカオスに至る.これは代表的なカオスへのシナリオである

Feigenbaumの周期倍分岐(period-doublingb血rcatiom)である【111.
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次に複素写像の分岐図を見てみよう.図1b.は代表的な複素写像であるQuadraticMap

zn+1-ZB+C (5)

の分岐図で.創始者の名にちなんでマンデルブロー集合(Mandelbrotset)と呼ばれている.図1a.と

同様に,図中の数字は周期アトラクタの周期を表している.特筆すべきは,分岐図の構造に見られる

自己相似性で,分岐図の一部を拡大することにより,もとの構造と同じ構造が際限なく繰り返されて

いる.この性質はフラクタルと呼ばれ.コンピュータなくしては生まれ得なかった概念である.そし

て.今日では科学の様々な分野においてこのフラクタルが登場し,新しい解決方法を提供する道具と

して注目を集めている.複素写像の分岐図の第2の特徴として,準周期領域やカオス領域が見られ

ないことが挙げられる.とはいっても,実際に準周期領域やカオス領域が存在しないわけではない,

事兎 実軸上では写像(5)は有名な1次元写像であるロジスティック写像 [12]に帰着され.この写像

はカオスを生み出すもっとも簡単な1次元写像として知られている.また,写像(5)は特別なパラメ

タの借に対してジーゲルディスクと呼ばれる準周期軌道を生じる[13].通常の2次元写像との相違点

は,準周期領域やカオス領域が分岐図中で有限な測度を持って現れないという点である.

図1b.のマンデルブロー集合は,ハート形をしたcardioid(これは固定点領域である)の周りに

無数の周期領域の円盤が張り付いており,そのまた円盤の周りにも無数の円盤が-･といった具合に

延々と同じ構造を繰り返している.そして,その外側は軌道が発散する領域になっている.2次元写

像との対応からいえば,この円盤はArnoldの舌である.そして,Arnoldの舌は物理的には共鳴状

態と解釈で書る.つまり,異なる振動数を持った2つの振動子が非常に弱い相互作用を通して結合し

ている場合,その振動数比が無理数であれば系は準周期運動を示すであろう.ところが,相互作用が

増加して2つの振動子が同期すると,系の連動は周期運動になる.つまり,共鳴が起きているのであ

る.このような状態をモードロッキングと呼んでいる.このような観点から見ると,複素写像は共鳴

するか,さもなくば発散するといった,物理的に考えると極めて異常な性質を示すのである.

次に.周期加算別について見てみよう.2次元写像と同様に,複素写像においても周期加算別が成

立する.しかも,2次元写像よりも明瞭である.cardioidに張り付いた円盤に注目してみる,cardioid

の真上に (真下も同様)周期3の円盤がある.そしてcardioidに沿って左側に周期3,5,7,-の周期

列があり,右側には3,4,5,-の周期列がある.この周期加算別のメカニズムは以下のように簡単に

説明できる.まず.cardioidは次式で与えられる.

C-T (1-等 )･ (6)

ここでflは【0,1)区間の実数でcardioid上の位置を表すパラメタである.図中のcardioidと円盤の接

合部に措いた小さな四角は,その傍らにある有理数の0に対するCの位置を示している.図から明ら

かなように.有理数の分母と円盤の周期は一致している･2つの有理数 1/2と1/3の間には有理数

2/5があり,したがって対応する周期2の円盤と周期3の円盤の間に周期5の円盤が存在する.一

般に,2つの有理数q/pとr/Sの間には(q+r)/(p+S)という有理数が存在するので,p一周期領域
とS一周期領域の間には(p+?)一周期領域が現れることになる･すなわち,周期加算別は有理数のこの
ような性質が,写像を通して表面化しているだけなのである【9],2次元写像の場合も事情は全く同
じである.ただ,複素写像の場合はこの関係が非常に整然としている.あまりに規則的なので,何か

普遍的なスケーリング則があるのではないかと期待される.事実.スケーリング則は存壷する【14】.

先ほどの3,.5,7,-_･という周期列に注目してみよう.これは,2つの有理数1/1と1/2から生成され
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表 1:2次元写像と複素写像の特徴の類似点 ･相違点

準周期 .カオス領域の測度 有限 ゝ 0
分岐 周期倍分岐 周期n倍分岐

周期加算則 存在する 存在する

その他の特徴 Ruelle-Takensのシナリオ 周期領域がフラクタル

る有理数 (k+1)/(2k+1),k=1,2,3,-に対応する周期列で,我々は(2k+1)一周期列と呼んでい
る.この場合,周期領域の面積S(k)はkに対してS(k)～k14という関係がある.同様に,周期列

2,3,4,-は,2つの有理数0/1と1/1から生成される有理数1/(k+1),k=1,2,3,･･･に対応してお

り.その領域の面積はS(k)～k-6のようにスケールされる.我々はこれをk一周期列と呼んでいる.

最後に.2次元写像の周期倍分岐に対応する分岐について触れておく.複素写像では,周期倍分

岐は一般化されて,周期n倍分岐(periodn-tuplingbifurcation)となっている,すなわち,cardioid

のf2=m/nの点からn一周期の円盤が現れ,さらにその円盤の境界線上のflm/n=m/nの点からn2一
周期の円盤が現れ-といった具合に周期が 1ー nーn2ーn3- と次々にn倍されていく分岐であ

る.CvitanoviHま1次元写像で行った繰り込み群の方法を複素写像に適用し,Feigenbaumの普遍定

数α,6を各々のnに対して計算している[15].つまり,周期倍分岐は周期n倍分岐のn=2の特殊な

場合と考えられる.

以上のように.この章では通常の2次元写像と複素写像の分岐図を通して,それらの大域的な性

質の類似点および相違点を見てきた,表 1.にそれらをまとめておいたので参照されたい.この章を

終えるにあたって次のことを指摘しておく.通常の2次元写像のモデルが示す数々の性質は実際の実

験においても確認されている.特に.パラメタを図1a.の左下から右上に変化させていった場合の系

の分岐の様子は,固定点 (定常状態)ー準周期運動ーモードロッキング (共鳴状態)ーカオスとい

う.Ruelle-Takensが措いたシナリオになっており【161,多くの実験家がこれを検証している【31.と
ころが,複素写像に特徴的な性質つまりフラクタルな境界線,準周期領域やカオス領域の測度がゼ

ロ,周期n倍分岐などは.我々の知る限りでは実験において観測されていない.

3 複素解析性

前節で見てきたように,通常の2次元写像と複素写像では,その大域的な性質に大きな違いがあ

る.複素写像も変換(3)によって2次元写像に帰着できるので.この違いは2次元写像が夜襲写像的

なものとそうでないものにグルーピングできることを示唆している.そのようなグルービングの判

定条件としてCauchy-Riemannの条件が思い出される.つまり,複素写像を変換 (3)によって2次

元写像

cn+1=f(Cn,yn)
yn+1=g(cn,yn)
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の形に書き表したとき,I,gはCauchy-Riemannの関係式

aL _ 旦且
ac - ay
全土 _ _也
∂y ~ ∂C

(8)

を満足している.逆に.Cauchy-Riemannの関係式(8)を満足する2次元写像は,複素写像に表現で

きる.このような写像は複素解析的写像と呼ばれている.事実,(5)式で与えられるQuadraticMap

杏(3)式によって2次元写像で表すと

cn+1 =C三一y三十 cl
yn+1 =Cnyn+C2

となるが,これはCauchy-Riemannの関係式を満たしている.

次に,写像が複素解析的であることの意味を考えてみよう.写像(7)のヤコビ行列は

(9)

(10)

であるが,Cauchy-Riemannの関係式(8)を考慮すると,これは動径方向の伸縮を伴う回転行列であ

ることが分かる.つまり,複素解析的写像は線形の範囲内ではあらゆる点を,その点で定まる伸縮率

と回転角で伸縮回転させる写像だと言える.ただ,例外的にヤコビ右列Jの各成分が0になるような

点においてはこの限りではない.このような点は写像の特異点と呼ばれている.複素解析的でない写

像の場合でも,ヤコビ行列Jが伸縮回転を表すような点は存在し得る,しかし,一般的にそのような

点では,わずかにその点からずれると,もはやヤコビ行列が伸縮回転行列ではなくなるであろう.特

異点を除くいたるところでヤコビ行列が伸縮回転を表すというのが複素解析的な写像の特徴であり,

また2次元写像に対する制約にもなっている.

Cauchy-Riemannの関係式を満たす2次元写像は複素解析的な写像であった.それならば,この

関係式を満足しないような写像は通常の2次元写像が示すような性質を持っていると言ってよいだろ

うか.答は否である.KleinはCauchy-Riemannの関係式を満たさない

琉+1=2cLyL-yL2+cl-C2/ヽβ
yL+1=2如ムーGln2+cl+C2/＼β

(ll)

という写像を考え,分岐図が図1b.のマンデルブロー集合とほぼ等価になることを数値計算によって

示した【4].そして,マンデルブロー集合を得るのに複素解析性は必ずしも必要ではないらしいと結
論した.

これに対してMetzlerらは,線形変換

(xy:)-(三二;i)(xy) (12,

によって QuadraticMap(9)が Kleinの写像 (ll)に変換されることを示した [5】.このように,

QuadraticMapから線形変換によって移される2次元写像を,彼らはQuadraticMapに共役な写像

と呼び,これらの写像が生み出すマ●ンデルブロー集合やジュリア集合がもとの写像のものと本質的に

同等であることを示した.さらに,彼らは一般の2次形式の2次元写像がQuadraticMapに共役で

あるための条件を与えた.
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Metzlerらの変換(12)は,写像(9)と(ll)のパラメタcl,C2の関係に注目したものである.さら

に.彼らの議論は2次形式の写像に限定されていた･そこで,一般の2次元写像に対して(12)式に

相当する変換を求めるにはどうすればよいかが問題となる.これに対して我々が行った解析方法を以

下に述べる.

(2)式で与えられる任意め複素解析的な写像を考える.この写像の不動点をZJとし,その点を原

点とするような新しい座標系(=ZIZJでこの写像を書き直すと

い glzJ<･N･L･T･ (13,

となる.ここでN･L･T･は非線形項である.この写像を複素変数への変換式(3)によって(7)式のよ

うに2次元写像で表現すると,(=E+i77とおくことにより

(三)-I(≡)+N･L･T･ (14,

となる･ここでJJは固定点Zf=CJ+iyfにおけるヤコビ行列で,写像(14)は複素解析的な写像で
あるから伸縮回転行列である･したがってその固有値入は複素数で,l入lが伸縮率を表し,arg人が回
転角を表す･一九 これを複素表現(13)で見ると,線形の範囲で(はdF/dZIzJ倍されているので,ぐ

はGauss平面上で動系方向にIdF/dZIzJ伸 され.角度argdF/dZIzJだけ回転する･したがって

入- g lzJ

と考えてよい.

次に,上で述べた写像に共役な2次元写像

C/n+1 - f'(xL,yL)

yム+1 - g/(症,yL)

を考える.ここで,共役な写像の定義から(3',y′)は(C,y)から線形変換Tによって

(xy: ) - T (Xy )

(15)

(16)

(17)

のように関係づけられる･この写像の固定点(弓,y;)が原点となるような新しい座標ぐ≡3'一弓,71′≡
y′-ylで(16)式を書き換えると

( ≡: ) - JI( :: ) .N･L･T･ (18,

となる･ここでJ;は固定点(弓,y;)における写像(16)のヤコビ行列で･Jfとは弓=TJfT-1とい
う関係がある･線形変換によって固有値は不変であるから･Jlの固有値は関係式(15)の人に一致す
る･また,固定点は式(17)によって変換されるので,(15)式は

硯 l(Xyl; )
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と書くことができる･これが変換Tを決定する方程式である･Kleinの写像(ll)を例にとって(19)
式から変換Tを求めてみよう.この場合

Jl-(2yi21}2弓 2㌔ 2y;) ･(20)

で,その固有値は入=弓 +y;+iJg(-C/I+yl)である.一方,F(Z)-Z2+Cであるから(15)式
は入=2Zj=2(cj+iyf)となる･人に対するこの2つの表式を比較することによって

(xy)-;(■ i )(xy:) (21,

という関係が得られる.これはMetzlerらの変換(12)に一致する,

我々の方法によれば,与えられた2次元写像が複素解析的な写像に共役であるならば,原理的に

は(19)式によって,Cauchy-Riemannの関係式を満たす2次元写像へ変換する線形変換γを求める
ことができる.これは.Metzlerらがパラメタの関係から変換Tを決定したことに比べ,はるかに

システマティックである.そればかりか,2次形式の写像だけでなく,一般の写像に対してこの方法

は適用できる.しかし,その2次元写像が複素解析的な写像に共役であるか否かを判定する問題は

相変わらず未解決なま享である.この間題に関してKleinは彼の論文の中で ｢恐らく一般化された

Cauchy-Riemannの条件が定式化され得るだろう｣と述べている[4].次節において,我々はその一

般化されたCauchy-Riemannの条件を導く.

4 一般化 Cauchy-Riemann条件

この節では,与えられた任意の2次元写像

xn.1 ≧ f(cn,yn)

yn+1=9(Cn,yn) (22)

が複素解析的な写像に共役であるかどうかを判定する一般的な条件を導出する.

2次元写像を複素表現する場合には,通常,(3)式が用いられる.ここでは,(3)式を一般化して

Z=cw+Py (23)

という変掛 こよって実数平面上での2次元写像を複素表現することを考える.ここで,α,βは複素数

である･α=1,β= の̀場合･こ?変換は(3)式に一致する･変換(23)を用いて2次元写像(22)杏
複素表現すれば

Zn+1=αCn+1+βyn+1
= αf(a:n,yn)+Pg(En,yn) (24)

となる･(23)式からC,yはZおよびその共役複素数Z'で表されるので,形式的に(24)式はZおよび

Z+の関数とみなすことができる･今,それをF(Z,Z')として

F(Z,Z')=αf(C,y)+Pg(C,y)
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とする.

まず最初に関数F(Z,Z')が微分可能であるための条件について調べる.F(i,Z+)が極限値

HRm
AZ-0
F(Z+AZ,Z'+AZ')-F(Z,Z+)

AZ

を持つとき, F(Z,Z')はZで微分可能であるという.極限値(26)は(25)式を用いて

hril
AZ1-0
F(Z+AZ,Z'+AZ')-F(Z,Z')

AZ

αf(C+△x,y+△y)-αf(C,y). .ニー Pg(a:+△3,,y+Ay)-Pg(C,y)
+ lim≠ HRiiTl

△C,Ay-o α△C+β△y △C,△y1-0 α△C+β△y

(26)

(27)

となる･このとき. △Z-0の極限のとりかたには様々な方法があるが, F(Z,Z+)がZで微分可噂
であるためにはどの方向から0に近づけても(26)式で与えられる極限値は常に同じ値になる必要が

ある.△Zー0の極限のとりかたとして,次の2つの場合を考える.

(1)△y=0として△3-0とする場合,

αf(r+△C,y)-αf(C,y)..:h Pg(a+△C,y)-Pg(C,y)+ lim
△Cー0

+ lim

Ac.I+0 α△C

ここで,β/α≡γとおいた.

(2)AE=0として△y-0とする場合.

lim

‖Rm

αAc

αf(3,y+△y)-αf(I,y). .二h Pg(3,y+△y)-Pg(a,,y)
Ay-0 PAy Ay1-0 PAy

一芸.揺 (28)

議 場 (29)

F(Z,Z+)がZで微分可能であるためには,これらが一致しなければならないので

諾.揺 -吉富+霊

を得る.この関係式は,さらに

監･(γ.丁場 覧

∂J
---丁場ay

(30)

のように書書換えることができる･複素数への変換が(3)式で与えられる場合は,γ=iであるから

(31),(32)式はCauchy-Riemannの関係式(8)に帰着される.したがって,(30)式あるいは(31),(32)

式は一般化されたCauchy-Riemannの関係式だと考えられる.

次に.(25)式で与えられるF(Z,Z+)が微分可能であれば.F(Z,Z')はZのみの関数であること

を示す･固定点をZf=αCJ+βyJとし,原点を固定点にとるような新しい座標系(=αf+P71で写
像を書き換えると(24),(25)式より

(n.I-皇
た-il(Cnか 鴫 )AF(Z;･Zf･,
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となる･ここで･ F(ZJ,ZJ+)のZJHこよる偏微分は(25)式を用いて

量 F(Zf･Z;'- 量 {αf(cJ,yf,･Pg(xJ,yf,,

-去(鳩 十α孟 )(αf(cjly,)･Pg(rJ･yJ))

- 引 幣 一驚 空 +書聖 空 一丁篭 空 〉 (34)

となる･ここで△.=αβ一一ὰβと略記した･F(Z,Z+)が微分可能であればCauchy-Riemannの関係

式(30)から上式は0になる･(34)式の右辺は一般に固定点cJ,yfの関数であるが. Cauchy-Riemann

の条件式は関数F(Z,Z')の定義されたすべてのZすなわちC,yに対して成立しているので,xf,y/

の価によらず常に0である.したがって,すべてのk≧1に対して

(S_)iF(ZJ,Zf+)-0 (35)

となり.写像(33)はぐの項を含まない.したがってF(Z,Z')はZのみの関数である.

以上から,一般化Cauchy-Riemannの条件式(30)あるいは(31),(32)を満たすような変換(23)

があれば,その2次元写像は複素解析的な写像に共役であると結論できる.これ机 与えられた2次

元写像が複素解析的な写像に共役であるかどうかを判定するための一般的な条件である.

一般化Cauchy-Riemannの条件式(30)を用いて, Kleinの写像(ll)をもう一度調べてみよう.こ

の場合,(30)式は

2(1+7+72)(3-y)=o (36)

となる･これが恒等的に成立するためには,7-eXP(i27T/3),exp(i47r/3)であればよい.今,7-
exp(i2q/3)とし̀てα-exp(-i7r/3)のように選べば.変換(23)はZ-exp(-i7r/3)a'+exp(i7T/3)yと
なり,これは先に求めた変換(21)に一致する.

この方法に従えば,前節で求めたよりもはるかに簡単に変換を得ることができる.さらに,この

方法で求めた変換によって,対象とする2次元写像が複素解析的な写像と共役であることが保証され

る.しかし,前節では変換を一意に求めることができたが,ここではαとβの比TLか定まらないの

で変換は無限にあることになる.これは,条件式(30)が複素表現された写像に対する微分可能性の

要請から得られたもので,対応する複素写像の形を特定していないことに起因している.一方,前節

では写像形をF(Z)=Z2+Cのように特定していたので変換を一意に求めることができたのである.
(30)式を用いて前節の(15)式を厳密に証明しておこう.計算を簡単にするため

･-α若 +培 ,せ-α若 .揺

を導入する･我々のゴールは(15)式で与えられる人が,ヤコビ行列DFfの固有値であることを示す

ことである.まず(15)式は

F(Zf)=αf(cJ,yj)+Pg(Cf,yf)

孟-持 去一端 )
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(37)

(αf+Pg)

を用いて

と変形できる.また.一般化Cauchy-Riemannの条件(30)はα甘-卵 と書き表すことができる.こ

れを用いると,(37)式より

A+l'

入入'

去(p･0-- ･卵･-αせ･)
慕 +慕
nDFJ

一基 (p･O-α･V)(卵.-aV･)

一志(α- ～-α･β- -apW .pew )

一去(- I- )
af ag afag
∂3jayJ ayj∂cj

DetDFf

(38)

(39)

が得られるので,人はヤコビ行列DFJの固有値であると言える･
§2で見てきたように,通常の2次元写像と複素力学系の分岐図にはdrasticな違いがあった.複素

力学系も成分表示すれば2次元写像に還元できるので,それらを区別する判定条件は何かが問題とな

る.一般的にはCauchy-Riemannの条件式がそのcriterionとされており,その条件式を満足するよう

な2次元写像が複素解析的な写像とみなされている.しかし,Kleinの例のようにCauchy-Riemann

の条件を満たしていなくても,Metzlerらが示したように線形変換によってQuadraticMapに変換

され.本質的に複素力学系と同等な2次元写像もある.我々は,この節でCauchy-Riemannの条件

式を一般化し,その1-i一般化されたCauchy-Riemannの条件式を満たす2次元写像は,Metzlerらが言

う複素力学系に共役な2次元写像であることを示した.

一般化されたCauchy-Riemannの条件式は複素写像の微分可能性から導出されたものである.逆

に,与えられた2次元写像が複素表現されたとき.微分可能な写像,即ち複素解析的な写像であるか

どうかを判定するのか一般化Cauchy-Riemannの条件式である.つまり,2次元写像を複素表現する

には任意性があり,その中で特に(3)式を用いる必然性などないはずである.Cauchy-Riemannの条

件式(8)は(3)式の変換を前提としたものであるから,それをもって与えられた2次元写像に対する

複素解析性のCriterionとするのは適切ではない.したがって,我々は一般化されたCauchy-Riemann

の条件式を満たす2次元写像を複素解析的な写像と呼ぶことにする.この意味でKleinの写像も複素

解析的な写像である.

この節を終えるにあたって,与えられた任意の2次元写像を複素表現する場合に,それが複素解

析的な写像であるかどうかが見通しのよくなるような変換方法を示しておこう.(31),(32)式をTにつ
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いて解くことにより

7=
gy-fc土 (gy-fc)2+4fygc

2gc
(40)

を得る･ここでfc=∂f/∂x,fy=∂f/ay,gc=ag/∂C,gy=ag/ayと略記した･もしこの式で与え
られるγが定数であれば,一般化Cauchy-Riemannの条件式が成立するので,この2次元写像は複素

解析的であり.その複素表現は

く一 入(+¢(() (41)

となる.ここで¢(()は(のみの非線形項である.逆に,(40)式で与えられるγが定数でなく,x,yの関

数であれば,この2次元写像は複素解析的ではない.しかし.(40)式を固定点(xJ,yJ)で評価したγ

を用いてこの2次元写像を複素表現すれば,(34)式から少なくともぐの係数は0になるので

く一入(+¢((,(～) (42)

という形に表すことができる.(41),(42)式で与えられる複素写像は,数ある2次元写像の複素表現

の中でもっとも見通しのよいものである.なぜなら,写像がぐを含むかどうかだけで,形式的に複素

解析的な写像か否かを判別することができるからである.

5 複素解析的写像の大域的な性質

§2で見てきたように複素解析的写像の分岐図は,準周期領域やカオス領域の測度がゼロになる,

自己相似的なフラクタル構造が見られ周期領域の面積にスケーリング則が成立するなど,通常の2

次元写像すなわち複素解析的でない写像とは異なる特徴を示す.この節では,系が示すローカルな分

岐を用いてこれらの特徴を明らかにしていく.

一般的な複素解析的な写像を ､

ZrLF(Z,C) (43)

とする･ここでCは系を制御する複素パラメタである.写像(43)の固定点ZJはZf=F(Zf,C)を解
くことによってCの関数として与えられる･固定点zJが原点になるような新しい座標系(≡ZIZj
で写像(43)を書き換えると

(-dF(Zf,C)
dZ/

となる.ここで¢(()は(についての非線形項である.

今

dF(ZJ,C)
dZJ

(+¢(()

=(1+E)exp(i2汀n)

(44)

(45)

とすることによって,系の複素パラメタCを2つの実数パラメタE,0に変換することができる.･分岐
図の大域的な性質を明らかにすることは複素パラメタCの構造を調べろことであるが,C-(6,0)
の変換によって,写像

(-T,(()≡(1+E)exp(i2汀n)(+¢(() (46)

の6,0に対する挙動を調べる問題に帰着できる.以下ではNormalFormS理論.に基づいて写像(46)の
性質を調べる.
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図 2:Param eterDependenceofHopfRadiusfora)Quadraticmap,b)Exponentialmap,andfor

C)Logarithmicmap

a)QuadraticMap

C)LogarithmicMap

10-5 10-4

b)Exponentia一Map

10-5 1014

写像(46)において,E=0即ち固定点Zfが不安定化する臨界点では,0がある有理数Oo=q/p

のとき,ある変換71=h(()によ?て

hoT.oh-1(71)=1077+0('TP+1) (47)

という標準形に還元できることがPoincar6lDulacの定理[17]から知られている.ここで入o=exp(i27rno)

である.(47)式を用いるとTEのp回写像は,Eの1次までの近似で

77(()～(+pB(P+1+pEC (48)

となる･ここでBは入Oのある関数である･固定点ZfがE=0で不安定化して,㌢周期解が現れると

き.これはスーパークリティカルなモードロッキングを伴うHopf分岐で.TED(()千(であるから,そ

のⅡopf半径相は

rH～El/p (49')

という6-依存性を示す.これは,Hopf半径がvGとなる通常のIIopf分岐とは著しい違いで,複素力

学形に特徴的な性質である･この違いは標準形(47)にあり,複素解析的でない写像の場合は,(47)
式に対応する標準形が

hoToohll(77)=入077+0(772,1') (50)

となるので, IIopf半径がvEというE一依存性を示していたのである【2].具体的な3つの写像 (a)
QuadraticMap,(b)指数写像 【18】,(C)対数写像 【19】に対してこれを数値計算で確かめたのか図
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図 3:B血rcationdiagramofQuadraticmap.

×

2･である･図では,縦軸にp-周期点の積Ilf:1(iの大きさを,横軸にEを両対数目盛でプロットしてい
る･グラフの勾配からQuadraticMap,指数写胤 対数写像に対してそれぞれ0.988士0.002,1.035土

0･008,0･989士0･002が得られ Hopf半径の増大則(49)を裏付けている.我々は.このHopf半径の

増大別を重要な性質であると考えており,事実,これによって以下に示すように,準周期領域の測度

がゼロであることおよび周期領域の面積についてのスケーリング則を説明できる.

㌢周期解の安定性の条件は

(51)

で与えられる.(48)式を用いると,これは

Il+p(p+1)BEP+pet<1 (52)

となる･Eopf半径の関係式(49)を用いると,これは更に0<EP2<2となる,つまり,㌢周期解が

安定であるようなEの最大値Emacは周期pの逆2乗に比例して減少する.すなわち

Emac-p-2 (53)

となる.
ヽ

次に･Eと実際のパラメタCとの関係を見てみよう.図3.にQuadraticMapの分岐図を示してい

る･この図で,図中に記入されたCoはe=0,ft=no=q/pに対応している点である.令,n=ft｡

に保ったままEをorから増大させていく場合を考える.あるEに対するCのCoからの変位を△Cとす
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表 2:Themap-dependentterms

Map Z-F(Z,C) Z■ L富 l 蘭 詰 Iz

対数写像 ZHlnZ+C e-伽0 2汀 1 1 -e-''27flo

指数写像 Z･-CeZ e伽n 2汀 eCOS汀n e伽no/co e伽 n D
QuadraticMap Z-Z2+C 喜ei2qn 7r 1 l をe伽 n o

ると,ACとEの間には

△C=
1_eI'27rnn

Sglzio,
Z51)E+0(C2) (54)

という関係が成立する･ここでZ50),251)は固定点をZJ(E)=Z50)+Z51)E+･･･のようにEのベキに
展開したときの係数で∂F/∂CJz50'とともに写像によって決まる定数である･
この関係式(54)を用いて準周期領域の測度が0になることを示そう.準周期解を周期無限大の周

期解と考えると(53)式からp- ∞ でEma8-0となる.したがって,(54)式からACma5-0とな
り,準周期領域の測度がゼロであることが示された.

最後に(54)式を用いて,2節で示した周期領域の面掛 こついてのスケーリング則を導く･㌢周期

領域の面積をSpとすると,自己相似的なフラクタル性から

Sp ～ l△CmacL2

ヒ 空 竺 Z(,1) EZ,ac (55)

と見積もることができる.この式の中で写像に依存する部分は3つの具体的な写像に対して表2.に

まとめておいた･表2･と(53)式から

S(p,～(:I-号 冒.m15;_周期列

となり.§2で示したスケーリング則が得られる[14].

(56)

6 複素力学系の物理像

これまで見てきたように,複素力学系の描き出す世界はとても物理的とは思われない.なぜな

ら,パラメタのゆらぎを考えた場合,あらゆるパラメタに対して系は発散するか,さもなければモー

ドロッキング状態の周期解しか生み出さないからである.物理的にはモードロッキング状態は共鳴現

象と考えられるので,物理的に意味のない発散解はとりあえず考えないでおくことにしても,あらゆ

るパラメタ領域で,まるで凍りついたかのように共鳴し続けるなどという措像はおよそ物理現象を

記述するモデルとはいい難い.では,複素力学系は単なる数学の玩具で,物理現象とは無縁の産物な

のであろうか.
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図4:Bifurcationdiagramofsincirclemap･FromJensenetal･【8].

570･Y

0･0 0･2 0･4 1̀ 0･6
0.8 1.0

しかし,我々はこれとよく似た措像を既に知っている.しかも.準周期崩壊のカオスへのルート

を記述するもっとも簡単なモデルにおいて凍りついたモードロッキング状態が現れる.図4.はこの

ようなモデルの代表格ともいえるサインサークルマップ【81

On+1=I(en).

･on･n+芸sin(2qOn) (-odュ) (57)

の分岐図である.図の縦軸は非線形性を表すパラメタKで.横軸は非線形項がない場合の振動数f2で

ある.物由的には振り子のような振動子に周期的な外力を加えた系の挙動を記述するモデルで,Kは

外力の大きさを表し,Oは振動子の固有振動数と外力の振動数の比を表している.本質的には,図4.

は§2で取り上げたLauwerierの2次元写像の分岐図と同等である･つまり.非線形項がない(〟=0)
場合は有理数のElに対してのみ共鳴が生じ,ほとんどのOに対しては準周期運動を行っている.非線

形性の増大とともにArnoldの舌が広がり,有限のQの幅にわたって共鳴状態が発生する.これがモー

ドロ.;キングである.さらに非線形性が増大し,やがてKがlに達す.8と,nのいたるところでモー

ドロッキング状態となり,準周期領域はCantor的に存在するのみで,その測度は0になる.この状

況は.我々がこれまで記述してきた複素力学系の措像に酷似してはいないだろうか.以下ではこの類

似性に着目して複素力学系の物理像を捉えてみよう.

サインサークルマップ(57)においてK=1は,ちょうど写像が可逆から不可逆に.変わる臨界点
になっている.〟<1では写像は可逆であるため不規則な連動は現れず,周期解と準周期解しか生じ
ない.一方,∬>1になると写像は不可逆となり,折り畳みと引き伸ばしの効果によってカオスが出
現する.このように写像が可逆から不可逆に変わる臨界点は,サインサークルマップのように1次元
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写像の場合は,写像J(♂)の傾きがあるβに対して0になるという条件から求めることができる･即ち,

芸-1.Ksin(2qO)〒0 (58)

となるようなβが存在するための条件から∬ ±1が臨界点になっていることが分かる.この描像の類

推から複素力学系を眺めると,〟-1に対応するのか一般化されたCauchy-Riemannの条件式では
ないだろうかと推測される.事実,一般化されたCauchy-Riemannの条件式を満たさない2次元写

像,つまり.複素解析的でない通常の2次元写像で,物理現象を記述するモデルとしてこれまで研究

されてきた写像は準周期運動もカオスも生じる.それに対して,一般化されたCauchy-Riemannの

条件式を満たす2次元写像,つまり.複素力学系は,ちょうどサインサークルマップにおける〟=1
の状況のように凍りついたモードロッキング状態を呈している.このアイデアを確認するために,吹

のようなモデルを考える.

(一入(+(1la)C2+a(L(l2. (59)

ここでαは実数パラメタで.α=0の場合がちょうど複素力学系に対応している.αを0から連続的

に変化させることによって複素力学系から通常の2次元写像へ変化する様子を見ることができる.図

5.の(a)～(d)は.それぞれa=0･0,0･2,0･4;016に対して数値計算を行った結果得られれた分岐図で

ある.α=0.0では完全なマンデルブロー集合であったのが,αの増大に伴って分岐図は次第に変形

し,α=0.6に至っては固定点境界線の外側に§2で見たLauwerierの2次元写像と同じ構造が現れる.
αの増大.即ち複素解析性が壊れるにつれて分岐図に現れる特徴をまとめると以下のようになる.

1.マンデルブロー集合の左右対象な2つの円盤のうち右側の円盤が発散領域に喰われ.急速に消

滅していく.

2.左側の円盤およびその周囲に張り付いた無数の円盤は比較的元の構造を保っているものの,境

界が滑らかになっていきフラクタルな微細構造が失われ,固定点領域との付け根のあたりが次

第にやせ細り模型に変形する.

3.左側の円盤の固定点境界の外側に準周期領域が現れ,αの増大に伴って次第にその領域が広がっ

ていく.

4.上で述べた模型の領域(これはArnoldの舌である)は外に向かって広がっている準周期領域の

海の中で次第にその裾野を広げて重なりはじめカオス領域が現れる.

このように複素解析性の破れによる大域的な構造の変化は明白であり,サインサークルマップと

の類推からa=0が何らかの意味で臨界点であると考えられる.サインサークルマップの墳合は,パ

ラメタ且が臨界点1に近づくに-したがって

nn+1-nn～6~n (60)

というスケーリング則が成立した【20】.同様に2次元写像の場合もパラメタαが臨界点0に近づくに

したがって,なんらかのスケーリング則が成立しないだろうか.前節で見てきたように複素解析的な

写像では,固定点が不安定化してp一周期解が現れるとき,そのHopf半径は '

rH ～El/p
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図5:Bifurcationdiagram ofく 一 入(+(1-a)C2+aCLCl2.
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a)3周期

T･dXO765
4

0
.0.0.0月
O
.

nV0000
0

0.1

図6:ParameterDependenceofHopfRadius.
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というベキ別に従っていた.一方,複素解析的でない2次元写像では

rH～El/2 (62)

であった.そこで､複素解析性の破れを表すパラメタαを0から連続的に変化させた場合のⅡopf半

径のベキ別を

rH～Ee(a) (63)

のように表現すると,6(a)はどのような変化を示すであろうか.これを調べるために,様々なaの

値に対してrHとEの関係を括いたのが図6.である. この図に用いた具体的なaの借を表3.に示す.

この図で下にいくほどaは大きい.a-0の場合はlnrHとlnEの関係が直線で表される.この直線

の傾きは1/pになっており.(61)式が成立している.ところが,a≠0の場合はもはや直線にはなら

ず,(63)式は成立しない.このとき,Eの増大に伴い曲線の傾きは小さくなっている.周期pが大き

くなるにしたがってこの傾向は顕著になる.ある程度 aが大きくなると,lnrHとlneの関係が再び
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表 3:図6.に用いた複素解析性の破れを表すパ ラメタαの値

1) 0.000000e+000 0.000000e+000 0.000000e+000 0.000000e+000
2) 8.000000e-002 2.880000e-002 1.469388e-002 8.888889e-003

3) 1.800000e-001 6.480000e-002 3.306122e-002 2.000000e-002

4ト 2.800000e-001 1.008000e-001 5.142857e-002 3.111111e-002

5)- 3.800000e-001 1.368000e-001 6.979592e-002 4.222222e-002

6) 4.800000e-001 1.728000e-001 8.816327e-002 5.3733333e-002

7) 5.800000e-001 2.088000e-001 1.065306e-001 6.444444e-002

8) 6.800000e-001 2.448000e-001 1.248980e-001 7.555556e-002

9) 7.800000e-001 2.808000e-001 1.432653e-001 8.666667e-002

直線となり.そのときの傾きがほぼ1/2になり,(62)式が成立する.ベキ則(63)が成立しないよう

なαの乾田をもう少し詳しく調べてみるために7一周期解の場合のα=0.03306-に対する曲線の傾

きをEに対してプロットしたのが図_7.である.Cの増加に伴ってベキβが1/2から1/p=1/丁に単調に
減少していることが分かるが,この性質は以下の議論によって説明することができる.

まず.モデル(59)杏

E r-(A+alEl2)(+(lla)C2

のように変形し,入=exp(i2qO)-E,Lく12=r右とすることにより

(-[exp(i2qfl)-E/](+(i-a)(2

(64)

(65)

を得る･ここでE′=E-a塙である.この写像は,rHをパラメタと考えた場合,見かけ上複素解析的
な写像であり,したがってHopf半径は(61)式に従うので

rH～(E-arを)1/p (66)

となる･この関係式からE≫arをつまりEが大きいところではrH～El/pとなる.一方,(66)式の比

例係数をAとし.この式をrHについて解くと

(
rH
了)p･arL-E (67)

を得るが,Eが小さいところ,つまりrHが小さいところではp>2の場合,上式の左辺第1項が無視

できるのでrH～El/2となる.

このように.結界点に近づくにしたがってp一周期解のHopf半径は徐々に1/2から1/pに変化す

るが,(63)式のようなベキ別がそのまま保たれるのではなく,不安定化パラメタEが2つの領域に分

かれ,一方がベキ1/2で変化し,他方が1/pで変化するといった2重構造になっており,次第に後

者が支配的になって,最終的に(61)式で表される変化が出現する.
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図 7･.E-dependenceofe.

7 まとめ

通常の2次元写像と複素写像の分岐図に見られる大域的な構造の類似点と相違点に端を発し,そ

れらの違いは何に由来するのかを調べてきた.2次元写像は,代表的なカオスへのシナリオである準

周期崩壊ルートを説明するモデルとして精力的に研究され,その構造がほぼ解明されてきた.一方,

複素力学系は,周期加算別のように共通して見られる性質がある反面,準周期解領域やカオス領域の

測度がゼロ,分岐図の構造が自己相似的なフラクタルを示すなど通常の2次元写像の分岐図に見ら

れない特異な性質があり,それらの性質が物理現象を説明するものとはほど遠いためか.あまり物理

学者の研究対象とはならなかった.

しかし,複素力学系も成分表示すれば2次元写像であるから,両者を区別するものは何かという

ことが問題になる.一般的にはCauchy-Riemannの条件式がそのcriterionとされているが.それを

満足していなくても複素力学系と等価な分岐図を示す例がKlein等によって示された.それに対し

て,我々は一般化されたCauchy-Riemannの条件式を導き,それによって複素解析的な写像を厳密

に定義した.一般化されたCauchy-Riemannの条件式は複素表現された2次元写像に対する微分可

能性の要請から導かれたもので.幾何学的には写像が定義された任意の点においてそのヤコビ行列

が伸縮回転を表す特殊なものであった.さらに,この条件式を用いると与えられた任意の2次元写像

か複素解析的な写像であるか否かの判定が可能であるばかりでなく,たとえ複素解析的な写像でなく

ても写像の複素表現での対角化が日掛 こ行え,見通しのよい写像を得ることができた.

また,複素力学系の分岐図に見られるグローバルな性質をローカルな分岐現象を調べることによっ

て明らかにした.固定点がスーパークリティカルなIIopf分岐によって不安定化Lp一周期解が現れ

るとき,そのIIopf半径は系のコントロールパラメタEに対してel/pで増加することをNormalForrru

理論によって示し,このローカルな性質から準周期解領域の測度がゼロになること及び周期解領域の

面積についてのスケーリング則を説明することかできた.

このように,複素力学系と通常の2次元写像の区別を与えるCriterionを明らかにし,複素力学系
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の示すグローバルな性質をある程度説明することができたが,物理的な観点からの複素力学系の意

味は明白ではない.これに対して.我々はサインサークルマップとの類推から1つの仮説をたてた.

それは.サインサークルマップにおける臨界点での状況と複素力学系の示す状況が酷似していること

から,複素力学系が通常の物理的な2次元写像のある臨界点を表しているのでないかということで

ある.そして,サインサークルマップにおいて写像が可逆から不可逆に転移する条件式(58)に対応

しているのか一般化されたCauchy-Riemannの条件式ではないかと推測している.もし.複素力学

系を臨界点として持つような2次元写像が存在すれば,我々か示したように,臨界点に近づくにした

がってIIopf半径のパラメタ依存性がEl/2からEl/pに変化するであろう.

我々が複素力学系を研究している目的には2つある.1つは,複素力学系が2次元写像を理解す

る上でのガイドラインにならないだろうかというものである.たとえばCvitanovi丘が示したように

周期倍分岐は複素力学系から見た場合,周期n倍分岐のn=2の特別な場合であった.このように

複素力学系で現象を見ることにより,一般的な概念で現象を捉えることができる場合がある.一般的

な概念で現象を捉えるという意味では若干ニュアンスが違うが,周期加算別もこの好例である.複素

力学系は理想的な形で我々に分岐図を見せてくれるので.本質を抽出するのに適しているのである.

もう1つの目的は,もっと直接的に.物理現象としての複素力学系が存在しないだろうかという

ものである.発散領域を除くいたるところモードロッキング状態というのは確かに物理的に見れば異

常な現象ではあるが,そのような物理系があれば単に興味深いだけでなく,連想記憶などの工学的な

応用の面でも利用価値は高い.ただ残念ながら我々の知る限りではそのような実験報告はなく,マン

デルブロー集合のあまりに基いすぎた幾何学的模様を眺めていると,この点に関しては悲観的にな

らざるを得ない.しかし,複素力学系で記述される物理現象が存在しないならしないでその理由を明

らかにしたい.いやすべきであろう.複素解析性という制約は物理的には有り得ない制約なのであろ

うか?･-これは今後解決すべき課題として残されている.
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